FSH He a aM 


RSITY PRESS 


en 


模糊 理论 与 工程 从 书 


E 责任 编辑 / 李 汉 保 
E 责任 校对 / 刘 欣 


E 版式 设计 / 支 笛 
E 封面 设计 /# 怠 


BN ¥78-7-307-07676-1 


Is 
| | | 
9"787307"076761"> 


定价 : 56.0075 


t 


国家 自然 科学 基金 资助 项 目 (70771081) 成 果 
国家 重点 基础 研究 发 展 计划 ( 973 计 划 ) 资助 项 目 (2007CB310804 ) AR 


WUHAN UNIVERSITY PRESS 


Ø RNAF H htt 


mya N | TI 


i 


Tit Hist = 


It it 


fil 
理 
论 
基 
fi 


图 书 在 版 编目 ( CIP) 数据 
a 一 2 版 .一 武汉 : 武汉 大 学 出 版 社 ， 
本 
ISBN 978-7-307-07676-1 
1 . 模 … 下. 胡 … 下 .模糊 集 理论 .0159 


中 国 版 本 图 书馆 CIP 数据 核 字 (2010) 第 051628 号 


责任 编辑 : 李 汉 保 责任 校对 : 刘 AK 版 式 设计 : 文 TH 


RISE 


出 版 发 行 : 武汉 大 学 出 版 社 〈430072 武昌 am) 
(电子 邮件 : cbs22@ whu. edu. cn hk: www. wdp. com. cn) 

印刷 : 湖北 恒 泰 印 务 有 限 公司 
开本 : 720 x 1000 1/16 印张 :41.75 字数 .764 F 插页 :1 
版 次 : 2004 年 9 月 第 1 版 2010 年 6 月 第 2 版 

2010 年 6 月 第 2 版 第 1 次 印刷 
ISBN 978-7-307 -07676-1/0 + 421 定价 :56. 00 元 
版 权 所 有 , 不 得 翻印 ; 凡 购 我 社 的 图 书 ， 如 有 缺 页 、 倒 页 、 脱 页 等 质量 问题 ， 请 与 当地 图 书 销售 
部 门 联 系 调换 。 


模糊 理论 与 工程 系列 从 书 编 委 会 


名 誉 主编 刘 应 明 

LUMEA 汪 培 庄 王国 俊 ZAM ME 
Hite KPZ 

主 By FAR 

al + 编 胡 宝 清 ( 常 务 ) 应 明生 KRG 


ZA 陈 国 青 BA 
陈 水 利 
编 E 【〔 按 姓氏 拼音 排序 ) 


mee 陈 国 权 RRR EKA 
程 里 春 Bit EKA zae 
Rete KH AAE Haz 
ERM FRA 李 雷 李 生 刚 
刘 增 良 HR LER 吴孟达 
吴 伟 志 徐 扬 JERR PERK 
张 德 利 KEF BRB BW BRAK 


od a -ape ee be ne le we ae ae at ne = 


本 书 系统 地 介绍 了 模糊 集 理论 及 其 应 用 的 基本 原理 与 基本 方法 。 


全 书 共 分 15 章 , 内 容 包 括 模糊 集 理论 的 三 个 基本 概念 模糊 集合 、 
模糊 关系 、 模 糊 隶 属 函 数 ; 模 糊 集 理论 的 三 大 基本 原理 分 解 定 理 、 


表现 定理 和 扩张 原理 ;模糊 集 理论 的 三 个 基本 应 用 一 一 模糊 聚 类 分 
析 、 模 糊 模 式 识 别 和 模糊 综合 评判 ;模糊 集 理论 的 三 大 热门 专题 一 一 
模糊 决策 理论 .模糊 逻辑 系统 、 模 糊 测度 理论 。 书 中 阅 述 的 重要 概念 
附 有 英文 对 照 , 便 于 读者 对 相关 英文 文献 的 检索 ;每 章 后 附 有 小 结 , 便 
于 读者 对 最 新 研究 成 果 的 追踪 ;书后 附 有 符号 说 明和 名 称 索 引 , 便 于 
读者 阅读 方便 ;大 量 的 参考 文献 便于 读者 进一步 阅读 。 

本 书 可 以 作为 大 专 院 校 高 年 级 本 科 生 、 研 究 生 的 教材 或 教学 参考 
书 ,也 可 以 作为 从 事 模 糊 集 理论 与 应 用 研究 的 工程 技术 人 员 和 广大 教 
师 的 参考 书 。 


ASB. A. 1962 年 3 月 出 生 于 湖北 仙桃 ,武汉 大 学 数学 与 统计 学 院 教授 、 
博士 生 导 师 。1982 年 获得 学 士 学 位 ,学 习 基 础 数学 。1987 年 获得 硕士 学 位 , 主 
攻 专 业 为 模糊 数学 。2001 年 获得 武汉 大 学 博士 学 位 。2003 年 9 月 至 2004 年 3 
月 作为 访问 教授 前 往 澳大利亚 西 澳 大 学 进行 为 期 半年 的 访问 学 习 。 多 次 前 往 香 
港 城市 大 学 与 香港 理工 大 学 进行 合作 研究 。1997 年 后 被 聘 为 武汉 大 学 教授 ,是 
信息 与 计算 科学 学 科 的 学 术 带 头 人 之 一 ,兼任 武汉 大 学 数学 与 统计 学 院 信 息 与 
计算 科学 系 主任 、 中 国 系统 工程 学 会 模糊 数学 与 模糊 系统 专业 委员 会 常务 理事 
兼 教育 与 普及 工作 委员 会 主任 《模糊 系统 与 数学 》 杂 志 编 委 .中 国运 筹 学 会 模糊 
信息 与 工程 分 会 常务 理事 .中 国 计 算 数学 学 会 理事 .中 国人 工 智 能 学 会 理事 等 
职 。 胡 宝 清 教授 长 期 从 事 智能 计算 与 不 确定 性 信息 处 理 及 其 应 用 研究 。 主 持 国 
家 自然 科学 基金 项 目 、 国 家 教育 部 骨干 教师 计划 基金 项 目 , 参 加 国家 973 WA. 
国家 “ 八 五 ”攻关 项 目 、 国 家 教育 部 博士 学 科 点 基金 项 目 .香港 政府 研究 资助 局 项 
目 等 十 多 项 科研 项 目 。 参 加 的 东北 电网 水 库 调 度 自动 化 系统 的 合作 项 目 达 到 国 
际 先进 水 平 ,主持 其 中 的 实用 化 软件 开发 达到 国际 领先 水 平 。 在 国内 外 重要 学 
术 刊 物 发 表 学 术 论 文 80 余 篇 ,其 中 收录 于 三 大 检索 的 论文 22 篇 。 

(E-mail: bqhu@whu. edu. cn) 
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1965 年 ,美国 计算 机 与 控制 论 专家 L. A. Zadeh 教授 发 表 了 题 为 《Fuzzy Sets) 
的 论文 ,从 而 宣告 模糊 数学 的 诞生 。 他 提出 了 Fuzzy 集 概念 ,创造 了 研究 模糊 性 
或 不 确定 性 问题 的 理论 方法 ,迄今 已 成 为 一 个 较为 完善 的 数学 分 支 。 

四 十 多 年 来 ,模糊 理论 与 技术 得 到 了 迅猛 发 展 ,国内 外 学 者 在 这 个 领域 做 了 
大 量 章 有 成 效 的 工作 ,其 中 许多 探索 是 具有 突破 性 的 。 模 糊 理 论 与 技术 一 个 突 
出 的 优点 就 是 能 较 好 地 描述 与 仿效 人 的 思维 方式 ,总 结 和 反映 人 的 体会 与 经 验 ， 
对 复杂 囊 物 和 系统 可 以 进行 模糊 度量 、 模 糊 识 别 、 模 糊 推理 、 模 糊 控制 与 模糊 决 
策 。 尤 其 是 模糊 理论 与 人 工 智 能 在 神经 网 络 和 专家 系统 等 方面 相互 结合 的 研究 
己 涉 及 计算 机 、 多 媒体 .自动 控制 以 及 信息 采集 与 处 理 等 一 系列 高 新 技术 的 开发 
与 利用 ,有 力 地 推动 了 应 用 科学 .决策 科学 .管理 科学 与 社会 科学 的 进步 。 在 图 
像 识 别 . 人 工 智 能 .自动 控制 .信息 处 理 . 经济 学 .心理 学 .社会 学 .生态 学 .语言 
学 .管理 科学 、 医 疗 诊断 .哲学 研究 等 领域 中 ,都 得 到 广泛 应 用 。 

国际 上 , 自 1980 年 以 来 ,每 年 均 有 数 十 次 大 中 小 型 国际 会 议 , 并 于 1984 年 
7 月 成 立 了 国际 模糊 系统 学 会 (IFSA 一 一 The International Fuzzy Systems As- 
sociation) ,办 有 权威 性 的 国际 性 杂志 《Fuzzy Sets and Systems), 其 后 又 有 国际 
性 杂志 相继 创刊 ,如 《International Journal of Fuzzy Mathematics). «(IEEE 
Transaction on Fuzzy Systems》、《International Journal of Uncertainty, Fuzzi- 
ness and Knowledge-Based Systems) .« Advances in Fuzzy Mathematics) .« Ad- 
vances in Fuzzy Sets and Systems) .« Advances in Fuzzy Systems》 等 。 在 我 国 ， 
于 1983 年 成 立 了 模糊 数学 学 会 ,从 1981 年 起 先后 办 有 《模糊 数学 》《 模 糊 系 统 
与 数学 》《Fuzzy Information and Engineering》 林 志 。 

为 了 系统 地 归纳 总 结 模糊 理论 与 技术 的 学 术 成 就 ,系统 地 向 广大 读者 介绍 
模糊 数学 的 基础 理论 与 基本 知识 ,进一步 推动 该 学 科 的 发 展 ,我们 经 过 多 年 的 酝 
酿 、 策 划 与 探索 ,决定 组 织 出 版 “模糊 理论 与 工程 系列 丛书 "。 这 套 系 列 丛 书 中 的 
大 部 分 书籍 既 可 以 作为 理工 类 本 科 生 、 硕 士 生 和 博士 生 的 教材 ,也 可 以 作为 高 等 
院 校 教 师 、. 相 关 科 技工 作者 和 模糊 理论 爱好 者 的 参考 读本 。 

“模糊 理论 与 工程 系列 从 书 ” 能 够 顺利 出 版 主要 得 益 于 两 方面 的 大 力 支 持 : 


2 一 一 一 一 模糊 理论 基础 


其 一 ,得 益 于 我 国 模糊 数学 界 广 大 专家 .学 者 的 支持 。 王 国 俊 教授 . 吴 从 煌 
教授 .应 明生 教授 . 张 文 修 教授 . 罗 称 康 教授 等 ,在 表示 支持 组 织 出 版 该 丛书 的 同 
时 ,对 该 丛书 的 理论 框架 . 选 题 定 位 以 及 一 些 具体 操作 细节 上 提出 了 许多 宝贵 的 
指导 性 意见 。 特 别 值 得 提 及 的 是 ,得 到 了 刘 应 明 院 士 以 及 广大 专家 .学 者 的 大 力 
支持 ,组 织 了 以 刘 应 明 院 士 为 名 誉 主编 的 本 系列 从 书 编 委 会 。 组 织 这 个 编 委 会 
的 目的 一 是 对 该 从 书 的 指导 思想 、 选 题 思路 以 及 今后 的 趋势 将 经 常 听 取 编 委 会 
的 意见 ;二 是 对 本 系列 从 书 中 拟 将 出 版 的 每 一 本 书 都 要 由 相关 编 委 审核 把 关 , 尔 
后 付 梓 ,以 确保 丛书 质量 。 

其 二 ,得 益 于 全 国 优 秀 出 版 社 武 汉 大 学 出 版 社 的 大 力 支持 。 武 汉 大 学 出 版 
社 社 长 .总 编 与 相关 编辑 对 本 系列 丛书 的 出 版 给 予 了 大 力 支 持 , 多 年 来 他 们 做 了 
许多 深入 细致 的 工作 ,使 这 套 系列 丛书 的 第 一 批 作 品 得 以 顺利 出 版 。 

在 此 ,丛书 编 委 会 代表 本 系列 丛书 的 全 体 作 者 ,对 各 位 专家 .学 者 以 及 武汉 
大 学 出 版 社 的 领导 与 编辑 表示 由 训 的 感谢 ! 真诚 地 希望 广大 专家 .学 者 对 本 系 
列 从 书 提出 宝贵 的 意见 ,使 之 日 缀 完善 ;热忱 地 欢迎 广大 专家 、 学 者 积极 参与 本 
从 书 的 编撰 工作 ,使 之 日 渐 丰 富 。 组 织 出 版 这 套 系 列 丛 书本 身 就 是 一 项 系统 工 
程 。 需 要 各 位 专家 、 学 者 以 及 方方面面 的 易 力 相助 。 倘 若 这 套 系 列 丛 书 能 对 广 
大 读者 有 所 神 益 ,能 在 浩瀚 的 书 海中 泛 起 一 片 闪 光 的 涟 满 , 作 为 从 书 编 委 会 ,我 
(TRE HBT. 


模糊 理论 与 工程 系列 丛书 编 委 会 
2010 年 2 月 于 武汉 大 学 
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自从 罗 特 夫 。 扎 德 (Lotfi Zadeh) Ht F 1965 年 在 《信息 与 控制 ) 杂 志 上 发 
表 一 篇 开创 性 论文 《模糊 集合 》 以 后 ,模糊 集 理 论 引 起 了 学 术 界 的 高 度 关 注 ,从 此 
模糊 集 理 论 走 过 了 一 段 长 长 的 历程 。 从 模糊 集 的 提出 到 粗糙 集 的 引 和 人 ,从 模 精 
逻辑 的 发 展 到 软 计 算 (soft computing) 的 形成 ,模糊 集 理 论 已 遍地 开花 。 特别 是 
模糊 逻辑 技术 在 日 本 的 成 功 应 用 ,使 得 美国 开始 重视 模糊 逻辑 。1989 年 ,Frost 
& Sullivan 国际 营销 研究 结构 提出 ,鉴于 模糊 逻辑 技术 产业 的 年 增长 率 高 达 
20% ,该 技术 将 成 为 21 世纪 的 全 球 最 热门 的 十 大 技术 之 一 。 全 美 技 术 信息 服务 
HONTIS Æ 1990 年 和 1991 年 对 与 美国 依 关 的 外 国 技术 作 的 意见 表明 模糊 
逻辑 技术 对 未 来 将 有 重大 的 影响 。 模 糊 逻 辑 技术 越 来 越 成 为 解决 当今 复杂 问题 
的 一 种 实用 手段 。 

迄今 为 止 , 国 内 外 关于 模糊 集 理 论 及 其 应 用 的 学 术 专 著 不 计 其 数 ,但 这 些 书 
要 么 是 针对 某 一 数学 理论 问题 ,要 么 是 针对 某 一 应 用 专题 ;要 么 过 于 理论 作 抽象 
描述 ,要 么 过 于 粗略 作 简单 介绍 。 由 于 各 自 的 研究 目的 和 撰写 角度 不 同 ,对 模糊 
集 理 论 的 基础 ,特别 是 应 用 基础 ,进行 综合 性 与 系统 性 介绍 的 书 还 不 多 。 作 者 想 
借 武汉 大 学 出 版 社 组 织 出 版 模糊 理论 与 工程 系列 从 书 之 契机 ,向 读者 提供 一 本 
较 完 整地 介绍 模糊 理论 基础 的 书 。 

本 书 系统 地 介绍 了 模糊 集 理 论 及 其 应 用 的 基本 原理 与 基本 方法 。 人 全书 共 分 
14% ,内容 包 括 模 糊 集 理论 的 三 个 基本 概念 一 一 模糊 集合 (第 1 章 ) 、 模 糊 关 系 
(第 3.7 章 ) .模糊 隶属 函数 (第 1.8 章 ) ;模糊 集 理论 的 三 大 基本 原理 一 一 分 解 定 
理 .表现 定理 和 扩张 原理 (第 2 章 ) ;模糊 集 理论 的 三 个 基本 应 用 一 一 模糊 聚 类 分 
析 ( 第 4 章 ) ,模糊 模式 识别 (第 5 章 ) 和 模糊 综合 评判 (第 6 章 ) ;模糊 集 理论 的 三 
大 热门 专题 一 一 模糊 决策 理论 (第 9、14 章 ) .模糊 逻辑 系统 (第 10、11 章 ) .模糊 
测度 理论 (第 12、13 Æ). 

本 书 具 有 以 下 特点 : 

第 一 , 重 基 础 。 对 Fuzzy 集 理论 的 基础 问题 ,特别 是 应 用 基础 ,进行 了 重点 
TA. 


第 二 , 重 方法 。 对 于 某 些 关键 问题 给 出 多 种 算法 ,并 给 出 程序 化 步骤 ,便于 
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工程 应 用 人 员 上 机 实现 。 

第 三 , 重 拓展 。 给 出 了 Fuzzy 集 和 Fuzzy 算 子 的 各 种 推广 形式 ,为 多 种 模型 
的 选择 提供 了 理论 基础 。 三 角 模 算 子 与 区 间 值 穿 揪 全书, 关于 Fuzzy 值 与 格 值 
的 推广 也 有 介绍 。 

第 四 , 重 实用 。 书 中 重要 概念 附 有 中 .英文 对 照 , 便 于 读者 对 相关 英文 文献 
的 模糊 检索 ; 书 中 某 些 定义 .定理 和 例子 等 标明 出 处 ,便于 读者 查寻 其 背景 与 详 
细 内 容 ; 书 中 不 同 章节 里 再 次 出 现 的 概念 和 方法 广 明 出 处 ,便于 读者 选择 性 阅 
读 ;每 章 后 附 有 小 节 ,便于 读者 对 最 新 研究 成 果 的 追踪 ;书后 附 有 符号 说 明和 名 
称 索 引 , 便 于 读者 阅读 ;书后 的 参考 文献 以 字典 序 排列 ,便于 读者 对 文献 的 查阅 。 

本 书 得 到 包括 刘 应 明 院 士 在 内 的 模糊 理论 与 工程 系列 从 书 编 委 会 所 有 成 员 
和 包括 应 明生 教授 在 内 的 中 国 系统 工程 学 会 模糊 数学 与 模糊 系统 专业 委员 会 诸 
委员 的 热忱 支持 ,给 作者 以 极 大 的 鼓舞 。 武 汉 大 学 数学 与 统计 学 院 的 杂 切 关怀 ， 
给 作者 以 极 大 的 鞭策 。 武 汉 大 学 出 版 社 的 无 私 帮 助 ,给 作者 以 莫大 的 安奈 。 丰 
富 的 文献 与 专著 的 引 人 ,使 本 书生 辉 。 在 此 一 并 致谢 ! 

倘 知 该 书 能 对 那些 对 模糊 集 感到 神秘 而 又 无 从 下 手 的 朋友 ,. 想 从 事 模 糊 集 
应 用 研究 而 又 柯 于 理论 贫乏 的 朋友 有 所 帮助 ,作者 就 感到 欣慰 了 ,也 不 会 枉 费 初 
衷 。 由 于 作者 才 朴 学 浅 ,错误 与 丝 漏 在 所 难免 , 诚 望 广大 读者 批评 斧 正 。 
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前 言 ( 第 二 版 ) 


《模糊 理论 基础 兴 第 一 版 ) 已 出 版 六 年 了 ,六 年 来 得 到 了 广大 读者 的 钟爱 和 
支持 ,应 读者 要 求 在 第 一 版 的 基础 上 做 了 全 面 的 修改 。 除 了 修正 一 些 错 误 和 不 
系 之 处 以 外 ,还 进行 了 下 列 调整 ， | 

1. 去 掉 了 第 1 章 3 1.5 中 关于 粗糙 集 的 内 容 , 并 将 其 更 详细 描述 与 可 信人 性 
理论 一 起 作为 第 15 章 Fuzzy 集 理 论 的 奋 干 相关 理论 。 

2. 第 1 章 由 tt- 模 与 t- 余 模 满足 结合 律 直 接 引 出 n 维 t- 模 与 n 维 t- 余 模 。 增 
加 了 t- 模 的 生成 子 、S- 蕴 涵 算 子 、Q- 蕴 涵 算 子 、Fuzzy 集 的 整数 基数 和 标量 基数 、 
Fuzzy 集 的 距离 与 Genuine 集 。 

3. 在 第 2 章 中 将 区 间 数 及 其 运算 放 在 Fuzzy 数 之 前 。 将 第 14 章 中 关于 三 
角 Fuzzy 数 和 对 称 Fuzzy 数 的 数 乘 与 加 法 运算 放 在 一 般 Fuzzy 数 运算 之 后 。 增 
加 了 Fuzzy 上 自然数 和 Fuzzy 基数 、 扩 张 极 大 与 扩张 极 小 运算 。 

4. 第 3 章 中 将 Fuzzy 矩阵 调整 到 Fuzzy 关系 的 复合 之 前 ,Fuzzy 关系 的 投 
影 与 截 影 单独 作为 一 节 。 

5. 第 4 章 》$4.3 中 增加 了 聚 类 效果 的 检验 与 目标 函数 的 改进 。 

6. 第 5 章 中 以 单 特征 模式 与 多 特征 模式 进行 分 类 。 

7. 第 8 章 中 增加 了 层次 分 析 法 。 

本 书 第 二 版 保持 了 第 一 版 重 基础 、 重 方法 、 重 拓展 、 重 实用 的 风格 与 特点 , 增 
加 和 调整 了 部 分 内 容 , 使 该 书 内 容 更 加 丰满 和 系统 。 昌 然 如 此 ,仍然 会 存在 错误 
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第 1 章 Fuzzy 集合 及 其 运算 


19 世纪 末 ,德国 数学 家 G. Cantor 首创 集合 论 ,对 于 数学 基础 的 商定 有 着 重 
大 贡献 . 1965 年 美国 计算 机 与 控制 论 专家 L. A. Zadeh 第 一 次 提出 了 Fuzzy $% 
概念 ,对 Cantor 集合 理论 作 了 有 益 的 推广 ,迄今 已 形成 一 个 较为 完善 的 数学 分 
支 , 且 在 许多 领域 中 获得 了 卓有成效 的 应 用 ,特别 以 模糊 推理 为 核心 的 人 工 智能 
技术 ,在 许多 领域 取得 了 明显 的 成 果 和 经 济 效益 . 本 章 主 要 介绍 Fuzzy 集 的 定 
义 与 运算 、Fuzzy 性 的 度量 和 Fuzzy 集 的 各 种 推广 . 


$1.1 Fuzzy 集 的 定义 与 表示 法 


对 于 一 个 经 典 集合 A, 空间 中 任 一 元 素 x, 要 么 x € A, 要么 x € A, 二 者 
必 居 其 一 . 这 一 特征 可 以 用 一 个 函数 表示 为 
1, rzEA 
Xa tT) -| LEA 
xs。(Zz) 即 为 集合 A 的 特征 范 数 , 将 特征 函数 推广 到 Fuzzy 集 , 在 经 典 集 合 中 只 
取 0,1 两 值 推广 到 Fuzzy 集中 为 区 间 [0,11. 
定义 1.1.1 BA BMX 到 [0,1] 的 一 个 映射 , 即 
A:X— [0,1], xz A (x) 
AEX EK Fuzzy Æ, Al) RH Fuzzy 集 A 的 隶属 函数 (membership func- 
tion) (或 称 为 x 对 Fuzzy A 的 隶属 度 (degree of membership)). 
Fuzzy 集 的 思想 距 简 单 又 自然 ,下 面 的 例子 可 以 帮助 我 们 理解 Fuzzy 集 的 


例 1.1.1 (Tizhoosh, 1997) 我 们 想 定 义 一 个 “黑色 ”集合 ,如 图 1. 1.1 所 
示 . 在 经 典 集合 理论 中 , 我 们 必须 确定 一 个 国 值 . 比如 灰 度 100. 所 有 灰 度 在 0 
到 100 的 是 “黑色 ”的 元 素 ， 其 他 的 不 属于 这 一 集合 ( 见 图 1.1.1(a)). 但 黑色 是 
一 定 程度 的 灰色 , 所 以 用 Fuzzy 集 能 更 好 地 描述 这 一 特征 . 定义 这 样 的 集合 我 


2 SSS SS 


们 需要 两 个 国 值 ,比如 灰 度 50 和 150. 灰 度 小 于 50 的 完全 属于 “黑色 ”集合 , K 
度 大 于 150 的 完全 不 属于 该 集合 . 而 灰 度 介 于 50 到 150 之 间 的 是 部 分 属于 该 
集合 ( 见 图 1. 1. 1(b) ). 


crisp set 
“dark gray-levels” 


fuzzy set 
“dark gray-levels” 


0 50 100 150 255 0 50 100 150 255 
图 1.1.1 “黑色 ”的 经 典 集 与 Fuzzy 集 


例 1.1.2 图 1.1.2 用 经 典 方 法 描述 了 一 个 房间 的 温度 集合 :“ 冷 ”(cold)、 
“TR” (cool) “R” Cwarm) Al “FR” Chot). 


特征 函数 


-10 Cold 0 Cool i0 Warm 20 Hot 30 °C 
1.1.2 一 个 房间 的 温度 “ 冷 *(cold) .“ 3%” (cool) .“ RR” (warm) Al“ #4” Chot) A) cantor 集 


从 图 1.1. 2 中 能 清楚 地 看 到 经 典 集合 最 明显 的 限制 特征 是 它们 相互 排斥 
的 . 很 显然 ,这 没有 精确 定义 从 一 个 量 到 另 一 个 量 的 过 渡 ， 如 从 “warm” 到 
“hot”, 在 现实 世界 中 存在 一 个 从 “warm” 到 “hot” 的 光滑 变化 . 

这 一 上 自然 现象 可 以 通过 Fuzzy 集 来 精确 描述 . 图 1. 1. 3 表示 了 定量 相同 信 
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KM) Fuzzy 集 如 何 描述 自然 变化 . 


-10 cold 0 cool 10 warm 20 hot 30 C 
图 1.1.3 一 个 房间 的 温度 “ 冷 ”(cold)“ 凉 ”(cool) “R” (warm) Fil “#4” Chon W Fuzzy 集 


例 1.1.3 BASSAS zi， r2, zs，z4 和 zs 的 性 格 稳重 程度 打分 , 按 百 
分 制 给 分 ,再 除 以 100, 这样 给 定 了 一 个 从 论 域 X= (2), T2, 23, 24> xs) 到 闭 
区 间 [o,1] 的 映射 A. 

xı: 85 47, BI ACz) =0. 85 
xz: 15 4, B) ACz,) =0.75 
xy: 98 47, BP A(x,) =0. 98 
x4: 30 4}, RP ACz,) =0. 30 
xs: 60 4}, BI A(z.) =0. 60 
这 样 确定 出 一 个 Fuzzy A, C] 
| 1.1.4 Rik X =[0, 100], Fuzzy 集 À 表示 “年 老 ”, B 表示 “年 轻 ”. 
Zadeh 给 出 A, B 的 隶属 函数 分 别 为 


0, Oxf x< 50 
A(x) = _ 一 2 、 一 1 

(1+ (=) , 50 < z< 100 

l, OSK r25 


B) = +58), 25 < x L 100 


相应 的 曲线 如 图 1. 1. 4 所 示 . 


A(70) 0.94, 即 “70 岁 ” 属 于 “年 老 ” 的 程度 为 0.94. 又 易 知人 (60) 一 0. 8， 
B(60) =0. 02, 故 可 以 认为 “60 岁 ” 是 “ 较 老 的 ”. C] 
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O 25 50 100 x 
图 1.1.4 “年 老 ”“ 年 轻 ”" 的 隶属 函数 曲线 


例 1.1.5 设 论 域 X=(0,，2.00], MA 表示 “高 个 子 男人 ”的 集 ,并 认为 身 
BAL 80m 以 上 的 男人 必 为 高 个 子 ,而 身高 在 1. 60m 以 下 的 男人 都 不 是 高 个 
子 . 用 xz 表示 某 男 人 的 身高 ,并 给 出 A 的 隶属 函数 如 下 


0, 0<x< 1.60 
2 
2 (=) ， 1.60<2<1.70 
AG = 1. 80) ? 
T il. 
1 一 2 了 ) , 1.70<2< 1.80 
l, 1.80 < z {X 2. 00 


取 zx 分别 等 于 1.65,1.70,1.75, 则 A(Cz) 分 别 等 于 0. 125,0. 50,0. 875, 即 身高 
为 1.65m,1.70m,1.75m 的 男人 ,分 别 以 0.125,0.50,0. 875 的 程度 属于 高 个 子 
男人 . A 是 “高 个 子 男人 ”对 应 的 Fuzzy 集 ,其 相应 的 曲线 如 图 1. 1. 5 所 示 . 


O 1.6 1.7 1.8 2.0 x 
图 1.1.5 “高 个 子 男人 ”的 隶属 函数 曲线 
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X 上 的 全 体 Fuzzy 集 所 构成 的 集合 记 为 F(X). MRA € F(X), H 
A:X > {0,1}, 则 A 为 经 典 集 , 即 A CE 9(X) ,从 而 经 典 集 也 可 以 视 为 Fuzzy 集 
的 特例 . 也 就 是 说 ,经 典 集 A 与 特征 函数 xX, (zx) 分别 是 Fuzzy 集 与 隶属 函数 的 
特例 . 反之 ,Fuzzy RA 与 隶属 函数 A(x) 是 经 典 集 与 特征 函数 的 推广 . 

为 了 书写 方便 起 见 ,在 不 混淆 的 情况 下 ,后 面 将 不 加 说 明 地 省 去 Fuzzy A 
上 面 的 “一 "而 简写 成 A. 

对 于 Fuzzy 集合 ,有 下 列 不 同 的 表示 方法 : 

1. Fuzzy 集 可 以 表述 为 

A=({(2,A(z))\|a € X} (1.1.1) 
称 这 种 表示 法 为 序 对 表示 法 . 
例 1.1.6 (DA=“H 10 大 得 多 的 数 ”( 如 图 1.1.6 所 示 ) 
A={(zx,A(zx))|xr E R} 


其 中 
， xz 10 
AC) =4 . 
(1+(r—10)77)7!, x>10 
(2) B = 二 “接近 10 的 数 ”( 如 图 1.1.6 Bras) 
B={(zx,B(zr))|B(zr)=(+(zrm10):) 17,2 E€ R}. 


“接近 10 的 数 ” 
“ 比 10 大 得 多 的 数 ” 


O 5 10 15 x 
图 1.1.6 “ 比 10 大 得 多 的 数 ” 与 “接近 10 HR” HR RH 


2. 单独 由 隶属 函数 表示 Fuzzy 集 . 
例 1.1.7 Alz) =0 +(z— 10))! Æ Fuzzy 集 “ 接 近 10 的 数 ” 
3. 苦 X 为 有 限 集 (21270 r, WA EC F(X) 可 以 表示 为 


A= a), AG) 4, 4 AGO A(z;) 
2 


T] 


(1.1.2) 


n i=] Ti 
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或 A=(A(z),A(rs) 5°: ,ACz,)) (1.1.3) 


称 式 (1.1. 2039 Zadeh 表示 法 , 称 式 (1. 1. 3) 为 向 量 表 示 法 ; 若 X 为 无 限 集 ,Za- 
deh 使 用 记号 


A=| A(x) (1.1.4) 
x 


值得 注意 的 是 ,这 里 的 |. 并 不 是 普通 意义 下 的 积分 号 与 和 号 . 习惯 上 ,如 果 
A(z) =0, MA 的 表示 式 中 对 应 的 项 省 去 不 写 . AX 是 无 限 集 , 而 4A(Cz)|zE 
X) 中 的 非 零 项 只 有 有 限 个 ,如 Alr; AC Dt AG Cy ,Xi "Ti € 
X), 则 此 时 也 用 
A(z; ) A(z; ) A(z; ) 
op p n 4 


T; 
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来 表示 Fuzzy 集 A. 
例 1.1.8 (1) 设 论 域 为 N, 则 
A 一 “接近 10 的 正 整数 "== 十 十 十 让 十 十 > 十 中 
RERA R, 
B 一 “接近 10 的 数 "= | 一 一 一 /zx 
rR 1+ (z— 10) 
(2) Bi) 1.1.4 中 的 “年 老 ” 和 “年 轻 ” 可 以 表示 为 


veer |, D+) J / 


we + +) ] | 5 
定义 1.1.2 HAE F(X), w 
suppA 会 (zlzEXACr) > 0} (1.1.5) 
kerA 2{z|x E€ X,A(z)=1) (1.1.6) 
crossA &{x|r € X,ACr) =0. 5} (1.1.7) 


分 别称 suppA . kerA 和 crossA WA 的 支 集 (support) 、 核 (kernel) SZLA 
(crossover point). suppA\kerA RA A 的 边界 (boundary). 如 果 suppA 是 X 
上 的 有 限 集 , 则 称 A AAR Fuzzy Æ (inite fuzzy set). BRO 看 成 一 个 特殊 的 
有 限 Fuzzy Æ. 如 果 suppA 是 X 上 的 有 界 集 , 则 称 A AAR Fuzzy $ (bounded 
fuzzy set). 4 kerAA Ø Mf, RA HIE Fuzzy 集 (normal fuzzy set). X 上 的 
SAK AR Fuzzy 集 、 全 体 有 界 Fuzzy 集 与 全 体 正 规 Fuzzy RIEA FFX). 
FBX MINX). 支 集 为 单 点 集 的 Fuzzy BAW Fuzzy 点 (fuzzy singleton or 


第 1 章 Fuzzy 集合 及 其 运算 -一 一 一 7 


singleton). EAB W W EA T, SAAR AR (a) WH Fuzzy 点 记 为 A/a 或 
Away OMAK), BP 


A> xL=a 
(A/a) Cx) -4 (1.1.8) 
0, xrtfa 
一 般 地 ,对 于 ACX,Fuzzy 集 X44 (O<A<1) 定义 为 
A, XEA 
àa (IX) 一 ee (1.1.9) 
0, LE A 


例 1.1.9 Ww X=(1,2,-,9}, H 


A 一 “接近 5 的 自然 数 "一 SF 4 O24 08 L 4 08 108 | 02 


则 suppA = {2,3,4,5,6,7,8} 
kerA = (5} 
suppA\kerA = {2,3,4,6,7,8} 
crossA = {3,7}. 
由 此 我 们 知道 A 是 N 上 有 限 正规 Fuzzy 集 . E 


$1.2 Fuzzy 集 的 基本 运算 与 性 质 


同 经 典 集 合 一 样 ,下面 来 研究 Fuzzy 集 之 间 的 序 关 系 及 其 运算 . 

定义 1.2.1 RA BEF(X),4VxcECX, ACD <B), 则 称 B 和 包含 A， 
或 A 被 包含 于 B, 并 记 为 ACB, 或 B 二 A; 而 VzE€EX,A(z) 二 B(x), 则 称 A 
与 BHF, WA A=B, BACB, ALA B, 则 称 .B 真 包 含 A, 或 A 被 真 包 合 
于 B, 并 记 为 ACB, 或 B 必 A. 

今后 用 S 表示 其 隶属 函数 值 恒 为 0 的 Fuzzy 集 ,X 表示 其 隶属 函数 恒 为 1 
的 Fuzzy Æ, E O(2) =0, X) =1. 按照 定义 1.2.1, 下 面 的 定理 是 显然 的 . 

定理 1.2.1 设 A,B,C € F(X), 则 下 列 各 式 成 立 . 

(1) 有 界 性 名 性 ACX; 

(2) A RAG A; 

(DHIE A € B, BZ ASA =B; 

(4) 传 递 性 ACB,BCC=ACC. 

由 定理 1.2.1 的 (2)、(3)、(4) 易 知 , CHEF (CX) 上 的 一 种 偏 序 关系 ,从 而 
(F(X), T) 是 一 个 偏 序 集 . 

下 面 用 取 大 〈V ) 和 取 小 (A ) 运 算 来 定义 Fuzzy 集 之 间 的 各 种 运算 . 符号 
Vo A 在 模糊 数学 中 常 被 称 为 Zadeh 算 子 . 


8 Ā———— o EE 


定义 1.2.2 BABE F(X), nafr Fuzzy RAUBL,AN BAA SB 
Ay FF Cunion) RIRE (intersection) ,而 称 Fuzzy AS AA 的 补 集 或 余 集 (comple- 
ment or negation). HH Yz € xX, 


CA U B)Cr) =max{ACr),Blx)} =AlCz) V B(xz) (1.2.1) 
CA N B)Cr) = min{( A(z), Blr)} SAC) A B(x) (1.2.2) 
(AS) (2) =1—-—A(z) (1.2.3) 


为 方便 起 见 , 对 于 a € [0,1], 记 a 全 1 一 a. 这 时 对 Fuzzy BA 的 补 集 有 
A (x) =(ACa))',2 € X. 
Fuzzy 集 的 运算 在 其 隶属 函数 的 曲线 上 有 清楚 的 反映 (如 图 1.2.1 一 图 
1.2.4 所 示 ). 


1.2.1 Fuzzy 集 A 与 B 包含 关系 A 必 B 


— (AU B)(x) 


H 1.2.2 Fuzzy 集 A 与 B 的 并 关系 A UB 


第 1 章 Fuzzy 集合 及 其 运算 no 9 


mee (4N B)(x) 


图 1.2.3 Fuzzy 集 A 与 B 的 交 关 系 A 门 B 


图 1.2.4 Fuzzy BA RFR AS 


BR, RANA AC BEA U B=BEA N B=A. 
下 面 通过 例子 来 说 明 这 些 运 算 . 
例 1.2.1 一 个 房地产 商 想 将 销售 给 客户 的 商品 房 进 行 分 类 . 房子 舒适 如 
何 的 一 个 标志 是 其 卧室 的 多 少 . 设 X=(1,2,3,4,5,6) 是 房子 卧室 数 集 . Fuzzy 
集 “ 对 三 口 之 家 的 舒适 型 房子 ”可 以 描述 为 
A={(1, 0.3), (2, 0.8), (3, 1), (4, 0.7), (5, 0.3)} 
Fuzzy 集 “ 对 三 口 之 家 的 大 面积 型 房子 ”可 以 描述 为 
B={(2, 0.4), (3, 0.6), (4, 0.8), (5, 1), (6, 1)} 
A5B 的 并 A U B={(1, 0.3), (2, 0.8), (3, 1), (4, 0.8), (5, 1), (6, 
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1)}, 表示 “大 或 者 舒适 房子 ”. 
A 与 B 的 交 A 门 B 二 ((2, 0.4), (3, 0.6), (4, 0.7), (5,0.3)}, 表示 “又 
大 又 舒适 的 房子 ”. 

B BIRB ={0, 1), (2, 0.6), (3, 0.4), (4, 0.29), 表示 “不 大 的 房 
P”. C 
61.2.2 假设 A=“ 比 10 大 得 多 的 数 ” 和 B= 二 “接近 11 的 数 ”, IFA 
A={(z,A(zx))|zx E R} 


模糊 理论 基础 


其 中 
0, x< 10 
ACz) = 
人 x > 10 
其 中 
BCz) 王 (1 十 (xz 一 11)4) 一 : 
于 是 
max{(1+ (z— 10) 2), (1+ (x—11)4)7'3, x10 
(A U B)(x) = 
(1+ (z—11)*)7!, x<10 
in{ (1 + (x— 10)7*) 1, (14+ (e—11))73}, 10 
AN Da) =" +(x ) + (xz an zx > 
0， x< 10 


其 函数 曲线 如 图 1. 2. 5 所 示 . 


B(x) A(x) 


O 10 11 x 
图 1.2.5 “ 比 10 大 得 多 的 数 ”" 和 “接近 11 的 数 ” 的 隶属 函数 曲线 


例 1.2.3 如 图 1.2.6 所 示 , a,b,c,d,e 是 五 个 小 块 ,它们 组 成 论 域 X. 
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A appr 2 4 075 4 0.5 4 0.25 
a b C d 

Ba=“Fpran O34 05, OTT 
b C d e 


则 ”A U B=“ 或 方 或 圆 ”= LV 0 


49.9 V O90 4 
a b c 
0.25 V0.7, 0V1 
d e 
a b c d e 
a nB 一 “又 方 又 图 ”一 HALAAS LOO AD + 
0.25 A 0.7} 0Al 
d e 
_ 0.3, 0.5 0.25 
b t C + d 
b C d e 
_ 9.29 0.5 | 0.79 1 
b + c + d r. 
a C d E 
a b + C t d 
A N B “ERs VARA’ = 2 A L OZADI a A 0.9 十 
0.75 A 0.3 


O 
下 面 将 Fuzzy 集 的 并 、 交 运算 推广 到 任意 族 Fuzzy 集 的 情形 . 
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设 了 为 任意 指标 集 , A € F(X) (4 ET)，, 则 分 别 定义 并 UA, 5% QA, 


tE T tE T 
如 下 
(U A,) (2) =supA, (1) =V A, (zx) (1.2.4) 
te T tE T tE T 
(N A,) (x) = inlA, DA A, (x) (1.2.5) 
te T ET tET 


XE, V A,(z) (或 supA,(z)), A A,(x) (或 infA,Cx) ) 分 别 为 
ET tET tE T tET 
(AD h E T) 的 上 确 界 、 下 确 界 . 容易 证 明 【A, EFX, A EFR). 


IET tE T 
特别 地 , A, E F(X) (n EN), HA, C Ama EN), M |] A, =A 记 为 
nEN 
limA, =A, 简 记 为 A, Z A. HA, DAA, MEN), M N A, =A i limA, = 
nN roo n€N m- o0 


A, 简 记 为 A, A. 
定理 1.2.2 设 A,B,CEZF(CX), 则 F(X) EWU, 运算 具有 下 列 
运算 规律 : 
(l)#SEeAUA=A,ANA=A; 
(23 AU B=BUA,ANB=BQNA; 
(3) 结 合 律 AU (BUO= AUBDUCAN(BNO= ANBNC; 
(4) 分 配 律 AU (B 门 Cy) 一 (A UB)N (AU DO)， 
AN (BUOQ=(ANBUANO; 
Combe AU CAT BY=A, AN (AU B) =A; 
(6) 复 原 律 (A) =A; 
(7)0—-1#A U Ø =A, AN S=@, 
AUX=X,AN X=A; 
《8) 对 偶 律 (A U BX =A N BS, (AN BS =AS UB. 
证 明 只 证 分 配 律 与 对 偶 律 ,其 余 的 读者 可 以 自行 证 明 . 
(‘HMEUAUCBNOO=AUBDNAUO, RXTE 
Vx € X, Alz) V (Bz) A C(x))= (A(z) V Bld) A (Al) V CCz)). 
注意 到 VzE X, Alr), Blr), C) 之 间 存 在 如 下 可 能 的 6 种 大 小 关系 ， 


即 
(1) ACx) > Bx) > Cr) GD ACz) > Clr) > B(x) 
Ci) B(x) 2 Alx) > C(x) Civ) Bx) > Cx) > A(x) 
(v) C(x) > A(z) > Blr) (vi) CC) > Blx) > A(r) 


对 于 情形 (i) A(z) V (Blz) A C(x))=A(zr) V C(x) 一 A(Cz) 
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而 (A(x) V Blx)) A CAC) V Clr) =Alx) A A(zx)=Al(xz) 
即 对 情形 (结论 是 正确 的 ,类 似 地 证 明 对 其 他 5 种 情形 结论 也 都 是 正确 的 . 仿 
此 证 明 分 配 律 中 第 二 式 . 

(O YrE X, 有 

(A U B) (z)=1 — (A U B)(x) =1 — (A(z) V BCz)) 
一 (1 一 AGz)) A d— Blx)) =A (x) A BC) 

故 (A U B) =A‘ N B, 同 理 可 证 , (A 门 B) SA UB. 口 

复原 律 也 称 为 对 合 律 ,而 对 偶 律 也 称 为 De Morgan 律 . 定理 1. 2. 2 中 的 
(4), 8) 可 以 推广 到 一 般 的 情形 ,其 证 明 方 法 也 是 类 似 的 . HB, € 8(X) (CE 
T), WA 

a9 AU (MB)=N (AUB),AN(UB)=U AN B. 


IET :ET tC T ce T 


(8') (U B, | =N B$, (N B | =|) B£. 
tET tE T tE T tET 

通常 把 满足 定理 1. 2. 2 中 8 条 运算 规律 的 代数 系统 称 为 软 代数 (soft 
algebra). 根据 定理 1.2.2, CF CX), Us Ns ) 构 成 一 个 软 代 数 , 或 称 之 为 
Fuzzy 格 (fuzzy lattice). 

与 经 典 集合 相 比 较 , 对 Fuzzy 集合 ,互补 律 不 成 立 , 即 AUA:=X( 排 中 
$), A NA =S FERRARA. 

Hj 1.2.4 i Yre X, Alı) =0.5, M A (z) = 1— 0.5 =0.5. 因此 

(A U AD) = AN Aa) AUA EX, ANA 4 OX) =1, 
Ø Cx) = 0). [] 

这 说 明 例 1.2.4 H Fuzzy Æ A, I A“ 作为 A 的 补 集 时 互补 律 不 成 立 . 那么 
是 否 有 其 他 的 B, 以 B 作为 A 的 补 集 而 使 互补 律 成 立 昵 ?9 回答 是 否定 的 . 

定理 1.2.3 FER Fuzzy RA € F(X), FH Jz, E€ X, fH Alto) =a € 
(0,1), MIHE B € F(X), A U B=X, AN B=Ø 至少 有 一 个 不 成 立 . 

证 明 ERBE FCX), KE Al) A Bla.) =0, RAR Blr) =0, 但 
这 时 A(z.) V Blr) =a £1. KE Alro) V BCro) 王 1, RAR Blz) =1, 而 
XNA Alro) A Blr) =a £0. EMER BE F(X),AUB=X,AN B= 
好 至 少 有 一 个 不 成 立 . C] 

通常 把 满足 互补 律 的 软 代数 称 为 布尔 代数 (Boolean algebra). 由 上 面 的 讨 
$, CF (CX), U ,人 门 ,c) 不 构成 布尔 代数 . FRM POX), UN. c ) 构 
成 布尔 代数 . | 

EM 1.2.3 BABE F(X), 分 别称 Fuzzy 集 
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A\B#A N BS 5 AABS(A NM BY) U (ASN BD 
为 A 与 B KW (difference) MXZ (symmetric difference). 
mA, Vc CX,#A 
A\B(x) =Alx) A (1 一 BCz)) (1.2.6) 

AAB(x) = (Alz) A A— BO) V (GO 一 AGCz)) ABCGz)) (1.2.7) 
差 与 对 称 差 具有 下 列 性 质 . 
定理 1.2.4 设 A,B,C € F(X), W; 
(1) A\(B U © = (A\B) N (A\C) =A\B\C, 

A\CB N C) = CA\B) U (A\O); 
(2) A U CB\A)=(AU BM A UAS), 

A\CA\B) = (A 1} B) U (A0 AD; 
(3) AAB = BAA; 
(4) AAW = JAA = A; 
(5) AAX =XAA=A‘; 
(6) (AAB) U (AT) BCA UB; 
(7) AAA =A) A‘. 


$1.3 Fuzzy 算 子 与 Fuzzy 集 的 其 他 运算 


Fuzzy 集 是 经 典 集 的 推广 ,经 典 集 是 Fuzzy 集 的 特殊 情形 . 因此 ,在 Fuzzy 
集 上 定义 运算 也 可 以 视 为 经 典 集 上 相应 运算 的 推广 . 81.2 中 在 Fuzzy BLE 
MANU, N, c: 运算 都 是 经 典 集 上 相应 运算 的 推广 . 但 是 这 种 推广 并 不 是 唯一 
的 ， 


13.1 ft- 模 与 t- 余 模 


1. 定义 与 性 质 

Fuzzy RW U.N 运算 是 用 V，A 算 子 定义 的 ,这 是 迄今 为 止 应 用 最 为 广 
沁 的 一 对 算 子 . 然而 在 实际 应 用 中 ,用 V ,人 算 子 处 理 模糊 信息 时 ,有 时 往往 会 
由 于 遗失 的 信息 太 多 而 使 得 对 于 问题 的 处 理 脱离 实际 .Zadeh 一 开始 就 注意 到 
了 这 个 事实 ,并 且 指 出 :有 大 量 的 理由 说 明 , 要 根据 具体 的 问题 而 选用 不 同 的 算 
子 . 解决 这 个 问题 的 有 力 工 具 是 由 Menger(1942) 提出 的 三 角 模 (triangular 
norms). Bellman 与 Giertz(1973) 在 这 个 方面 做 了 许多 开创 性 的 工作 . 首先 引 
人 下 面 的 定义 . | 

定义 1.3.1 映射 T.[0,11X[0,1]j->[0,11, WR Va.b,c,d€ [0,1] W 
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足 条 件 : 

(1) Z Tla, b) =T(b, a); 

(2) BEE Ta, b) e) =T (a, Tb); 

(3) HH a <c, b <d> Tla, D <The, d); 

(4) 边界 条 件 TO,a) =a. 

则 称 二 为 [0,1j] 上 的 t- 模 (t-norm). T (2.5) 也 可 以 写成 wT6. 

定义 1.3.2 映射 | :[0,1]Xx[0,1] 一 [0,1], MR Va,b,c,d 10, 1] # 
足 条 件 : 

C1) 交换 律 | (a,b) =| b,a); 

(2) 结合 律 | CL a,b), =] Ca, | (6,0)); 

(3) ARa <c, b <d> | (a,b) <] (c,d); 

(4) 边界 条 件 | (a,0) =a. 

则 称 | 为 L0,IJ 上 的 t- 余 模 (t-conorm) 或 s- 模 (s-norm). | (a,b) 也 可 以 写成 
a | b. 

[0,1j 上 的 二 元 运算 称 为 Fuzzy BF (fuzzy operator) ,t- 模 与 t- 余 模 是 [0,1] 
上 的 Fuzzy 算 子 .满足 定义 1.3.1( 定 义 1. 3.2) 的 条 件 (1)、(2)、(3) 的 Fuzzy 算 
子 称 为 L0,1j 上 的 三 角 模 (triangular norms)， 当 [0,1] 上 的 Fuzzy Bf ATES A 
AY , 称 其 为 连续 的 Fuzzy 算 子 ， 当 t+- 模 与 t- 余 模 为 连续 函数 时 , 则 分 别称 为 连 
续 的 t- 模 与 连续 的 t- 余 模 . 如 果 连 续 的 t- 模 T( 连 续 的 t+- 余 模 | ) 满 足 Vee 
(0,1), Tl(aya) cal (aa) >a), WTC | )Æ Archimedean t- 模 (Archi- 
medean t- 余 模 ) (Mayor and Torrens,1991). 

例 1.3.1 对 任意 a,6E€ [0,1], Fa Ab=min{a,b}, a V b=max{a,b}. 
易 证 A» V 分 别 是 [0,1] 上 的 t- 模 与 t- 余 模 . V ，A 常 称 为 Zadeh BF, V, A 
是 3 1.2 中 用 来 定义 Fuzzy 集 的 U, N 运算 的 依据 . 因此 ,t- 模 与 t- 余 模 也 可 以 
视 为 Zadeh 算 子 的 推广 . 

下 面 是 一 些 常 见 的 算 子 : 

(1) Drastic 和 与 Drastic FA (Dubois, Prade, 1980 ,1982) 


b» a=0 1 bE (0,1] x (0,1] 
aVb=4a, b= -1 a OW "4.3.19 


maxla,b}， 其 他 


l, ab ~0 
b, axl 

hs p] =- arb € C0, D) X Lo,D), (1 3 2) 
0, atl Boe Tobh 其 他 


(2) 代 数 和 与 代数 积 


模糊 理论 基础 


atb=a+tbh—ab (1 


,3.3) 
a*b=ab (1.3.4) 
(24 FAAS A RR RLukasiewicz (Giles,1976) 
a b= minfa +b,1)} (1.3.5) 
ap 一 Imax(0 a +b— 1} (1.3.6) 
(4) Einstein 和 与 Einstein #8 (Mizumoto, 1982) 
+p a+b . 
aco=T (1.3.7) 
a ab 
469-7 a (1. 3- 8 
(5) Hamacher 和 与 Hamacher 积 (Hamacher, 1978) 
:, atb—U—yab _a+b—(2-— yab 
ayb TFA pab 1 yab (1.3.9) 
: ab ab 
6 二 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 ， (0, +œ) 
W= F apat yO- patea)” S ” 
(1.3.10) 
当 y=1 时 ， (>y,y ) 化 为 (十 ， ); 
4 y=2 Rf, (7, PEA Ge). 
(6) Yager (1980) 
ayb=1 A (a? +6°)*,p € [1, + o) (1.3.11) 
ayb=1—1 A [0 a) + Dr ,pe [l +0) (1.3.12) 
当 旋 二 1 时 ，(y，y ) 化 为 (中 ，@ ) 
当 p 一 十 oo 时 ， Cy, y ) 化 为 (V; À ). 
(7) Dubois and Prade (1980, 1982) 
pp atb—ab-— minlab lP) -aU b) 
p max{l—a,l—b,p} max{l —a,l —b, p} 
(1.3.13) 
e ab 
apd = rat py"P E nd] (1.3.14) 
当 记 二 1 时, Cp. DEA (4, 2). 
(8) Weber (1983) 
tp ww 
adb=min{l,a +6 Fa? (1.3.15) 
aòb= max[0, ETI), w€ (— l, + œ) (1.3.16) 
lt+w 
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当 w=0 时 ，(oyo) AA, ©). a 
定理 1.3.1 BHAL*,0,67,95,p HII EW te, BF V4, 
Bb, Ye Y py o ALOT ER tee. 
WEAR 只 证 Einstein 算 子 ,其 他 算 子 同样 可 证 . 
He XH, Vab € [0,1], adb=bea, 
Wasb,c.d € [0,ll,a<6.b < d>ab L cd, 1 — a) > AAA d) 


ab cd 
> 1+ (1—a)(l— b) Sipa Lon a) 


—>aeb ced 
又 易 计算 


(agb)ec= (aeb)c 


1+ (1 — Caéb)) C1 — c) 


_ abc 
GBE 0-—-a)a0-b)4+d—-aA—o)+0d—-46)0 —c) 


=ae (bec) 


H Vae [0,1] agiattlei, 


即 上 是 [0,1] 上 的 t- 模 . 同样 可 以 验证 是 [0,1] 上 的 t- 余 模 . C 
记 了 (2) A (TI1T 是 L0，1] 的 ft- 模 } ,9 (2) 会 { | | | 是 [0,1] 上 的 t- 余 模 》， 
在 97〈2) 与 Y〈2) 中 规定 序 关 系 <, 则 
TIT OC(VYr,y E€ [0,1]) Ti (x, y) KTe2 (z, y) 
OAT oR Ti 弱 于 TT, 其 中 Ti1, T2 E 了 (2) U ¥C2). 
定理 1.3.2 YYTE9(2)， | € £02), BA: 
(1) Tl(a,0)=0, | (a,1)=1, Va ELO0,1]; 
(ASTSASVSILSY. 
eR AKO <SiS SASV SA E SDS V. 
WEARS (1) 是 显然 的 ,只 证 (2). BET E7), LE F2), M Vabe 
Lo,14, 由 单调 性 与 边界 条 件 得 
Tla,b) < T (a,i) =a, Tla,d<T 1,8) =b 
W Tla, bh) SKa Ab 类 似 地 可 以 证 明 a Vb<| (a,b). BRAXTL,AKXYV, 
L<v, Bik 
A<T<ASVSLSY. 
下 证 O<é. BREA atb<1, WER aOb=-0<aeb. HF ade [0,1], 0 
a(b—1) >b—1, Mab Satb—1, 从 而 
(2—a—b)(ab+1—-a-b 之 0 
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变形 可 得 
ab 
“IO 
BI a+b > 1h} a@b < aeb. 
类 似 地 可 以 证 明 s <O. 
ab 、 a 
A ipa adh SH MA ESS. 
X atb—1—ab < 0=>ab+ ab? 一 四 一 0202 <0 
=a +b— ab + la +b)ab— (ab)? Kath 
>(at+b—ab)\(l+ab)<atb 
= atb 
—>a+t+b ab ST 
即 t<é. 


故 定理 1. 3. 2 中 的 结论 都 是 成 立 的 . 


C] 
由 于 t- 模 与 t- 余 模 满 足 结合 律 , 可 以 将 其 运算 推广 到 元 运算 上 . ATH 
[0,1j 上 的 t- 模 ， 则 对 于 ?2 €E [0,1] 我 们 可 以 定义 : 


T(z sT? sT ) A T Cx, ;| (ax, T3) ) 
T Cx, £7 3. £3 »X4) A T Cay ,| (x3 9 D3 sd )) 


T (xy y East's Lp) 全 T(r TECT 939° >X,)) 


特别 地 ， T (T£) 记 为 ai”, 


FRM | 可 以 类 似 定义 . 这 样 的 t- 模 与 -ARRA n 维 t- 模 与 维 
t- 余 模 ( 汪 培 庄 ， 李 洪 兴 ，1996). 便于 应 用 ,下 面 将 常用 nn 维 t- 模 与 n 维 t- 余 模 
列 出 . 


下 列 都 是 n 维 t- 模 : 


A: A (zl Zr ) & Ar,;; 
j=l 
l; H E2 9X9 ptt r,) 会 X; 3 
j=l 
A; 


R af li 
Tis © r*a? 一 一 
S z,;4#1,1<j<n 


O: OCx, +X.5° 5 z,) A max Sz; —n+1,0}. 
j=l 
下 列 都 是 ni 维 t- 余 模 : 
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n 
V: V Cx, sXoettt ) 会 Vx 
jal 


LI: L(x, sagst ta) 41— [| (zx); 


j=l 


j9 


Tijs zr; =0, j Æi, ISJ Sna 
1, z; #0, 1K] Sn 


> | 
j=l 

如 果 + 模 工 与 t 余 模 上 RMT =A, L=V. 下 面 一 些 定 理 
可 以 说 明 这 一 点 . 

定理 1.3.3 (1) MRR ORK OWERSTE, BI Vaz E 10,1], 
Trex) =x | (rT) =x), WT =A (C LV). 

(DMR t-i T 和 RR | RB Yzy E [0,1], TCE Cry), 
z)=x( | Tlz,y) z) =z) M T=A CC LV D. 

证 明 (1) Vz,y € [0,1], r A y=Tr Ays Ay [ITa y LTA y, 
即 T =A. 对 +t- 余 模 上 类似 可 证 . 

(2) ÆTL (xz,y),z) 二 zx 中 令 y 一 0, 或 在 | (T(z,y),X) 一 x 中 令 y 王 1， 
RFE. L] 

EI 1.3.4 (Bellman and Giertz, 1973; 3E XW 1984) 设 f, g Æ [0,1] 
一 [0,1j 的 二 元 运算 ,如果 f, g 满足 以 下 条 件 : 

Cl) fy 8 是 连续 函数 并 且 分 别 对 两 变 元 是 不 减 的 ; 

(2) f(xyy) =fCy.z), glasy) 一 gCy 工 ) 

(3) pla) =fCr.x), Qa) 一 g(Czz) 是 严格 增 的 ; 

(4) f(x,y) Sa A ys gasy) SIV y; 

(5) f(1,1) =1, g(0,0) =0; 

(6) /，g 满足 结合 律 和 分 配 律 , 即 

flx, fCysz)) = fC fla,y),2z) 
g(x gly,z)) =g(g(z,y),z) 
flr pg ly 2)) =e fCrsy), fCx,z)) 
gla, fly,2)) = fCglz,y) ,gg(T, 2)) 

则 fs g 被 唯一 确定 为 


Vi Vean A 


DO: 中 (zlyz z,) &min 


flaswW=a2 A y 
glassy) =x V y. 
证 明 分 下 面 五 步 进 行 . 
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(9 首先 证 明 p(x), gx) 是 [50,1] 到 [0,1j 的 单 满 射 . 
根据 条 件 (4) 和 条 件 (5), 易 知 
p(0)=0, p(1)=1 
青 由 条 件 (1) 和 条 件 (3) 可 知 , p(x) 是 严格 增 的 连续 函数 , 则 得 证 . 同 理 可 证 ， 
q(x) Æ [0,1] 到 [0,1] 的 单 满 射 . 
(ii 证明, Ve e [0,1] 有 
=f/(r,g(r,7)) =—=g(r, fx, rx)). 
设 p(x) =a, 由 条 件 (4) 和 条 件 (6) 易 得 
pla) = flz,x) =a < max{a, fla,a)} < gla, fla,a)) 
= f(gla,a),g(a,a)) = plg(a,a)) 
由 于 p) Pee em xz < glaa). 另外 
glasa) —=g(f (rT) flr, z)) = f(r g(2,2)) S mintz,glz,7)} Sz 
Fi zr=gla,a), 从 而 得 到 
x= f(r,g(r,2z)). 
间 理 可 证 , z= gla, f(x,x)). 
GDW, Ya € [0,1] 有 
fla,a)=a, gla,a)=a 
由 (ii) , 即 得 
flasa)= fC fla,a),g€ fla,a), fla,a))) 
= fC f(a,a), fla, gla,a))) = fC fla,a),a) 
进一步 有 
flasa) = fC fC fCa,a),a),a) = fC flCa,a), fla,a)) 
即 , pla) =plfla,a)). BC) APUG a= fla,a). 
同 理 可 证 , a=gla,a). 
(iv) 证 明 , Yab € [0,1] 有 
fla,gl(ab)) =gla, fla,b)) =a. 
由 条 件 (4) 及 (iii) 即 得 | 
a max(a,f(a,b)} < gla, f(a,b)) = fCgla,a),gla,b)) 
= fla, gla,b)) < min(a,gla,b)} <a 
则 fla,g(a,b))=g(a, fla,b)) =a. 
(v) 证 明 Ya,6b € [0,1] 有 
flab) = min{a,b}, gla,b) = max{a,5} 
HRADE a <b. > 
k(a,y) =g(a,y) 
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则 k(a,a)=gla,a) =a 
kla,l)= g(a,l) > max{a,l} =1 
从 而 , k(a,1) =1. 
固定 a, klasy) 是 La,1] 到 [a,1 的 连续 函数 . FEX b Sa, 存在 c 宇 a 使 
kl(ac)=g(a,c) =b 
因而 ,由 (iv) 有 
flab)= fla,glas,c)) =a = min{a,b} 
同 理 可 证 
g(a,b) =maxta,b} 

则 定理 得 证 . C 

2. 对 偶 t- 模 与 有 补 t- 模 

关于 补 运算 ,引入 如 下 “ 伪 补 ”的 概念 . 

定义 1.3.3 BCX, S) JMFR WI N:X— X, H Va,b € X, 满足 : 

(1) a 过 5 二 N(b) 和 N(a)( 道 序 对 应 ); 

(2) NCN(a)) =a (对 合 律 或 复原 律 ). 
称 六 为 X 上 的 伪 补 (pseudo-complement) 或 逆序 对 合算 子 (Cinverse order and 
involution operator, antiony and involution operator) 或 对 合 否 算 子 (involution 
negator operator). 

例 1.3.2 0) 设 N:[0,1] 一 [0,1], 有 Ya€E[0,1], N(a)=] 一 a,; 则 NN 
ALO IER As. 这 时 N (a) = 一 1 一 a Sa‘. 

(2) HN: [0,1] > [0,1] , 且 Ya € [0,1], Na) = aE (一 1， 
十 oo), 则 六 为 L0,1 上 的 伪 补 .特别 地 ,4 一 0， 即 为 a. 


(3) 设 N: [0,1] > [0,1] , H Va € [0,1], N(a) = V1— a”, w € 
CO, +o), W N ALO. ER Reh. 特别 地 , w 一 1, BA a. C] 

下 面 讨论 伪 补 的 性 质 . 

定理 1.3.5 设 N 是 [0,1] 上 的 伪 补 , 则 .: 

(1) N(0) =1, N(1) =0; 

(2) N 是 双 射 ( 即 一 一 对 应 的 满 射 ); 

(3) N 在 [0,11 上 连续 . 

证 明 (1) 和 (2) 易 证 ,只 证 (3). 

(ER {an} E LO,1] 是 单调 增 的 , 且 lima, =a € [0,1], (UNCas) EL0,1] 是 


单调 减 的 , 故 lim N(a,) =b > Nla). Hb> NCa), Mh N(a,) Sbo> Na) 及 


22 一 一 模糊 理论 基础 
N 的 一 一 对 应 和 逆序 对 应 性 ,我 们 有 a, S NGO) < a, 这 与 lima, =a 矛盾 , 故 


天 一 oo 


limN(a,) =N(a). 类 似 地 证 明 , 当 (an) 单调 减 趋 于 aeE [0,1] BY, (NCA,)} Æ 


nm -+o 


调 增 趋 于 N(a), BN 是 连续 的 . 器 
定理 1.3.6 〔 张 文 修 ,1984) 设 有 .50,1] > [0,1] 满足 条 件 : 
(1) A(O) =1, h(1) =0; 
(2) h 是 连续 的 严格 单调 减 的 ; 
(3) V2 € [0.1] BAhAlr)) =z; 
(4) Yre [0,1] hOr) =1—-hlz). 
则 Alr) =1— rz. 


iE AR 4 2 =0,541 时 ,显然 有 及 (zx) 一 1 一 zx 若 存 在 zo (zo 0,311)， 


使 得 h(zro) 一 yo 关 1 一 zo, HMR yo > l—azy. Sx, =1l— zy, hla) =,» W 
yy HA x) 一 六 (1 一 Z) 一 1 一 AZzo) < 1— (I — zo) = 25 
于 是 
1—zxo <hlx) < hly) =z] Sl— to 
A A WN 4 UE. [_] 
定理 1.3.7 设 NN 为 L0,1j] 上 的 伪 补 ， 
DET Æ [0,1] EB tR, S 
| (a,b) =N(T(N(a), N(b))), Va,6 E [0,1] 
则 | 是 L0,14 上 的 t 余 模 AEUR T 是 连续 的 , 则 | 也 连续 . 
(DE | 是 L0,1]j 上 的 上 t 余 模 , 令 
Tla, b) =NC| (Nla), N(b))), Ya,b € [0,1] 
则 了 节 是 L0,1 上 的 t- 模 ,并 且 如 果 | 是 连续 的 , 则 T 也 连续 . 
WEAR (1) | 显然 满足 交换 律 ,因为 Ya,b,c € [0,1] 
| C| Casb)sD=NCT(NCNCTCN (Ca), NC)))), NCc))) 
=NCTCTCNGa), NCb)), NCc))) 
=N(T(NCa) ,T(NC)), N€c))) 
=N(T (Nla), NONCTCN()), NODDY) 
=| (a, | (b,c)) 
故 | 满足 结合 律 . 又 Ya,b,c € [0,1] 
a S bN) S Nla) 
=> [ (NO), NN(c)) S T(N CG), N(c)) 
=>NCTCN(a),N60))) S NCTC(NCE), NCc))) 
> | (as) L] b,c) 
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Bl 上 也 满足 单调 性 . 再 注意 到 
| (a,0) = NCT Na) NOD = NCT CNla),1)) = NCN(a)) = a, Va E [0,1] 
故 | 是 t- 余 模 . 连续 性 显然 . 
(2) 类 似 (1) 的 证 明 可 证 . 口 
定义 1.3.4 设 T，| ,图 分 别 是 L0,1j 上 的 t- 模 ,t- 余 模 与 伪 补 . A 
(Vab E€ [0,1])(T(a,b) =NCL (Nla), NGO)))) (1.3.17) 
(等 价 于 (Va,b € [0,1]) € | a,b) =NCTCN(a),N())) )) 
META | 关于 NN 是 对 偶 的 (dual), 式 (1.3.17) 也 称 为 和 | ROE. 
例 1.3.3 人 与 V,A 与 V, ?与 十 , © 与 四 ,6 与 8 与 7，) 与 与 
pw 5 o $F N(a) 二 1 一 a 是 对 偶 的 . 
aa =a@®(1—a) =max{0,a+(1—a)—1} =0 
aMa’=a@®(1—a) =mini{a+(1—a),1} 一] 
这 说 明 O 与 OXF Na) 二 1 一 a 还 存在 互补 律 . O 
Æ 1.3.8 设 a,b€ [0,1j, 则 
(l)a V b=aQ® a OS); 
(2)a A b=aOla b); 
(3) a 7 b=aO(a' $6); 
(4)at+b=aQ@ (a $6). 
WAR Oa G (a Ob) =(at+(1—a)d+6—-1) VOAI 
=(at+(b—a) V0) A = 人 oa 
a, b<la 
=a V b 
BORZ. FAAOSORA SV KF Na) =1-a=a 是 对 偶 的 , 故 由 (1) 
得 
a® a’ Ob) =la Ba) Ob) =Ca V 6) =a Nb 
即 (2) 成 立 . 同 理 可 证 (3)、(4). 口 
定义 1.3.5 WT C1 ) 是 [0,1j] 上 的 t- 模 (t- 余 模 ), 且 存在 伪 宰 N, 使 得 
Va € [0,1] MA Tla,N(a)) =0 (| (a,N(a)) 一 1), 称 T( | BAR tH 
CAR Rh t-4 BE) (complemented t-norm (complemented t-conorm)). 并 称 T 
( | DHF N FA FH (complemented). 
Hl 1.3.4 i T Æ Weber BF w, Bl Va,b € [0,1] 


a -+b + wab 一 


_ 1 
T(a,6) = Ite V 0 
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l—a 
ltwa’ 


N(a) = Va € [0,1] 


也 容易 验证 N 是 伪 补 . 又 令 


Lab = N(N@QANO FoNGNG = y 0) Car6taab) A1 


由 定理 1.3.7 知 | 是 t 余 模 . 又 当 w==0 时 ,| a,b) 一 a 名 5b, 由 定义 1.3.4 知 
T 与 |] 关于 NN 是 对 偶 的 , 且 T 与 | 分别 是 有 补 t- 模 与 有 补 t- 余 模 . 值得 注意 的 
是 Weber A F o XF l-a 对 偶 的 -RRE w, 这 说 明 不 同 的 伪 补 得 到 不 同 的 对 
偶 算 子 . O 
下 面 是 有 补 t- 模 与 有 补 t- 余 模 的 一 个 构造 方法 (彭祖 赠 , 孙 锡 玉 ,1985). 
定理 1.3.9 设 R:R'XR'->R" 满足 下 列 条 件 : HRA zyz E€ R ,有 : 
(i) RC, y) =RCy,2);3 
Gi) RCR(x,y),2) = R(z,RCy,2z)); 
Gil) Rasy) 关于 所 有 变 元 连续 ,严格 单调 增 ; 
Civ) R€z,0) =a. l 
Yzy E [0,1], & | Cz,y =Ra,y) Al, T(z, SNC] (NC), NC(y))), 
其 中 R(z,N(z)) =1. 则 : 
(1) | 是 有 补 t- 余 模 , R(x,N(z)) =1 SE ME — Be a N(x) 是 其 
伪 补 ,并且 T 是 和 | 对 偶 的 有 补 te. 
(2) Yzy E€ [9,1], Tr, | (CNGz)，y)) =x A ys, | Cz, TCONGz)，y)) = 
工 V y; 
(3) Tiry) ~—=0Oy Nr), | Crow =1Ə2x > Ny). 
证 明 〈1) 直 接 验 证 . 
(2) Yzy E [0,1]; S y >N) < NOx) 
=> T(z, N(y)) < Tlz,NCr)) =0 
=> TtCr,NCy)) =0 
> T(r, | (N(ax),y)) 
=TCzrz,N(TCr,NCy)))) = T(x, 1) =x. 
i r> y, WMoO<RON(z).y) < 天 RINGCz),z) 一 1， 并 且 
RCNGz) ,NGRCNGD .y))) < RONG) NCRONG) 0))) = 1 
于 是 
Tix, | CNC), yD SNC] (NC), NC| CNGr)，y)D))) 
= NCRONC 2), N(RCNCT) ,y)))) 
3§ 1 = R(R(N(z),y),NCRON( 2), y))) SRy, RONG) NC(R(N (©), y)))) 
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m RONO) = 1, W 由 NO) BE — FE 15 BY RONCE), NCRON( x), y))) = 
Ny)» 从 而 
Tex, | (N(z),y))=y 
于 是 Vz,y € [0,1], T(z, | (NC), y) 二 x A y. 男 一 式 可 以 对 偶 得 到 . 
(3) Tla.y) =0>N() V y= | CNC a), T(r,y)) 
=| (N(x),0) =NCx) (由 (2)) 


>y < N(x) 
My<N(x)=> T(r,y) < Tla,N(x)) =0> Tz, y) =0, MM Tz, y) =08y 
< N(x). 另 一 式 由 对 偶 得 到 . [ 


定理 1.3.10 设 g:[0,]j 一 [0,1 是 严格 单调 增 的 连续 蚊 数 , 且 g(0) 一 0， 
g(1) 二 1, 用 G 表 示 g HRM. 又 设 T* 、| “与 六 ”分 别 是 L0,1j 上 的 ft- 模 、 
t- 余 模 与 伪 补 . 着 Yab € [0,1j, 令 

Tla,6) =GCT * (g(a). ¢(6))), | (Cab)=G( | (gla), gb))) 
Na) =GON* (g(a))) 
WL 与 NN 也 分 别 是 L0,1] 上 的 t- 模 、t- 余 模 与 伪 补 . HEET. J” XF 
N ”是 对 偶 的 (有 补 的 ), 则 下、 上 关于 六 也 是 对 偶 的 (有 补 的 )， 
证 明 因为 T* 满足 交换 律 , 故 T EWER. X Ya,b,c E [0,1j, 有 
TITCay plc) 一 GCT (g(G(T* (g(a),g(b)))), glc))) 
=G(T*(T* (g(a), gp)) gc)D)) 
=G(T* (g(a)sT* (gl(o) ,glc)))) 
=G(T* (gla), g(GCT * G), g) 
= T (a, T(b,c)) 
即 T 满足 结合 律 . 因为 g 和 G 是 严格 单调 增 的 以 及 于 ”的 单调 性 ,所 以 Va, 
bé [0,1] 
a < b=gla) < gb) 
>( Vc E [0,1 D(T* Cela), glo) < T* (gb), g(c))) 
=>( Wc € [0,1] CT Cayce) =GCT * (gla) ¢(c))) 
< GOT * (g(6),¢00))) =T @,c)) 
BIT 具有 单调 性 . X Ya € [0,1], 
T(a,l) =GCT * (g(a),g01))) =GCT * (g(a) ,1)) =Glgla)) =a 
ie T fe tt. 类 似 地 可 证 | 是 RR, N 是 伪 补 . 
ET., | "关于 N” 是 对 偶 的 , 则 
Tla, po) 一 CCT (gla). g(b))) 
=G(N* (| * (N* (gla)), N* Cg(b))))) 
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=G(N* (| * (g(N(a)) .2(N())))) 
=G(N* (gC | (Nla), NÆ =NCL (Nla), NCb))). 
若 T* 、|“ 关于 N* 是 有 补 的 , 即 Ya € [0.1], T* (N* Ca), a) 一 0, 则 
TCN(a),a)= T(G(N"* (g(a)))),a) 
~G(T* (g(G(N* (g(a))) ,g(a))) 
=GC(T * (N* (g(a)),g(a))) =G(0)=0. 
类 似 地 ,由 上 CN* (a),a)= 二 1 可 以 推出 | (N(a),a) 一 1, 即 TT 、1 关于 
N 也 是 有 补 的 . 口 
例 1.3.5 i glr) =r, G) =v. T 、| “与 N* 同 例 1.3.4 中 的 
T, LAN, 则 由 定理 1.3.10 得 


-L 
2 


a? +b +wa?b? 一 1 
T (a,b) = (Fe V 0) (1, 3. 18) 
| (a,b) =Ca? +b? + wa? b?) A 1)? (1.3.19) 
1 — a? z 
N(a) = (7) (1. 3. 20) 
BT. | SF N 是 对 侦 的 和 有 补 的 . O 
3. t- 模 的 生成 子 


不 同 的 情况 需 用 不 同 的 t- 模 ， 并 且 重 要 的 是 能 够 构造 相关 的 t+- 模 . 假设 
0 委 c< 委 1, 并 且 上 是 从 [0,1] 到 [La,1j 的 序 同 构 . 序 同 构 是 指 f 是 L0,1j] 到 La， 
1 的 双 射 并 且 满 足 z 和 > 当 且 仅 当 SDC. MRa=-o0, 则 是 L0,1J 上 的 
自 同 构 . 图 1. 3. 1 是 一 个 序 同 构 f 的 曲线 图 . 
对 于 一 个 序 同 构 f:L0,1] 一 La,1] 和 Archimedean t- 模 本 , 我 们 定义 
rT/y=f (fr) T fly) Va) (1.3. 21) 
定理 1.3.11 Ty 是 一 个 [0,1] 上 的 Archimedean t- 模 , 
证 阴 ”由 定义 很 容易 得 知 Ty 满足 交换 律 和 单调 性 并 且 在 [0,1 1 上 连续 . 
(1) 边 界 条 件 
LT =f (FO)T fiz) Va=f 7 (f(r) Va)=f 'Cf(2)) =z. 
(2) Archimedean 条 件 
对 于 0E 0,1), bTrb =f T fl) V a) 
如 果 f(b) T f(b) <a, bTsb=f la) =0 <b; 
如 果 f(b) T f(b) Sa, bTrb=f TOOT fb) <f'Yf@®) =b 
(DAA 


利用 对 任意 x E L0,1], a< flr), 我 们 得 到 
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图 1.3.1 序 同 构 /的 曲线 图 


rTi(yTiz)=zr Tf fly) T f) V a)) 
=f {STES 7 Of) T fe V ad) V a} 
=f (f(r) TLS) T f(z)) V al Va) 
=f ET f(T ff) V QE: f(z) Ta <a) 
(x Try) Trz=f OCU Ta) T fly) V a) T f(z) Va) 
=f "CC f(z) T fly) V a)) T f(z) Va) 
=f (f(x) T f(T f(z) V a)( 注 意 :a T f(z) <a) 
Bp xalg¢Cy Tez) =(x Try) Tz. 口 
定义 1.3.6 设 .“ 是 代数 积 t 模 ( 即 普 通 乘 法 ). WR T=; BRA SRAT 
的 一 个 生成 子 (Generator). 
例 1.3.6 (1) 对 于 T= 二?, f(x) 二 x (r 之 0) 是 的 一 个 生成 子 . 
(2) 对 于 本 = 二, o) = 一 er E O 的 一 个 生成 子 , 事实 上 , f(0) =e," 
fa) =l lnr, 并 且 
f Cf(@f V el )= fi '(e™ er! Ve?) 
=] + ((r+y— 2) V (一 1)) 一 (Cz 十 y 一 1)V 0， 
(3) 设 


aad (x,y) Æ (0,0) 


0, (z, y) = (0,0) 
容易 验证 T 是 L0，1]j 上 的 t+- 模 , 则 
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] 一 工 
jon = T E z #0 
0, x= Q0 
fe T 的 一 个 生成 子 . 事实 上 
l 
1 TZO 
0, 工 一 0 
车 二 0 或 y= 二 0,; 则 7 了 Cf(z)f(y))= 二 0 二 T(z,y). 若 x 关 0 并 且 y 关 0, 则 
~| _ 11 1 
f IK) FC) 1— Int f(x) f(y)) 1 — In(exp(— — ) ep 全 +=) ) 
¥ 
— lx ,1 yy L LY 
=(1+ x + y ZX 十 y 一 xy. 


4. 基于 1-485 t- 余 模 的 Fuzzy 集运 算 

现 将 t- 模 ，t- 余 模 与 伪 补 用 于 Fuzzy 集 之 间 的 运算 . 

定义 1.3.7 ÜT., | 、N 分 别 是 [0, 1] 上 的 t+ 模 ,t- 余 模 与 伪 补 , A,B， 
Ce F(X). 

DÆ Cla) =]. (A(z),B(z)),YXEX, 则 记 C 一 A Ui1B, 称 AU ,8 为 
A 与 B 的 “ 模 并 ”; 

(2.47 Clr) =T(A(z), Blr)), Vr € X, Mig CAN- B, RAN: BH 
A 与 B 的 “ 模 交 ”; 

(DA Clr) =N(ACz)), Vx E€ X, Wig CA”, RAN HA 的 “ 伪 补 ”. 

特别 地 , 若 Na) =l—a, MAR AN HAS. 

容易 验证 Fuzzy 集 模 并 、 模 交 与 伪 补 运算 具有 下 列 性 质 , 其 证 明 略 . 

定理 1.3.12 WT. 上、N 分 别 是 L0,1j 上 的 上 模 、t- 余 模 与 伪 补 , 则 

(DAU; BBU, A, AN- B=BfN.-.4A; 

(2) AU, BU, CHAU; BU, ©, 

(AQ, BYN-C=AN;7(BN-O); 

()ACB=(VCE F(X) (AU, CEBU,C,ANMN.CEBN,O); 

WAU, =A, AN: =Ø, AU X=X, AN. X=A; 

(OAT A L XF N Æx H, 0 

(AU, BX =ANQ, BY, (Af). B=ANU, BY; 
(ATH | 关于 NN 是 有 补 的 , 则 
AN N-A=Ø, ANU, A=X; 
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MAN- BOCANBCAUBCAY, B; 


(8)A U, (U Ae) =U (AU, AU， AN+(U Ar) =U (AN); Ay), 
k=] kZ] k=1 k=] 


AU, (N Aa) =Q (AU, Aids A nn As | =f (AN: AD: 
(QET 5 | 是 连续 的 , 则 对 任意 指标 集 A 都 有 


AU, (UA) =U 4 U, Ay) Anf Ua) =U AN AD. 


AGA AEA 


AU, ( NA)“ Ui Ad» AN NM A) = (A N: AND) 


AEA AEA 
1.3.2 Fuzzy Amat 


蕴涵 算 子 在 经 典 二 值 逻 辑 中 扮演 了 重要 角色 .Fuzzy ARA TEA h A 
算 子 的 推广 ,就 像 t- 模 和 t- 余 模 分 别 是 合 取 和 析 取 的 推广 一 样 ， 下 面 我 们 给 出 
Fuzzy AMA TH- REX. 

定义 1.3.8 (Kitainik, 1993) RAY I: [0,1] x [0,1] > [0,1] 称 为 一 个 
Fuzzy BiB FOR Ya,b,c € [0,1] 该 映射 满足 条 件 : 

(I)a S< b>IIla,c) > I(b,c); 

(2)b < c 字 Ja b) < Ta,c); 

(3) 100,0) =1, 1(1,1)=1, I(1,0) =0. 

下 面 给 出 三 个 常用 的 Fuzzy AMAT. 

l. a: 算 子 ( 或 R-BBETF) 

下 面 引 和 与 t- T 相关 的 a: 算 子 (Sanchez 算 子 ), 这 一 算 子 在 后 面 是 很 有 
用 的 . 

设 T 是 [0,1] 上 的 t- 模 , 则 由 本 的 单调 性 ,我 们 得 知 T 对 V 的 分 配 律 成 
xz» Bp 

a Tb V c)=aTbVaTc, Vasbse € [0,1] 

但 十 对 VY 的 无 穷 分 配 不 一 定 成 立 , 于 是 我 们 给 出 如 下 定义 . 

定义 1.3.9 设 T 是 L0,1] 上 的 t- 模 ,如 果 荆 满足 


aT( V a, = V Ca Ta): Yasa, = [0,1],à EC A (1. 3. 22) 
AEA AEA 


WK T Xt V 是 无 穷 可 分 配 的 (infinitely V -distributive). 
例 1.3.7 t 模 Drastic 积 和 A 是 对 VY 非 无 穷 可 分 配 的 . 事实 上 , Va € (0,1) 


aa(V (1—=))=aal =a, V (aa(1—=) )=V 0=0 


i=l i=l 
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于 是 aa( V i-)\\av (aa(1—-)). 口 
定理 1.3.13 AT #01) EWER t, TX} V 是 无 穷 可 分 配 的 . 
证 明 Va,a, € [0,1], E€ A, HT RARE, BA 


T( Va) >V aTa) 
ACA AEA 


又 Ve € (0,V a ) (AMR V a, #0), Jao € A, EI V a,—e<a,, F 
AEA AGA AGA 0 
是 
aT(V a,—e) <aTa, < V (aTa,) 
AEA ” AEA 


H e 的 任意 性 及 T 的 连续 性 得 , aT( V a) <V aTa), E 


定义 1.3.10 (Sanchez, 1976) i T Æ[0, 1j 上 的 t 模 , 则 在 [0,1] 上 定义 

一 个 算 子 
aa, b=V {rE [0,1lJlaTz <b}, Va,b € [0,1] (1. 3. 23) 

在 不 混淆 的 情况 下 简 记 ai 为 a. 算 子 a 也 称 为 RBH T (R-implicator or re- 
sidual implicator). 

定理 1.3.14 (HARI, 1988b) (1) Va €E [0,1], laa =a 

(2) Va,b,c € [0,1], a < bSaac > bac caa < cab. 

证 明 (1) 由 定义 直接 得 到 . 

(DAa<b, W Ve € [0,1] 

{z4laTz<ech)Dilyl6Ty <c}, {xle Tx Ka} Z {yle Ty <b) 
易 知 ,aac © bac, caa S cab. 

由 定理 1. 3. 14 HM or 是 L0,1j 上 的 一 个 Fuzzy ARAT. 

定理 1.3. 15 ( 胡 宝 清 ，1988b) 设 下 对 V 无穷 可 分 配 , 则 Va,b,c E 
[0,1j, 有 

(1) a Tlaab) Sb aala Tb); 

(2)a Tb < caac = b; 

(3) aab = max{xla Tx <6},aTb=min{zlaaz Œ b}; 

(4) (a T b)ac =aa( bac) = ba laac); 

(5) (aap) T (bac) S aac; 

(6) (aab)ab >a 

(7) a < b@aab =l; 

(8) aaCbaa) =1; 

(9) aab È b. 
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证 明 (CD BR wis 
a Tlaab) =a T(V {tla Tx Lb} =V faTxlaTx <b} <b. 
(2) 由 a 的 定义 ,a Tb c> >b; 反之 ,由 (1) 得 
aac = ba Tb Ka Tlaac) Sc. 
(3) 由 定义 及 (1) 和 (2) 易 知 . 
(4) (ecTp)ac =V {xlaTbTx<ch =V (rlb Tx < aac} 
一 V {rt|z < balaac)} = ba (laac) 

再 由 a Tb=bTa, BI. 

(5)H (4), Caab)alaac) = (a T (aab))ac. 
由 (1), a Tlaab) <b. 
由 定理 1.3. 1402) (4), (aab)alaac) 之 bac. 
(2), Caab) TCbac) < aac. 

(E)E) a T lab) <b, H T HIH G Cab) Ta <b, 再 由 (2) 的 
(aab )ap = a. 

《7) 《8) 9) 易 证 . a 

定理 1.3.16 CHE, 1988b i T RM V 无 穷 可 分 配 ,并且 a, € [0.1], 
AE ABE [0,1], W: 


G) (V a,)ab=A (ab); 
AEA AGA l 
(2) ba( A a,) =A (baa,). 
AGA AE A 


证 明 由 定理 1.3.14(2) 易 知 ( V a, lab <A (aad), 又 由 定理 1. 3. 15 
AEA AGA 
(1) 得 


(Va) T( A Cab) <A ({ 


V a,) TCaed)) 
JEA AEA AEA ` WEA 
=A ( V (a, TCa,ab)>) < V, (a, Thad) < 
ACA “FEA 


再 由 定理 1. 3.15(2)48 ( V aa )ab > A (ab). 


即 (v ,sb A (aab). 
AEA AEA 
同 理 可 证 (2). 口 
由 定理 1. 3. 14(2) 易 证 以 下 定理 . 
定理 1.3.17 GAHR., 1988b) ka, € [0,1]EA4AE [0,1], M: 


(1) ( A a, Jab > V (a,ab); 
AEA AGA 
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(2) ba( V ap) >V (baa,). 
AEA AEA 
l, axb 
Ga A s=] 。 
b a>b 
例 1.3.9 wk T =y, M 
|- axb 
aa,b = ab + b6(1—a)y : 
a—-aG—-ya-—ae %7? 
特别 地 , y= ly =°, 这 时 
l, axb 
n b= 
ta b a>b 
a 
7 一 2， y¥=6,4 
| a <b 
aa¿b=4 (2—a)b : L 
a +(1—a)b’ a >b 


定理 1.3.18 ie T H—~+ Archimedean t- 模 , 并 且 上 是 T 的 一 个 生成 子 . 
那么 : 
(DUR f(0) 40, W 


(2) 如 果 f(0) =0, Mj 


_1 / ÍQ) 
mad (Fay AI) #0 
1, x=0 


证 明 zay =V {z| Tz Sy) =V (zl f IDS) V Co) < y? 
=V {z| f(x) f(z) V fC) < f(y} =V {z|f (zx) fle) < fly)} 


O f(y) 5 

=\ el < FAs | (如 果 fir) #0) 

— a fW) _ --ffO 

=V (elz < f (FD A 1) | =f (FES A1). L 
2. S-42 F- 
定义 1.3.11 一 个 SB F (S-implicator) 是 一 个 映射 之， : [0,1] x 


[0,1] 一 [0,1] 
| (z>, yy) 一 NGz) | y (1.3.24) 
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其 中 | 是 L0,1j 上 的 t 余 模 ，N 是 [0,1] 上 的 伪 补 . 
很 显然 ,S- 欧 涵 算 子 是 一 个 Fuzzy AWA T. 
例 1.3.10 (D 对 于 V 和 N(xz) 二 1 一 x,， § (>y Ss Ar) Vy. 
(2) 对 于 十 和 N(x) 二 1 一 zx， 有 (>; y)=1— r+ zry. 
(3) OF OA Nx) =1— zr, 8 (a> y =1 A A-z+y). 
3. O-BARF 
定义 1.3.12 一 个 Q- 蕴 涵 算 子 (Q-implicator) 是 一 个 上 映射 >Q:[0,1] X 
[0,1] — [0,1] 
(Xoy)=N(r) | zT y) (1.3.25) 
HPT., | 和 N 分 别 是 [0,1] 上 的 t 模 、t- 余 模 和 伪 补 , 并 且 T 和 | 关于 NN 是 
对 偶 的 . Q- 歼 涵 算 子 也 称 为 QL- 蕴 涵 算 子 . 
很 显然 ,Q- 列 裔 算 子 是 一 个 Fuzzy BIR. 
| 61.3.11 D WSFA LV AND) =1-2, A (regen =t Ay V 
(1 一 工 ). 
DHF 、 十 和 NGz)=1 一 rz, E (2>9y) =1—2z4+2’y. 
DHF O. QANG) =1— zx, F (>g) =A — zr) V y. 


1.3.3 55 + 模 


定义 1.3.13 (Fodor, 1991) RA W:L0,1] X [0,1] — [0,1], 如 果 Ya, 
b,c,d € [0, 1] ERIH: 

(1) 边界 条 件 Wal) <a,W1,6) =b; 

(2) BPH a<c, b< d>W(a,b) < Wed). 
Wi eR W 为 弱 t- 模 (weak t-norm). W(a,d) 也 可 以 写成 awe. 

定义 1.3.14 (Fodor, 1991) 设 W 是 [0,1j 上 的 弱 t- 模 , 则 在 [0,1j 上 定义 


一 个 算 子 aw 
aawb =V {x|aWx <b}, Va,b€ [0,1] (1.3.26) 
很 容易 看 到 ,对 任意 弱 t- 模 W 有 人 下面 的 不 等 式 成 立 
Wl(a,b) SW(la,b) Sa Ab, Ya,b E [0,1] (1.3.27) 
其 中 
b, a=] 
W.,(a,6) -| (1. 3. 28) 
0, a 之 1 
是 最 弱 的 弱 t- 模 . 


记 汉 表示 [0,1j 上 的 全 体 弱 t- 模 ,并 有 目 假 设 Ya € [0,1], Wlar) ÆL0.1] 
上 关于 工 是 左 连续 的 . 
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定理 1.3.19 设 W,Wi,W, EW, 则 有 Ya,b,c € [0,1]: 
C) aawz 在 [0,1j 上 右 连 续 ，; 
(2) lawb =b; 
(3) a < b= aayb = 1; 
(4) aawb =1=> (a < b@W(a,1) =a); 
(5) b < darwb < aawd a S< c™>aawb È awb; 
(6) aW, b < aWzb™aaw b > aay, b; 
(7) ¢<aawbSaWe <b; 
(8) W 满足 结合 律 > (aWbdawe = (bay Caawc)); 
(9) W 满足 交换 律 和 结合 律 >(aWb)awc = (bay Caawe)) = (aaw (bawc)); 
(10) aWb =A (zlaawz > b}. 
证 明 ”由 定义 1. 3. 13 与 定义 1. 3. 14, 用 类 似 证 明定 理 1. 3. 14 与 定理 
1. 3. 15 的 方法 易 证 . O 
由 定义 1.3.13 Al 
daw b= a<] (1.3, 29) 
w b, a=l 
fl 1.3.12 i 1,71 是 任意 t- 模 ,并 且 | 是 任意 t- 余 模 , 则 
W(a,b)=11(T(a,6), | (a,6)), Ya,b € [0,1] 
是 弱 t- 模 ,并 且 满 足下 列 性 质 ,， Vab € [0,1]: 
(1) W(a,b) =Wb,a); 
(2) Wla,l) =a, W(1,0) =b. 
(AW 不 一 定 是 t+ 模 ,事实 上 ,车 Ti 二 ,T= 二 中 ,| 二 V， 则 
W(a,b) =(a@b)(a V b) 
5 Wik WCW. 8,0.5),0.9) =0. 126, WO. 8,W0.5,0.9)) =0.128, BIW A 
满足 结合 律 . 口 
例 1.3.13 设 T,Ti 是 任意 t 模 , 则 W(a,p)=TiGa, To)) 是 弱 t- 模 ,但 
不 一 定 是 t- 模 . 事实 上 , 若 Ti 是 Archimedean t-#, M W(a.1) = 一 aTia<a， 


Vae (0,1). L] 
例 1. 3, 14 设 W (a,b) = max|® "= ,0| 9 则 | Wa,l1) 一 9 
~a 2—a 

W(1,b) =b, W fe: 55 t-# ,但 不 是 t- 模 ,事实 上 ， Va €E [0,1) ,aW 1 <a. 并 且 
dawb =min{(2—a)b—atl,l}. L} 

例 1.3.15 t W0a.d) = max (Sp 0| , 则 WCa,b) = Wb,a), 
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Wla,l) =a, W 是 弱 t- 模 ,但 不 是 t- 模 (容易 验证 W 不 满足 结合 律 ). 并 且 


l, axb 
aawb = ah + 1—a 
ab 1b’ *7? 


1.3.4 Fuzzy 集 的 Cartesian 乘积 


定义 1. 3. 15 (Zadeh, 1971) 设 A, 9 A>» “ety A, 分 别 是 XxX, 9 X3, "oe XxX, 
的 Fuzzy 集 , 则 A,, Az, s A, HJ Cartesian RE CKA RAR [al X XX, 


Xe X X, 的 一 个 Fuzzy 集 , 记 为 A XA, Ks KA, 或 ] | 4A,， 其 隶属 函数 为 
i=] 


A, xX As xm wt X A, Cx) =A (A;a) |r =z, Loy "t3 Lads Ti CE X.,} 


4h CA, ,A, eA) 与 []A; 为 同一 , 则 [I A， € 
i=l i=] 
Hj 1.3.16 Æ EKR R Lr Fuzzy Æ 


a=] l]— 0. lx 
[0,10] wa 


B=| O.2y 
[0.5] Y 


由 1—0. 1z =0. 2y y =5— 5x, AT 


F (X,). 
p=] 


i> 


O.2y 1 一 0. 1 
AxB=| | 1—0.1z 
D, (x,y) D, (x,y) 
其 中 D,,D, 如 图 1. 3. 2 Bra. 
Y 
5 
0 10 


图 1.3.2 Fuzzy Œ A j B 的 Cartesian Æ Ri iR 


(1. 3. 30) 
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A,» Ag, «+, A, 的 Cartesian 乘积 也 可 以 用 t- 模 工 来 定义 ， 称 为 下 -乘积 

(T-product) , Bf 
A, X Ag Ko KA, C1) X29 T,) = TA, Ca), Alan), oo, ACz,)) oz, € X, 
(1.3.31) 


9 1.4 Fuzzy 性 的 度量 


Fuzzy 性 的 度量 主要 包括 Fuzzy 集 的 Fuzzy 性 度量 、Fuzzy 算 子 的 Fuzzy 性 
度量 与 Fuzzy 集 之 间 的 Fuzzy 性 度量 . 


1.4.1 Fuzzy 集 的 基数 


Fuzzy 集 的 基数 是 经 典 概念 的 推广 ,主要 有 三 种 推广 方法 :标量 基数 (Scalar 
cardinalities) ,整数 基数 (integer cardinalities) 和 Fuzzy 基数 (fuzzy cardinali- 
ties), 

定义 1.4.1 (De Luca, Termini, 1972) X Fwi X 上 的 有 限 Fuzzy £ 
A A 的 基数 或 势 (cardinality or power) os 定义 为 


oA= >) Alz) (1. 4. 1) 
tE supp(tA) 
当 X BARI MAL, r = ma 称 为 Fuzzy 集 A 的 相对 基数 (relative 


cardinality). 

显然 , Fuzzy 集 的 相对 势 依 赖 于 论 域 的 势 . 因此 如 果 要 通过 相对 势 比 较 
Fuzzy 集 ,必须 选择 相同 的 论 域 . 

Dubois 和 Prade(1985) 用 区 间 [ |ker A|,os |] 表示 A 的 Fuzzy 集 A 的 可 能 
标量 基数 , 记 为 DPs(A). 


例 1.4.1 BX =(2, 529573524525), A= 0.2 0.8 


十 一 一 十 +4, 则 oa = 

£) T? T; T; 
2.5, ra =0.5, DPs(A) =[1,2.5]. 国 

定义 1.4.2 (Ralescu, 1995) 对 于 论 域 X 上 的 有 限 Fuzzy BA, A 的 整数 
基数 是 X 上 A 的 隶属 度 不 小 于 0.5 的 个 数 ,， 记 为 ncard(A). 

Wygralak(1997) 则 将 区 间 Lncard(A),ncard(A)] 作为 A 的 基数 ， 其 中 
neard(A) 为 X 上 A 的 隶属 度 大 于 0.5 的 个 数 . 

在 例 1.4.1 中 , [ncard(A),ncard(A) J =(2,3]. 

对 于 Fuzzy 基数 将 在 3 2.6 中 讨论 . 


Wygralak(2003) 给 出 了 Fuzzy 集 的 标量 基数 的 公理 化 定义 . 
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定义 1.4.3 (Wygralak, 2003) 映射 sc: FF (X) —[0, 0) 称 为 论 域 X 上 
ARR Fuzzy 集 的 一 个 标量 基数 (scalar cardinality) ， 如 果 该 映射 满足 下 列 条 件 : 


(W1) — Bete «(=)=1, Vz ce Xi 


(W2) 单调 性 Va,bE€([0,1], Va,yE X, a<bes(2\<s«(—); 


(W3) 可 加 性 VA,BE FF (X). 
supp(A) 门 supp(B) = O@>«(A U B)=sc(A)+5c(B). (1.4.2) 
显然 定义 1.4.1 中 的 基数 ca 符合 定义 1.4.3 的 三 个 公理 . 
定理 1.4.1 (Wygralak, 2000) 设 sc: FF (X) -> [0,w) 是 论 域 X 上 有 限 
Fuzzy 集 的 一 个 标量 基数 ， 则 : 


(CD x (=)=0, Yre XğHsc(Ø)=0; 
(2) Va,b € [0,1], Vary € X 


a b>x (2) =s (2) (1.4.3) 
(3) VA,BE F(X) | 
A © B=>sc (A) < sc (B) (1.4. 4) 
(4) YAE FF (X) 
| ker(A) |< se(A) < | supp(A) | (1.4.5) 
(5) VA,BE FF (X) 
scCA) + scCB) = sc (A U B)+s5c(A AN B) (1.4.6) 
(6) VA; E FF (X),1=1,2,.…,n, 
«(U A.) < Yeap. (1.4.7) 
= i=l 


证 明 〈1) 由 公理 (W3) 知 ，Vz € X, 则 
«(=)=*((Z) ¥ (=) )=*(2)+ (5) 
由 此 得 到 x (二 )} 一 0, 从 而 sc) =O. 
(2) 由 公理 (W2) 直接 得 到 . 
(3) 设 AE FF(X), 则 A 一 U 4S! HF A,B E FF(X) 并 且 
rE supp(A) 


A 性 B, 由 公理 (W3) 和 公理 (W2) 得 到 


se (A) = se (J Ae) 一 Ss} (A) < > s (Z2) = eB), 


X 
x€ supp(A) T x€ supp(A) x€ supp( B) 
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(4) 设 AEZFZ(X), 则 > teac 二 ,于 是 由 (3) 得 到 (4)， 
x€ker(A) + zE supp(A) T 
(5) 由 公理 C(W3) 和 (2) 即 得 . 
(6) 由 (5) 得 到 , sc (A UB) 达 sc(A) 十 sc(B), 从 而 (6) 成 立 . 国 


定理 1.4.2 CWygralak, 2000) 上 映射 sc:98G8(X) 一 [0,o) 是 论 域 X 上 的 
一 个 标量 基数 当 且 仅 当 对 每 一 个 A CF F(X) 


s(AY= >) Aa) (1.4.8) 


x€supp(A) 


其 中 , 图 数 f: [0,1] > (0,1) 满足 
a) f (0)= 0, f (1)= l; 
(2) a X b>fla) < f(b), Ya,b E [0,1]. 
证 明 (=>) 如 果 sc: FFCX)—>[0, 0) 满足 公理 (W1) 一 (W3)， 则 由 公理 
CW3) 推 出 
«A= D (52) 


Xx 
ZE supp(A) 


假设 f(a) 人 As (<) . [0,1] — [0,1] (对 任意 x € 久 ) (注意 定理 1.4.1 


(2)). 由 定理 1.4.1(1) 和 公理 (W1) 分 别 得 到 f oS OM f C= 1. 得 由 公 
理 (W2) 得 到 (2). 

(于) 假设 / :1[L0,1] 一 Lo, 1] 满足 (1)、(2), 并 有 日 对 每 一 个 A EC 
FFX), 


s(A)= >) FA). 


xE supp(A) 
由 /(1) 二 1 可 以 直接 得 到 一 致 性 , 即 (二) 一 1,， Vz EX. 


Va,b € [0,1], Varsy €E X 


a <b> ($) = fa) < f(b) =s (>) . 


假设 A,B € FFX), +H supp(A) N supp(B) = 二 名 ,这 时 
supp(A U Bò =supp(A) U supp(B) 


于 是 
s(AU B= >, fCCAUBM2)= >, AA) ++ 
x€ suppl AL B) rE supp(A) 
>) SBa) =sc(A) + sc(B). 口 


TE supp( B) 


下 面 给 出 符合 定义 1.4. 3 的 一 些 标量 基数 . 
例 1.4.2 (CWygralak, 2000) (1) 取 f(a) =0,a € (0,1), f1) =1, Wi 
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x(Ay= >) f(A(z))= |ker(A)|. 


z€ supp(A) 


(2) 取 f(a)=1,a € 0,1], f0) 一 0,， 则 
s(A)= >) f(ACr)) = |supplA)|. 


x€ suppl A) 
(3) W fla) =at,a € [0,1], k E NDI: 
M4 k =0 时 , sc (A) = | suppl A)|. 
X k=] 时 , sc (A) =A. 
当 & 一 2 时 ,x(4)= >) (A(z))". 


x€supp(A) 
“4 k — oœ, (A) — |ker(A)]. 


0, a € [0,a) 
l, aE€ la,!l) 
0, aE€ [0,a] 
l, aE€ (a,l| 


(4) 取 f(a) -1 


(5) 取 f(a) -1 


1.4.2 Fuzzy 集 的 Fuzzy 度 
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„a E€ (0,1), WW se(A) = | {x| AC) Sa} |. 


„a E€ [0,1), MJ sce(A) =| {xr |ACr) >a} }. 


[ 


一 个 Fuzzy 集 到 底 模 糊 到 什么 程度 ? 又 怎样 来 度量 这 种 程度 ?” 这 是 Fuzzy 
集 的 Fuzzy 度 问 题 ， 关于 Fuzzy 集 的 Fuzzy 度 的 研究 是 从 Luca 与 Termini 


(1972) 开 始 的 ,后 来 经 许多 学 者 的 完善 性 研究 ,得 到 下 面 比 较 合理 的 定义 . 


定义 1.4.4 (De Luca, Termini, 1972) BARA d: F(X) 一 10,1] 满足 条 


件 : 
(1) 当 且 仅 当 AE 9(X) 时 , d4(A) =0; 


(2) 当 且 仅 当 AC) = = Ht, d(A) =1; 


(3) Yz € X, 4 Bla) < Alz) <> It, d(B) < d(A); 


(4) VA € F(X), d(A) =d(A*). 


称 映 射 4 WH FX) 上 的 一 个 Fuzzy BER Fuzzy Bi (measure of fuzziness, fuzzy 


entropy measure) , #K d(A) W Fuzzy & A 的 Fuzzy ER Fuzzy %. 


定义 1.4.4 给 出 了 关于 Fuzzy 度 的 四 条 公理 . 这 四 条 公理 的 合理 性 可 以 作 


如 下 理解 : 
公理 (1) 表 明 经 典 集 是 不 模糊 的 ; 


公理 (2) 和 公理 (3) 表 明 越 靠近 0.5, 就 越 模 糊 , 尤 其 是 当 A(z) = 0.5 AY 


最 模糊 的 ,这 时 
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A (x) =1—ACx) =0.5 

这 种 模 校 两 可 的 情况 是 最 难 决 策 的 ; 

公理 (4) 表 明 集 A SH RA 具有 同等 的 模糊 度 , 因 为 

[1AC(zr)—0.5|= |A‘(x)—0.5| 

即 A(z) MAS (x) 与 0.5 的 距离 相等 . 

当 论 域 为 有 限时 ,Fuzzy 度 有 下 列 一 般 形式 . 

定理 1.4.3 设 X=(zir，…Zz) ARR d: F CX) — [0,1] Hd(AD= 


el De f CAD) | »>VWAEC F(X), 其 中 C; 为 正 的 实数 ， g:L0,al— [0,1] 严 
i=] 


格 单 调 增 且 g(a) =1, g(0) =0,a= dic; f;(0.5), m £;:[0,1] ~[0, +0) 满 
i=] 


E: 

(1) vee LO.1], f,oO=f,d—-a; 

(2) f; (0) =0; 

(3) fia) 在 L0,0.5j 上 严格 单调 增 . 
W dA) Æ A EFX) EB Fuzzy 度 . 

证 明 ”由 条 件 , Yi 二 1,2,…,n, f;(0) =f;11) =0, BAA € FCX), W 
Alz) = 二 0 或 A(z;) =1. 从 而 


d(A) =| Dafi Aa) =g (0) =0 
i=] 


反之 , 若 AE F(X), HdA) = gl Def AG) ) = g0) = 0, Wl 


ft 一】 


Sef (Ala) =0, 从 而 Vi=1,2,-+5n, Alx) 一 0 或 A(z;) =1, BPA € 
=] 


P(X). 


又 A(z) = 0. 5d (A) -al Sef; (0. 5) 一 g(a) 一 1; 另 一 方面 
i=] 


r 


cif i CAC») =1 Stef (Ala, =a = Xc; f: 0.5) 
i=] 


i=] 


d(A) =1=>8( 

i=] 
=> Yi =1,2, sn, ACz;) =0.5>ACr) =0.5 

至 于 定义 1.4.4 中 (3)、(4) 可 以 类 似 验 证 . 

从 而 d 是 Fuzzy B. g 

如 果 定 理 1.4.3 中 的 g ERER, BNL gl) =kr (k> 0), WMA 


VA,BE F(X), dA U B+ dA [| B) =d(A)4+ d(B) 
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下 面 给 出 几 个 例子 . 
例 1.4.3 WX =( x, ,Xs "XT,}， BAAEC F(X), FG 


vj- 


da= | Ace) — Aas (xi) 1) 
=] 


1 
ne i= 


Hp p> 0, 而 

l, A(xz;) 20.5 
Ao.s (xi) = 

0, A(z;) < 0.5 


则 d, CA) 为 A BY Fuzzy Æ. 事实 上 , 令 g(Cz) 一 2 (= | ' ,而且 设 Vi 一 1,2，…， 


n, f, =f. 而 


fa—zx)=|0.5— |0.5— Q — z) ||? =]0.5— |x—0.5 |] ? = f(x) 


则 
fO) =0; Æ zsz E [0,0.5], zl < z2, W 
fix) = rf < af = f(x) 
n 
QP’ 从 而 


ED 广 在 [0,0. 5] 上 严格 单调 递增 ， 而 f(0.5) = 则 a= > f(0.5) = 


sort on), g 满足 定理 1. 4.3 
E 


的 条 件 , 故 d, CA) 为 A 的 Fuzzy 度 . 
称 d, 为 Minkowski Fuzzy 度 , 特 别 地 , 当 p= 1 Bt, #K di (A) AA W Ham- 


ming Fuzzy 度 , Bf 
d, (A) ~~ » Y |ACa,) — Ag 5(2)) | 
i=] 


“4 p=2 WY, BR d,(A) AA & Euclid Fuzzy 度 , 即 
ACz) — Aos) 1?) . 
1 
0.8 0.3, 0.3 


d; (A) =£ 。 | 
n? 
0.1 


例 1.4.4 it X={a,b,c,d), m A= e2 eE, B= 
a b c d a c 
则 因为 
1 1 1 
os 二 
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于 是 


d1(A) 一 二 (10.8 一 1 十 10.9 一 1 二 10.1 一 0 十 10.8 一 10) =0.3 
dı (B) = (10. 3|+ 10.3|) =0.3 


di (A) =£ (]0.8— 1|? +10.9—1|?+10.1—0|?+10.8—112)7 
J 


一 /0.1 ~ 0.316 
da (B) = (10.3 + |0.3]7)! =v0.T8 ~ 0. 424. C] 


Fuzzy 度 计算 简单 ,但 误差 大 ,而 Euclid Fuzzy 度 昌 计算 复杂 ,但 较 精 确 . 
例 1.4.5 设 X={zriyr cr)ysCzr) W Shannon K% , Bp 
i (l—~a)indl—2z), x EE (0,1) 
s(x) = 
Q, x=0,1 
# AC F(X), M 


n 


H(A) =. Ys(Alz,)) 


nln2 < 
为 A 的 Fuzzy 度 . 
其 证 明 只 要 在 定理 1.4.3 中 , 令 c= 二 1, fi) = s(x) (一 1 2 mer E 
[0,1]), 而 g(x) == 即 可 得 到 . a 
nin? 


mj 1.4.6 (Shang, Jiang, 1997) i X ={2,,295°.2,}5 BA EC F(X), 
则 按 定 义 可 以 直接 验证 
1 Alr) A AS Cx;) 
H(A) = tandi? IN EN it 
(A) n 2, A(z;) V A‘ Cz;) 
为 A BY Fuzzy BE. | | 


14.3 Fuzzy 算 子 的 清晰 域 


# AEX EM Fuzzy E,W FEE zE X, AG) HRA rX A 的 隶属 


程度 . 因此 当 A(z) =0 f, KR a E A; 而 A(z)==1, 则 表示 x € A, 都 不 存在 
Fuzzy 性 ,将 这 样 的 zx 称 为 清晰 点 .从 而 ,使 ACz) E (0,1) 的 工 就 是 Fuzzy 点 ， 
FAV AC) ==0.5 的 xz 是 最 "模糊 的 点 .下 面 主要 讨论 Fuzzy 算 子 获得 “清晰 
结果 ”的 区 域 . 

定义 1.4.5 设 * 是 [0,1j 上 的 一 个 Fuzzy 算 子 , 且 记 
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of *)={(z,y) € [0,1] |z* y=0 1} (1.4.9) 
PEIR ol) 为 Fuzzy RF * 的 清晰 域 (crisp domain). 
(1)zyy) E€ olT)=>(y,z) € olT); 
(2)({0} X LO,1]) U (0,1 x {0}) U {11,19} Go(T) € [0,1] xX [0,1]; 
(3)€{1} x L0,1D U(C 1 x (13) U {0.0} Gol | ) Z [0,1] x [0,1]. 
HPT S | 分 别 为 t- 模 与 t- 余 模 . 
例 1.4.7 考虑 算 子 
a Y,b= (a? £62) A D)? 
a Ab =((a? +b? —1) V 0)? 
N, (a) = (1 — a? )? 


a Vib=(Wa +y¥b) A D 
a Aib=(Wa ty —1) V oO” 
Nita) =(—¥Va)’ 
其 中 a,b E [0,1]. 由 定理 1.3.10 知 , Vs 5 Ar 是 关于 Ny 对 偶 的 有 补 上 模 与 


Ath t- 余 模 ( 取 g(z) =r, 有 界 和 与 有 界 积 ); Vi 与 AL 是 关于 NL 对 偶 的 有 


th t- 模 与 有 补 t+- 余 模 ( 取 ea Nar, 有 界 和 与 有 界 积 ). 四 个 算 子 各 自 的 清晰 域 
分 别 是 (如 图 1. 4. 1. 图 1. 4.2 所 示 ) 


十 
0 V2 =((az,y) E [0,1]}* |+ y 1} U {C0,0)} 


‘> 
oA ={(xsy) € [0,122 +y? <1} U {0,1} 
+ 


aCA) ={(a,y) € [0,172 Wz +¥y <1} U 10,1} 
下 面 只 讨论 t- 模 的 清晰 域 ,关于 t- 余 模 的 结论 可 以 对 偶 地 得 到 . 
例 1.4.8 如 图 1.4.3 Bras, ido, =({0} x [0,1]) U (0,1] x {0 U 
{(1,1)}, 有 
ol AN) =a(*) =6(é) =aly) ~o,. 
例 1.4.9 of(y)=—{(z,y) E [0.1]? |a =r) +01 — y S13} U(d,1)} 
(p > 1) 
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5(OO) 一 ((zy) € [0,1]? lr+y <1} U (1,1). 


i (1,1) 


O 1 x 


十 . 
图 1.4.1 olV,) 与 o( 人,) 的 图 形 


如 图 1.4.4、 图 1. 4.5 Bra. 


l x 


图 1. 4.3 o, 的 图 形 


图 1. 4.5 


模糊 理论 基础 
Y 
(1,1) 
O 1 x 


十 . 
图 1.4.2 of VII So AL) HAR 


O ; a 


a" i e ee eS ee 


(OQ) 的 图 形 
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1.4.4 Fuzzy 算 子 的 “与 " 度 和 “或 " 度 


1980 年 , Yager 首先 提出 了 “与 ”* 度 和 “或 ” 度 的 思想 ,用 “与 ” 度 和 “或 ” 度 的 
概念 来 衡量 各 类 模糊 算 子 的 严格 程度 . 
定义 1.4.6 设 T 为 [0, 1] 上 的 任 一 连续 t- 模 , 称 


1 rl 
AD(T) 人 1 一 3 | | GT yardy (1. 4. 10) 
it) 
为 “与 " 度 (the strength of “and”); #4 | 是 与 TT 对 偶 的 t- 余 模 , 则 | 的 “或 ” 度 
(the strength of “or”) 为 


OD( |) #AD(CT) (1.4.11) 
fil) 1.4.10 (1) ADCA) =ODCYV)=0; 


(DAD = oD) = 4 


(3) AD(@) = OD(@) =. 口 
定理 1.4.4 OX ADC(T) <1. 
证 明 BKA O< eT yazan y, RY 
l 1 1 1 ] 
o<, | Cz Ty)drdy< | | (x A ydady =- 
Mt 0< ADCT) <1. E 


1.4.5 Fuzzy 集 的 距离 


定义 1.4.7 BXD, GAH po: XX X>RBE PIB: VY x,y,z € X: 

CDER: olr, y) =082 = y; 

(2) 对 称 性 : p(xz,y) =ply,x); 

(3) 三 角 不 等 式 : plaz) 委 plr, y) + plysz). 
则 称 p 是 X 上 的 距离 函数 , 称 o(z,y) 为 X 上 zz 与 y 的 距离 ,而 称 (X,o) 为 一 个 
度量 空间 或 距离 空间 . 若 映射 "满足 (2) DOM 

(1 ) plz,x) =0. 
WER op EX KWEBA, ory) MAX Exe 与 y 的 拟 距 离 . 

下 面 是 Fuzzy 集 之 间 常 用 的 ( 拟 ) 距 离 公 式 . 下 面 4([a,b]) 表 示 [a,o](Ca< 
) 上 隶属 函数 可 积 的 Fuzzy 集 全 体 . 

1. Chebyshev 距离 

BEX = {T Tzs, ABE F(X), 

oc (A,B) = max |A(z;) — BCz;) | (1. 4.12) 


ERES 
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则 pc Æ F(X) 上 的 距离 函数 . 

2. Minkowski 距离 

WX = (21,2257 z,},A BE F(X), > 


4 


n $ 
py CAB) =( Dia (A(z) = BC?) ,p>0 1.4.13) 


FEO <a, <l =1, 2,030, Sho, =1. 特别 地 ,ws =i =l, n, 
i=l n 


1 


(p) l - ? 
p? AB) =z D (A(z) = B) p>O 0.414) 


则 pP EFX 上 的 距离 函数 ， 
而 当 X=[a,8] 时 , A,B € Ila b DEF (Cab), S 


oP (4B)= (| (AC) = BC) dz) (1.4.15) 
Pu bal. | . 


N o (A,B) Æ Ia bD E A 与 B 的 拟 距 离 . 
特别 地 ， 当 p=1 时 , 称 为 Hamming ER, 记 为 PH» Bp 当 X =T], T2, 
T, Å, BE F(X) 时 


pu (A,B) = >); |A(z;) — Bla,) | (1. 4. 16) 
i=] 
或 px (A,B) =+); 14(ziD) — BG) | (1. 4,17) 
i=] 


m4 X=[a,bl 时 , A,BE s(a, b DEF (La,b]) 


b 
pu (A,B) =+ | |A(x) — B(x) | de (1.4.18) 


当 p=2 时 , RA Euclid 距离, iW pe, BP XS {x 522577 2,}, ABE AX) 
时 


or (A,B) = (Do (Alai) — Br))’) (1.4.19) 
i=1 
或 or(A,B) = H(X aan- B(z,))*| (1.4. 20) 
Jn 


而 当 X=[a,b] 时 , A,B E Ila b DEF ([a,6]), WF 


] 


— a 


pe (A,B) 一 


b 7 
(| (A(z) — Bx)" da | (1.4.21) 


第 1 章 Fuzzy 集合 及 其 运算 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 47 


3. 并 交 模 差距 离 
BEX = {riyzz tn}, A,B E€ F(X), FS 


一 上 
PUi (A,B) -一 n- 


i=] 


CACzi) V Blzi)) — = (A) A BCzi)) 
= i=] 
(1. 4. 22) 
而 当 X 一 [ca, oj 时 ， A,B €E Ia b DEF (a,b), 
1 


b b 
pur (A,B) =~ + | (A(x) V BCz))dz 一 天 一 | CACI) A 忆 (Cz))dz 


(1. 4. 23) 
则 ou; 是 4(La,5j) 上 的 拟 距离 函数 ， 


1.4.6 Fuzzy 集 的 贴近 度 


贴近 上 度 是 对 两 个 Fuzzy 集 接近 程度 的 一 种 度量 . 

定义 1.4.8 H{OS.X}OBCF(X), ERY N: XZ [0,1] WEF 
列 条 件 : YA,B,CE J.: 

(1) N(A,A)=1, N(X, Ø) =0; 

(2) NCA, B) = N(B,A); 

(4 AC BCCS=N(A,C) < N(A,B) A N(B,C). 
则 称 NA BS ERM UE RE PRA (similarity measure function), fj N(A, B) RHA 
与 B 的 贴近 度 (similarity measure or similarity degree). 

若 公 理 (1) 换 为 

GO N(A,B) =16A=B, H N(X, Ø) =0. 
则 称 N A Z EREE AA strict similarity measure function). 

容易 验证 下 面 介 绍 的 都 是 贴近 度 函 数 , 它 们 都 有 形式 简单 .计算 方便 、 意 义 
明确 等 特点 . 都 具有 实际 使 用 价值 . 下 面 4 (La,6]) 仍 表示 [a,6bj (a 二 5) 上 隶属 
pa AY AAA Fuzzy 集 全 体 . 

1. Chebyshev 贴近 度 NL 

W XS {TTE} ABE FCK), S 

Nc(A,B)=1 — max{|A(z;) — B(z,) |} (1.4, 24) 


i<i<n 


则 Ne Æ F(X) 上 的 严格 贴近 度 函 数 . 


2. Minkowski 贴近 度 Nv 
ir X 一 《1 909 ETE ae a A,B CE F(X), 令 
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H 


NY (A,B) =1— (Do (Aai) — Ba?) ,p>0 C4. 25) 


i=1 
其 中 0 过 wi 过 1,i1 二 1,2,…,n，》)w; 一 1. 则 Ni EF CX) 上 的 严格 贴近 度 函 
i=l 


数 . 特别 地 ,ww; =i SL Zao ay 则 


n 1 


l 


N% (A,B) -1 一 天 (之 (A(z) 一 B(zD)2) ， p>0 (1.4, 26) 


而 当 X 一 [La;poj 时 ， A, BE Ila b DEF Lab), MWS 


b P 
Ny (A,B) =1 = (z | (A(z) 一 BCz))odzj 1.4.20 


Nie 是 (a,b) CEMER we. 称 其 为 Minkowski 贴近 度 . 
特别 地 ,， 当 六 =1 时, RA Hamming 贴近 度 , WA Ny, BP X = (zy, 
Zr A,B € F(X) 时 


Ny6A,B) =1— >); |A(z,) — Bla; | (1. 4. 28) 
i=] 
或 Ny (A,B)=1— S|A() — Bla | (1. 4. 29) 
n i=] 
而 当 X=[a,6b] 时 , A,B € ILa, b DEF (Ca, b]), 
b 
Ny (A,B) =1— 7+ | IAG) — Bz) [dz (1.4, 30) 


当 p=2 时 ， 称 为 Euclid 贴近 度 ， 记 为 Nes HE X={z „T9 ) G R ABE 
F(X) 时 


1 


n z? 
Np (A,B) =1— (Do (ACz,) — Bta»? ) (1.4.31) 
i=] 
或 Na(A,B) =1—2( >) (A(z,) 一 B(z,))* ) (1. 4, 32) 
Ho i=1 


而 当 X==[a,6] 时 , A,B E Ila b DEF Lab] WS 


b + 
N,(A,B) =1—-— (| (A(x) 一 BCz))?dz| (1. 4. 33) 


b—a\va 
3. 绝 对 和 差 贴近 度 NA 
VX = (x, Loot Xn} A,BE F(X), 
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>) |AG;) — BCz;) | 


Na ABD =I EO ， 其 他 (1. 4. 34) 
S*(ACz;) + BCz;)) 
i= 1 
则 Na, Æ F CX) ERAR IA E eX. 
mi X=[a, b], A,B E€ Ila, b DEF ([a,b]),4 
b b 
1, | Adz +| B(a)dx=0 


b 
Na (AB) =9 | 4 一 BGzldz , 
1 a , | Adz] BCaddx Æ 0 


ars: 
| CACI) + B(r)) dx 


(1. 4, 35) 
则 Na Æ ILa db) ERINE KA. 
4. 最 大 一 最 小 贴近 度 N ym 
设 X={2, ,To Ins A,B = F(X), A 
l, A=B=Ø 
(A(z;) A Bz;)) 
Num (A,B) = 24 i (1. 4, 36) 
M 一 一 一 一 ， 其 他 
XI (4A(zi) V B(x,)) 
i=] 
WW Naum Æ F CX) ERR A A E AA. 
而 当 X=[a, b]it, A,B E Ia b NEF Ca, b), S 
b 
1, | (A U B)(zx)dzr =0 
Num (A,B) = [a 门 BJCzydz (1. 4. 37) 


b 
> | (A UB)(z)dr Æ 0 
| (A U B)(z)dr . 
则 Nm AE I Lab) E H WG ir E es eK. 

5. 算术 平均 最 小 贴近 度 NA 

设 X= {ri sT? ;Ts A,B E F(X), 令 


50 


模糊 理论 基础 
l, A=B=@ 
| (A(z;) A BCz;)) 
Na, (A,B) = 2 i i (1.4.38) 
fa E i, 其 他 
T D Al) + BAD? 
则 Na Æ FCX) EY Pere rE AA. 
而 当 X=[a,b] 时 , A,B E I(La b DEF (La, b), WS 
b b 
l, | Ada + | BCa)dx =0 


b 
Na (A,B) = | CA N B) (Cx) dr 


b b 
E | AGzdz 十 | BCz)dz 产 0 
+f (A(x) 十 BCz))dz 7’ a 


(1.4, 39) 
WW NA 是 4([a,5j]) 上 的 贴近 度 函 数 . 

X X=R 时 , WR Al), B) 在 R 上 可 积 且 广义 积分 收 伍 ,可 以 在 R 上 
类 似 定 义 绝对 和 差 贴近 度 .最 大 一 最 小 贴近 度 和 算术 平均 贴近 度 . 

6. 集 函 数 贴近 度 N。 

it g EX ERIEK g: ? X)—>[0,1], Meg M E [0,1], # EW 
Æ: 

(1) ge(Ø)=0,g(X)=l1; 

(2) (WA,BE P(X) ) (AC B>g(A) < g(B)). 

VA,BEF(X),F 


Na(AsB)=1— V (aT g(a || AG) ~ B |>a))) (1.4.40) 
aeE [LDO,l 


WN, ÆFA) 上 的 贴近 度 函 数 ， 其 中 下 是 10, 1 上 的 tk. 
例 1.4.11 设 x= N sy To T3 T43 T5 »Ze}s 而 


I T4 Ts Te 
50.7 0.8, 0.8 91.0407, 0.5 


£} Xo X3 Ta T5 Tg 
则 由 定义 可 得 


Na(A,B) =1— + (0.2+0.1 +0. 1+0. 1+0. 1+0. 2) ~ 0. 867 


Ne(A,B)=1— = (0.2? +0.1? +0.12? 十 0.12 +0. 1? +0, 27)? ~ 0. 859 
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_0.5+0.7+0.9+0.9+0.6+0.3 _ 
Nam (A B) = 7o 841.0 1.0-+0.710,5 ~ 7 830 
N, (A,B) = 0.5+0.7+0.9+0.9+0.6+0. 3 


1 az 0, 907 
ZO. 2rLotlo+19 F137 0.8) 


取 工 一 A， gM) =, 则 N, (A,B) =0. 8. 


1.4.12 i& X=[0,100], H 


0, 0O<z< 20 
Ay) — 228, 20< 2x < 60 
40 
l, OS r< 40 
80 一 zx 
Box) =<4 >, 40K x < 80 
40 
Q, 80 =< x < 100 


如 图 1.4.6 Bim. 


20 40 60 80 x 
x* 


图 1.4.6 Fuzzy RAAB 的 隶属 函数 曲线 


PRI AC) 和 B(x) 的 交点 坐标 zx* 一 50, 于 是 


20 L r< 50 
A(z) A BC) = as 50 <x < 80 


0, 其 他 
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80 — zxz 
ACz) V Blz) = Zz 一 20 50 < z< 60 
40 
l, 其 他 


100 
| CACI) A BCxr)) dr 
Nun (A>, B= ——-—_—— 


| (A(x) V BCz))dz 


"0 +— 20 [ esz 
d 
_ | 40 CF so 40 dz 


~ #40 — mm 100 
| dz 十 | 2 一 dx +| = 二 dz +| dz 
0 40 60 


依 上 述 方法 计算 A 与 B AEN oh ME. 在 实际 问题 中 ,可 以 根据 需 
要 选取 其 中 的 一 种 . 下面 介绍 一 种 实际 应 用 非常 广泛 的 格 贴近 度 . 


æ 0.23. D 


1.4.7 Fuzzy 集 的 格 贴近 度 


定义 1.4.9 BABE 了 F(X), 记 
A. B=YV (Alr) A B(zr)) (1.4.41) 
rE X 
Aê B=A (A(z) V B(x)) (1.4.42) 
rex 
分 别称 A。B, A: BW Fuzzy Æ A,B 的 内 积 (inner product) 5 4p FR (outer pro- 
duct). 
内 积 与 外 积 互 为 对 偶 运 算 . 在 讨论 内 积 与 外 积 的 性 质 之 前 ,首先 引入 以 下 
EX. 
ENX 1.4.10 HAC F(X),FS 


ht(A)=V ACx) (1. 4. 43) 
rex 

UU(A)=A AC) (1. 4. 44) 
XEX 


AtCA) 和 (A) 分 别称 为 Fuzzy Æ A 的 峰值 (peak value) 与 谷 值 (valley value). 
定理 1.4.5 WA, BE F(X), WA: 
(DRCA U B) =AtCA) V alB), hi(A 1 BD SHCA) A ACB), 
WAU B) SUCA) V UCB), UCA N B)=U(A) A u(B); 
(2) AC B>A) < (B), (A) < ECB). 
定理 1.4.6 A,B,C,D E F(X), WA: 
(DAZC, BSZ DSA: B&C: D, A’ BC: D; 
(2) (A > B) =A‘ © BS, (A> B) =A‘? B 
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(3) A o BS MCA) A M(B), A ¢ BUCA) V uB); 
(4) A Z B>A | B=At(A),A* B=1(B); 
(5) A. A=h(A), A? ASUA); 


GAA <L,ASA St, 


(7) V CAeB)=htCA), A (A:B)=u(A); 
BEF (X) BEF (X) 


(8) (A U B: C= (Ae OV (BO), (Af) Be C= (Az) NB:O. 
WBA (1) 由 算 子 。 与 。 的 定义 即 得 . 
(2) (A € B): =1— A (Alr) V Bla) =V (1— (Alr) V BCz))) 


zE X rE X 
=V ((1—A(z)) A (1 一 BCz))) 
xEX 
=V (A‘(zx) A Bé(r)) 一 Ac。B: 
rex 


类 似 证 明 第 二 式 . 

(3)、(4)、(5).(6) 由 (CA) MUCA) 以 及 算 子 。 与 。 的 定义 即 得 . 

(7) 首 先 由 (5) ,有 V (Ae B) >A: A=h(A), 而 另 一 方面 ,由 产 (A) 
BeF (X) 


的 定义 又 可 以 推出 , VBE F(X), aMA=V ACIS V Al) A Bx) = 


rex IEX 
A.B. 故 V (Ae B) SHCA). 从 而 67) 的 第 一 式 得 证 . 同 理 可 证 (7) 的 第 二 
BEFCX 
RAH. 
(8) 仅 证 第 一 式 


CA U B)» C=V (A(x) V Blx)) A Clo) 
rex 


=V (Alz) A COx)) V V Ba) A C(x)) 
IEX 


zEX 
一 (A。C) V (B: C). (_] 
由 定理 1.4.6(3) 和 (5) 发 现 , 给 定 Fuzzy Æ A, ik Fuzzy Æ B ERA, 会 使 
内 积 A。B 增 大 而 外 积 A，B 减少 . 反之 , 当 A。B 较 大 且 A。B 较 小 时 , ASB 
比较 贴近 . 所 以 ,我 们 采用 内 积 与 外 积 相 结合 的 “ 格 贴 近 度 ”来 刻画 两 个 Fuzzy 
集 的 贴近 程度 . 
定义 1.4,11 设 A,BE F(X), td 
N,, (A,B)=(A. B) A (A è B) (1. 4. 45) 


N, (A,B) =5[(A > B) + (A è B)*] (1.4.46) 


WRN, 和 Ni WF CX) 上 的 格 贴近 度 图 数 (lattice similarity measure func- 
tion), M N,,,(A,B) 和 Ni,(A,B) 称 为 Fuzzy Æ A,B 的 格 贴 近 度 (lattice 


similarity measure). 
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利用 定理 1. 4. 6, 可 以 很 方便 地 研究 格 贴近 度 的 许多 性 质 . 

定理 1.4.7 设 A,B,C € F(X), MBI BM Nin FN,» FAS 
式 成 立 : 

(1)0 雪 Ni (A,B) <1,0<N,,(A,B) <1; 

(2) Nin (A,B) = Ni,(B,A), Ni, (A,B) =N, (B,A); 

(3)Nin (AA) =ht(A) A (1 一 上 CA)) > Ni, (A,B), 


l+h(A)— i CA) 
2 


(4) Nin (X: Ø) =0, Ny, (X, Ø) =0; 
()ACBCCHN,,(A,C) S Nin (A,B) A Nin (B,C), 
AC BC C=N,,(A,C) <N,, (A,B) A Nz, (B,O). 

证 明 (1)、(2)、(3) 和 (4) 显 然 成 立 ， 现 证 (5). 
根据 定理 1.4.6(4), 由 ACC 得 

Nim (ACO =(A°C) A AsO —hA) A CY: 

H ASTRI 

Nim (A,B) =(A ° B) A (A€ B) =ħM(A) A (WU(B)) 

因为 4(B) < UCC), 从 而 B) S lC), 所 以 
Nim (AO < Nin (A,B) 


Ni, (A,A) = > N (A,B); 


fra) 
Nim (A,C) < Nz, (B,C) 
于 是 
Nin AsC) < Nz, (A,B) A Nin (B,C) 
第 二 式 类 似 可 证 . C 
由 定理 1.4.7(3) 易 知 Ni (A A =1@ ht (A) =, 4A) =N, (A,A) = 
1. 因此 Nin 和 Ni 都 不 是 乡 CX) EY OE ee MM 1.4.8), 但 Nin 和 
Ni, Æ 
B={AEF (X)|At (A) =1,it (A) =0} 
E ER) J at FE ew BK. 
例 1.4.13 设 A,BEZF(R), 而 且 


工 41 


A(x) 一 er 可 ) ， Bla) =e (2) 
A(x) 与 B(x) 的 曲线 如 图 1. 4.7 所 示 . 


A». B=V (Alr) A Blx)) =Alzr* ) 
xER 


A> A(x) =Blx), WA 
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1 2 


图 1.4.7 Fuzzy @A ABH Ria AS hA 


解 上 述 方程 得 
01a + 62a, O94, — 6),a% 
T] 一 — a; Ty = 一 
oy to, Gy — 0; 


其 中 r, 不 在 al ,as 之 间 , 不 符合 要 求 , 故 zl 为 所 求 zx* ,于 是 有 
Ae B=A(Cx"* ) =e (33) 


79 


而 
Ao Bo=V CC 一 AGz)) A (1—B(zr)))=1 
ER 
由 格 贴近 度 人 公式, 得 
2 


Nim (A,B) =exp(— (=a) ) ， Nm(A,B) 一 于 十 二 exp 人 (一 (= 75) ). 


[ 


81.5 Fuzzy žr 


1.5.1 2 Æ Fuzzy & 


到 目前 为 止 , 我 们 已 经 考虑 了 Fuzzy 集 带 有 精确 定义 的 隶属 函数 或 隶属 
度 . 在 人 们 心目 中 无 疑 有 了 一 个 隶属 函数 的 精确 印象 ， 然而 在 实际 中 ,有 时 隶 
属 度 仍 表 现 出 模糊 性 而 使 得 很 难 用 一 个 数值 来 表示 . 例如 要 对 5 个 人 X] 1E, 
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Zzx3,T4，Xs 的 年 龄 做 出 估计 , 则 通常 得 到 的 管 案 是 如 下 形式 : 
ZX 一 一 较 年 老 ， Xs 一 一 年 轻 ， 3 一 一 很 年 轻 ， Xt 一 一 -很 年 老 ， Xs 一 一 中 年 
如 果 记 入 一 {xy 9X2 9X3 92g ts } ， 则 上 述 结果 可 以 表述 成 
A 二 较 年 老 ， 年 轻 RER BEZ, PE 
之 1 T2 3 Ta 之 5 


T 


在 实际 中 ,很 少 说 r 属于 年 老 的 程度 是 0.7 ,而 通常 是 说 x,“ 较 老 ”, 其 结果 仍然 
是 模糊 的 . 

因此 Zadeh 提出 了 隶属 函数 本 身 是 Fuzzy SE Fuzzy 集 概念 如果 我 们 称 
到 目前 为 止 所 考虑 的 Fuzzy 集 为 1 型 Fuzzy 集 ,那么 这 种 推广 的 Fuzzy 集 则 称 
为 2 Fuzzy 集 ,其 严格 定义 如 下 .， 

定义 1.5.1 (Zadeh, 1975) 设 A ERR X BF ([0,1J) 的 一 个 映射 , 即 

A:X— F ([0,1]) 
zel, € F [0,1 D 

AEX ER 2 BY Fuzzy # (type-2 fuzzy set a% T2 FS) (RW Fuzzy 值 
Fuzzy #). 记 X 上 的 全 体 2 BY Fuzzy BW F(X). 

图 1.5. 1 说 明了 2 型 Fuzzy 集 的 概念 . 


TO) j r b | E TO) 


图 1.5.1 2 型 Fuzzy 集 概念 示意 图 


仍 就 Fuzzy Æ A = 年 老 " 来 说 明和 定义 1.5. 1 的 含义 . 
例 1.5.1 i OX = (5 5005254524525), 而 A 二 “年 老 ” 为 
_0.8 02,01,09, 0.5 


XT] T? T3 Ta T5 
通常 ,这些 隶属 值 是 很 难 准确 给 出 的 ,所 以 Fuzzy @ A 一 般 是 下 列 形 式 
A 二 较 年 老 ， 年轻 ， 很 年 轻 REZ PE 
L} To Ta T Ts 


4 


A 
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这 里 “ 较 年 老 ”(0.8 ),“ 年 轻 ”(0.2 ),“ 很 年 轻 ”(0.1 ), “很 年 老 ”(0.9 ) ,以 及 
“中 年 ”(0.5 ) 等 Fuzzy 集 表 示 属 于 “年 老 ”的 程度 . 定义 


© 
i 
| 
+ 
| 
+ 
| 
十 
| 
十 
| 


0.6 0.7 0. 8 0.9 1.0 
Teepe epi 
oist Hi E g E OS 

0.3 ,0.8 , 1.0 , 0.7 , 0.4 


© 
1 
| 
十 
=| 
十 
| 
十 
= 
十 
4 


如 0.80.7) =0. 8 是 指 zi 七 成 是 “年 老 ” 的 程度 是 0. 8, 这 时 可 以 认为 zx 有 点 老 
了. 口 

由 此 可 见 ,2 型 Fuzzy 集 对 于 模糊 现象 的 刻画 更 为 深刻 ,也 更 加 接近 于 实际 
情形 ,但 对 其 的 处 理 比 一 般 的 Fuzzy 集 要 复杂 得 多 . 如 果 A,B E F,(X), Hik 
b, Cr) 


[0,1] r 


a, (r) 


[0,1] r 


A(z) =| ? B(x) =| 


则 分 别 定 义 A(z) U B(x), ACz) a Boaz) 5 -ACx) 如 下 (Mizumoto and Tana- 
ka, 1976) 


(A(z) U Bead) Gr) = V dalr) A b,Cr)) (1.5.1) 
ri Vrn Sr ; 
(A(z) | Bid) (N= V (ae (rn) A b,(r,)) (1.5.2) 
r Ar. =r 
(4 A(xr))(r) =Í ar) (1.5.3) 
[0,1] 上 一 > 


2 型 Fuzzy 集 的 并 、 交 、 补 与 序 关 系 定义 如 下 : 设 A,B € F(X), W: 
(1) (A U B)(z)=A(z) U Bla), Yr € X; 

(2) (A N B)(zx)=A(zx) Ñ Bix), Yr E X; 

(3) (AS) (2) = Ala), Vx EC X; 

(4) AC BEX Var E X)(ACz) G B(z)). 

例 1.5.2 对 给 定 的 x EX,A(z),B(r) € F (0.1D. H 
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_0.5 0.7, 0.3 0.90.6, 0.2 
Ala) == + oa + 557 BCs) 0 Ol oO. 

0.5 0.7 , 0.3\ ~ .9 , Oo. 0. 2 
MA 0 Bed = (8 494428) o (heas 


0 0.1 0.2 
9 


0.5 A 0.9, (0.5 A 0,6) V (0.7 A 0.9) V (0.7 A06), 
0 0.1 


(0.5 A 0.2) V (0.7 A 0.2) V (0.3 A 0.2) V 0.9 A 0.3) V (0.6 A 0.3) V (0.6 A 0.3) V ©.2 A 0.3) 
0. 


0.5 
0 


由 同样 的 步骤 可 得 
0.7 


A(x) F B(x) =% 48 640.2 


weep EE OS, 口 


可 以 类 似 地 定义 m 型 Fuzzy 集 如 下 : 

定义 1.5.2 X EM m 型 Fuzzy 集 (type-m fuzzy set) 是 一 个 Fuzzy 和 集 , 其 
隶属 度 值 为 L0,1] ER m—1 型 Fuzzy 集 . WX EPZA m 型 Fuzzy RA 
F(X). 

对 于 m 型 Fuzzy 集 的 并 、 交 和 补 运算 以 及 序 关系 可 以 类 似 定义 . 


~All) = 


1.5.2 区 间 值 Fuzzy 集 


如 果 2 型 Fuzzy 集 的 隶属 范 数 值 为 区 间 , 则 有 下 面 的 定义 . 
定义 1.5.3 (Sambuc, 1975; Zadeh, 1975) 设 A 是 论 域 X 到 To 的 一 
个 上 映射, 即 


A:X 一 入 Ito, 1] 
称 A 是 X 上 的 区 间 值 Fuzzy 集 (interval-valued fuzzy set or $$ -fuzzy set). 这 里 
tony =(a=[a,a||0<a<a<1,a,a € R) (1.5.4) 


id X 上 的 全 体 区 间 值 Fuzzy RW F(X). 
图 1.5.2 说 明了 区 间 值 Fuzzy 集 的 概念 ， 


人 [4,4]. A 和 A 分 别称 为 A 的 下 隶属 函数 和 上 隶属 函数 (lower and upper 


membership). 区 间 值 Fuzzy 集 的 并 、 交 、 补 与 序 关 系 定 义 如 下 : 设 A,B E€ 
F CX), WM, 


(1) (A U B)(z) =[ACz) V B(x), A(z) V Bla) ], Yr € X; 
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a yy ——j> 
1.5.2 KEHA Fuzzy RC ACa) = [al saz] ). 
(2) (A N B(x) =[A(z) AB(z),ACz) A Blx)], Yr € Xi 
(3) A (1) =[1—A(z),1—A(a)], Vz € X; 
(4) A S BSACBHACGB. 
由 此 得 到 AUB=AUB, AUB=ANB, 
AN B=ANB, AN B=ANB, 
A‘ =A, AS = CA)‘, 
例 1.5.3 设 X = {xy 909 9X3 94 Ts } ’ 则 A 二 “年 老 ” 可 以 定义 为 
__£0.6,0.9] , [0.2,0.3] , [0.1,0.2] , [0.8,0.9] , [0.4,0.6 
Bn ee ee ee aE 


注 : 有 人 将 区 间 值 Fuzzy 集 称 为 灰 集 (grey set) (Deng, 1989). 


1.5.3 L-Fuzzy 集 


定义 1.5.4 (Goguen, 1967) $ (L, V, A, <) X% IRER X AL 的 一 
个 映射 A, BE 
A:X—L 
BRA X EB) L-Fuzzy 集 (L-fuzzy set). i@ X 上 的 全 体 L-Fuzzy #5 A(X). 
由 于 [0,1j, Ito, 17, F ((0,1]) 都 是 格 ,所 以 定义 1,1.1 中 的 Fuzzy 集 ,定义 
1.5.3 中 的 区 间 值 Fuzzy 集 ,定义 1.5.1 中 的 2 型 Fuzzy 集 都 是 特殊 的 L-Fuzzy 
集 . 
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L-Fuzzy 集 的 并 、 交 、 补 与 序 关 系 定义 如 下 : 设 A,BE€ F(X) , 则 : 
(1) CA U B)(z)=A(r) V BC), Yr EX; 
(2) (A N BX) SAC) A Bla), VIE X; 
(3) A (r) =N(Alz)), Vx € X; 
(4) AC BO(Yr E X)(ACz) < B(zr)). 
这 里 N 为 (LL, S) 的 逆序 对 合算 子 ( 参 见 定 义 1.3.3). 


1.5.4 直觉 Fuzzy 集 


Atanassov F 1983 年 给 出 了 Fuzzy 和 集 的 一 个 推广 概念 一 一 直觉 Fuzzy 集 . 
Fuzzy 集 给 出 了 论 域 中 一 点 的 隶属 度 , 而 直觉 Fuzzy 集 给 出 了 论 域 中 一 点 的 隶 
Jaa BE SAE SR RE. 

定义 1.5.5 (CAtanassov, 1983) 论 域 X 上 的 一 个 直 党 Fuzzy & Cintuition- 
istic fuzzy set) 是 下 列 形式 的 一 个 对 象 

A={Clz,ua lT) va) |z E X} (1.5.5) 
其 中 ual) CE [0,1]) 称 为 “xz BFA 的 隶属 度 ”(degree of truth-membership 
or degree of membership), va (z) CE [0,1]) 称 为 “x 不 属于 A 的 隶属 度 ” 
(degree of false-membership or degree of non-membership), 并 且 其 和 满足 下 
列 条 件 
wala) tvar) S1, VrE X (1.5.6) 
论 域 X 上 的 所 有 直觉 Fuzzy EWH IF OX). 为 了 简单 起 见 , A={( Crop, l2), 
va (T) |z EX) 记 为 A 二 (zypayva). A XS TTL, wn eee Fuzzy 集 
A=(xspasva) 可 以 表示 为 


A Alt) va) | Cuala) wae) (pa in) v4 (Tn)) 
xy T? Tr 
(1.5.7) 
Bj 1.5.4 i X= {112232324 x5), MAW Fuzzy 集 A=“ 年 老 ” 可 以 定 
义 为 
A = (0-820.2) | 0.2,0.7) | (0.1,0.8) | (0.9,0.1) , (0.5,0.5) p 
xy Xp X3 T4 Xs 
MFA =Cuasvg) E SF (X) , 我 们 称 
max) =1— palar) — valz) (1.5.8) 


为 元 素 工 在 4 中 的 直觉 指标 (intuitionistic index). 78 BRO < ral) <1 
(Burillo, Bustince, 1996a). Lua(z),1 一 vaGz)j 称 为 在 直觉 Fuzzy Œ A= 
Cua sva) 中 的 Fuzzy 值 (fuzzy value) (Atanassov, 1986). 
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直觉 Fuzzy 集 的 并 、 交 、 补 与 序 关 系 定义 如 下 , 设 A,B € SF (X) , 则 : 
(DAU B={((r,max{ya (x) ,np rT)}, min{ya (xz) ,vp (7)}) | x € X}; 
(2) A N B={(z,min{ua (x) ,np (rz)}, max{ya (xr) ,vp (7))) | 工区 X}; 
(3) AS ={(zx,va lr) ,na (7)) |x E X}; 
(4) AC BSu € pp Hrva D vg; 
()A=BEAC B,BCA; 
(6) A < Bey, S vg Hrva Cog. 
还 可 以 考虑 直觉 Fuzzy 集 的 三 角 模 运算 : 设 A,BE IF CX) W: 
(1)AU, B={(x, | Cua ar) ugn CT)), Fy, Co) vgl) |x E X}; 
(2) A N: B={Cx. Tug (a) pla), | Gg (x) vg a))) |x E X}. 
直觉 Fuzzy 集 与 区 间 值 Fuzzy 集 是 Fuzzy 集 的 两 个 推广 ,数学 形式 上 两 者 
是 等 价 的 ,通过 下 面 的 映射 可 以 证 明 
f:F¥, CX) > IF (X) 
A=[A,A]>B 
其 中 ja (x) =A(z), vp(z) =1— Ala). 但 在 应 用 上 两 者 的 涵义 还 是 不 同 的 . 
Gau 和 Buehrer (1993) 定 义 了 含糊 集 (vague set) 的 概念 ,随后 Bustince 和 
Burillo (1996a) 证 明了 含糊 集 就 是 直觉 Fuzzy 集 . 
定义 1.5.6 (Atanassov，Gargov，1989) 论 域 X 上 的 一 个 区 间 值 直觉 
Fuzzy 集 (interval-valued intuitionistic fuzzy set) 是 下 列 形式 的 一 个 对 象 


A ={(x,Ma Cr); Nala lz E X} (1.5.9) 
其 中 Ma:X 一 To 和 Na:X 一 To 并且 基 和 满足 下 列 条 件 
Ma (z) +N) 二 1,VzEX (1.5.10) 


论 域 X 上 的 所 有 区 间 值 直觉 Fuzzy 集 记 为 $F,(X). 为 了 简单 起 见 ， 
A=({(z Mala), Na CD |z EX) 记 为 A=(r MG N4). 

区 间 值 直觉 Fuzzy 集 的 并 、 交 、 补 与 序 关 系 定义 如 下 , 设 A,B € IPX), 
则 : 

(1) A U B= (62, [Ma(2) V Malz), Ma(z) V Mg], [NA C) A 
Nga), Na(z) A Ng(x)]) |z € X); 

(2) A N B= (Cz, [M4 C) A Mgl), MaC) A Ma(z)], [Na C) V 
Ne(z),NA(z) V Nga) Dlr € X}; 

(3) A = (Cr, Nal) Mala) |z € X}; 

(4) AC BEM, CM, AN, DNB; 

(5) A=BEACB,BCA; 
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(6) A < BOM, CMs HNA G Ng. 
定义 1.5.7 (Atanassov, Stoeva, 1984) 设 (L, V, A; S<) 为 格 , 论 域 XX 
上 的 一 个 直觉 工 -Fuzzy Æ (intuitionistic L-fuzzy set) 是 下 列 形式 的 一 个 对 象 
A={(zsua (T) va (T) |r E X} (1.5.11) 
其 中 映射 nAa:X—L 和 ja :X 一 了 分 别 表 示 x 属于 A 的 隶属 度 ( 即 pala) ) 和 T 
属于 A 的 非 隶属 度 ( 即 va(x) ), 并 且 满 足下 列 条 件 
OS wala) S NaGz))，VzE X (1.5.12) 
这 里 N 为 (L, S) 的 伪 补 (或 逆序 对 合算 子 ) (参见 定义 1. 3.3)， 论 域 X 上 的 所 
有 直觉 L-Fuzzy Rw OF, CX). 为 了 简单 起 见 , A= {ropa (a) va l) |z E 
X) 记 为 A 二 (x ,pA ,vA). 
直觉 L-Fuzzy 和 集 的 并 、 交 、 补 与 序 关系 定义 如 下 , 设 A,B € 41(X) M: 
(1) AUB={(r, a(tr) V up rd valr) A vp (x) |z E X}; 
(2) A QN B={lrsualr) A pp lo) svg la) V vgl) lz € xX}; 
(3) AS ={ (zva lT) sua (z) |x © X}; 
(4) AC B&pa Z ug Hva 2 vp; 
()A=BOEACB,BCA; 
(6) A < Bey, S vg Hva C vg. 
由 定义 1.5.7 有 
A, BE SF CXI> CV x E X) Cua ae) S NOl), yug) S Ng (rT))) 
ua (x) V ugl) S NOA) V NUvp (7X)) 
< NaCl) A vBGCz)) 
>A U B,AN BE IF (CX) 
这 说 明 直 觉 L-Fuzzy 集 的 并 与 交 运 算是 合理 的 . 


1.5.5 Genuine 集 


Genuine 集 是 Demiric Æ F m ÄI Fuzzy $% H E W). 
定义 1.5.8 (Demiric, 1999) ik A WX X 1” 到 了 的 一 个 映射 , 即 
A:X X I” +1, (259) G2 9° 1 Gn) P 

PA AX ER m BY Genuine $ (mn th-order genuine set), AC, o) 192 Pa) 
为 Genuine Æ A WAA% (reality function). w X EKE m Bt Genuine HH 
GŠ, 
特别 地 , 当 m =O 时 ,该 映射 变 为 4:X 一 工 .因此 ,Fuzzy 集 也 可 以 看 做 是 0 
阶 Genuine 集 . 


容易 看 出 ,所 谓 的 m bt Genuine 集 其 实 就 是 m+ 1 Fuzzy Æ. 事实 上 ,m 
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型 Fuzzy 集 就 像 m 个 函数 复合 在 一 起 ,而 m 阶 Genuine 集 就 像 一 个 含 m 十 1 个 
变 元 的 函数 . 因此 ,这 种 双 射 的 存在 性 是 容易 理解 的 . 

BPR m + 1 型 Fuzzy 集 与 m 阶 Genuine 集 之 间 可 以 建立 一 一 对 应 ,但 
Demiric 并 不 打算 将 Fuzzy 集 上 的 序 关 系 与 运算 也 照搬 到 Genuine 集 上 ,而 是 重 
新 定义 了 新 的 序 关 系 及 运算 . 

.为 了 在 Genuine 集 上 构造 序 关系 及 各 种 运算 ,我 们 先 做 如 下 定义 : 
定义 1.5.9 (Demiric，1999) 对 给 定 的 一 个 m Br Genuine Æ A, 定义 一 个 
Fuzzy 集 GCA), 其 隶属 图 数 为 G(A):X -一 了 , Bp 
| sup Alaa, 929° pn No NAc N Pm > 0 
GA) (x) = 4 PaP Pa E] VEX 
A(z); | m= 0 
| (1.5.13) 

有 了 Fuzzy Æ GCA), 再 利用 Fuzzy 集 的 运算 ,我 们 就 可 以 定义 Genuine 集 
上 的 序 关 系 与 交 、 并 、 补 等 运算 . 

定义 1.5.10 (Demiric, 1999) 设 A,B EG*,{(A,:i€ J} CG*, Wy 

CDA CBOG(A) C GCB); 
(2A =*§BSESG(A) =G(B); 
(3)B =§A* SG(B) = (GCA). 
另外 ,Demiric 还 在 Genuine 集 上 对 空 集 SRS MS EM: 
X FW Genuine # E RHA m 阶 空 集 (mm th-order empty set), 是 指 其 真 函数 


为 
E(x p123 Gm) =0, VLEX, Vg Vg Von E O14 
(1.5.14) 
ECT, p12 Pm) E 0,1], Wx E x, Jre {1,2,7 m};gp, =0 
(1.5.15) 
简 记 为 DE. 


X EK Genuine € URA m 阶 全 集 (m th-order universe set), EM HA R 
数 为 


U(z,l1,l1,..…,1) =1,， 如 工区 类 (1.5.16) 
UCE popr" Gm) E (0,1), WrE X,Fr€ {1,2,--,m},9, #1 
(1.5.17) 

简 记 为 Xé, . 


事实 上 ,m NERS m 阶 全 集 都 不 是 唯一 的 ， 
上 面 给 出 了 Fuzzy 集 几 种 流行 的 推广 ,这 些 Fuzzy 集 之 间 的 关系 如 图 1. 5.3 
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ER 


~ 


区 间 值 Fuzzy 集 


图 1.5.3 各 类 Fuzzy 集 的 关系 


关于 2 型 Fuzzy 集 的 研究 主要 在 其 运算 .推广 和 应 用 上 (Karnik Mendel, 
2001; Mendel, 2007;Mendel, Wu, 2007) ,还 有 考虑 区 间 值 的 区 间 2 型 Fuzzy 
集 (Wu，Mendel，2007 ，2008) ;区 间 值 Fuzzy 集 比 2 型 Fuzzy 集 在 实际 应 用 中 
更 容易 处 理 (Bigand，Colot，2010; Bustince, Barrenechea, et al., 2009; 
Cornelis, Kerre, 2006; Liu, Wang, 2006; Vlachos, Sergiadis, 2007b; Zeng, 
W. , Li, H. , 2006. ); 3} F L-Fuzzy 集 研 究 主要 是 在 纯 数学 上 , 如 序 结构 与 拓扑 
(Hsueh, 1993; Kortelainen, 1997); 直 党 Fuzzy 集 在 理论 (Burillo, Bustince, 
1996) # hy FA (Lin, Yuan, Xia, 2007; Liu, Wang, 2007; Vlachos, Sergiadis, 2007a) 
上 都 有 研究 . 

与 Fuzzy 集 相 关 的 概念 还 有 Negoita 与 Ralescu (1975) 所 提出 并 证 明 与 
L-Fuzzy 集 具有 等 价 性 的 L-Flou 集 ，Hirota (1977，1981) 所 研究 的 随机 集 
(Probabilistic Sets), Soft Æ (Molodtsov, 1999), Genuine 集 (Demiric，1999 ) 
等 . 关于 t- 模 的 研究 主要 集中 在 t- 模 的 概念 推广 .构造 和 其 他 推广 Fuzzy 集 上 的 
t- 模 等 (Baczynski, Jayaram, 2008; Fodor, 1991; Klement, 1982; Klement, 
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Mesiar, Pap, 2004a,2004b,2004c; Mayor, Torrens, 1991; Peng, Sun, 1998; 
Turksen, 1986;Wang, 2006; 张 文 修 ,1984). 关于 Fuzzy 集 的 基数 主要 研究 数 
量 基 数 .整数 基数 和 Fuzzy 基数 及 其 公理 化 定义 (Baets，Janssens, Meyer,2006 ; 
Casasnovas, Torrens,2003; Delgado, Sanchez, et al. , 2002). 关于 Fuzzy 集 的 
Fuzzy 度 或 Fuzzy $ Ay LA & By 3c RKC De Luca, Termini, 1972; Shang, Jiang, 
1997; 应 明生 ,1984). 关于 Fuzzy 集 的 贴近 度 可 以 参阅 文献 (Chen，1994; 
Chen, Chen, 2003; Deng, Shi, et al., 2004; Hung, Yang, 2004; Hyung, 
Song, et al. , 1994; Khatibi, Montazer, 2009; Li, Cheng, 2002; Liang, Shi, 
2003; Liu, 2005; Mitchell, 2003; Pappis, Karacapilidis, 1993; Pedrycz, 
1997; Shang, Jiang, 1997; Szmidt, Kacprzyk, 200la; Zwick, Carlstein, et 
al. , 1987) RF Fuzzy 算 子 的 研究 还 有 综合 算 子 ,如 
(CAOB) (xz) =A N BaD J ECA U B(x)’ 


或 (l1—nNLCA N BX] +r U B)Cz)]， 
r € [0,1] (Zimmermann and Zysno, 1985); 
Fuzzy 算 子 的 敏感 性 ,如 
o [ririfla(zTy) a(x T y) 
s= | pe + | ay | Jazdy 
_(' [jae Tw | (ae Ty)? 
或 S; -| | f an + ( Jy ) azas 
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第 2 章 分 解 定理 .表现 定理 与 扩张 原理 


模糊 集合 的 分 解 定理 (decomposition theorem) .表现 定理 (representation 
theory) 与 扩张 原理 (extension principle) 是 模糊 理论 的 三 个 基本 定理 与 原理 , 这 
三 个 定理 建立 了 模糊 数学 与 经 典 数 学 之 间 的 桥梁 . 利用 分 解 定 理 , 可 以 将 所 研 
究 的 模糊 对 象 分 解 为 一 系列 与 之 相对 应 的 经 典 问题 来 处 理 ; 由 表现 定理 ,可 以 通 
过 求 得 的 经 典 问 题 的 解 来 研究 模糊 问题 的 求解 方法 ;利用 扩张 原理 ,又 可 以 将 经 
典 的 方法 进行 推广 ,使 所 获得 的 结果 更 加 接近 实际 . 本 章 先 从 Fuzzy 集 的 截 集 
出 发 ,建立 了 Fuzzy 集 的 分 解 定 理 、 表 现 定 理 与 扩张 原理 . 在 这 些 理论 的 基础 
上 ,讨论 了 一 类 特殊 的 Fuzzy 集 Fuzzy 数 及 其 扩张 运算 、 一 类 特殊 的 Fuzzy 
数 一 一 区 间 数 及 其 扩张 运算 、Fuzzy 集 的 模 扩 张 运算 以 及 分 布 数 的 扩张 运算 . 
这 些 扩 张 运算 在 不 同 的 研究 领域 有 着 重要 作用 . 


9 2.1 Fuzzy 2H aE 


在 Fuzzy 集合 与 普通 集合 相互 转化 中 的 一 个 重要 概念 是 a 水 平 截 集 , 这 一 
概念 在 Fuzzy 决策 中 也 经 常用 到 . 为 了 使 正题 的 引入 更 加 自然 ,首先 来 看 下 面 
的 例子 . 

例 2.1.1 在 一 次 “优胜 者 ?的 选拔 考试 中 ,10 位 应 试 者 及 其 成 绩 如 表 2. 1. 1 
所 示 . 


表 2.1.1 应 试 者 考试 成 绩 


现 按 *“ 择 优 录取 "的 原则 来 挑选 
设 Fuzzy 集 A 表示 “优胜 者 ”， 按 各 人 成 绩 与 最 高 分 的 比值 作为 属于 A 的 
RRE 
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— 10, 0.94 | 0.32 0.61 | 0.85 0.95 0.25 0.72 , 0.86 0.4 
Ti T? T3 T4 T5 Te T7 Tg Ty Tio 
择优 录取 实际 上 就 是 要 将 Fuzzy RA 转化 为 普通 集合 . 即 先 确 定 一 个 国 值 
at0 委 ca 委 1)， 然 后 将 隶属 度 A(x;) Sa 的 元 素 挑 选 出 来 . 因此 , 当 a 取 0.7、 

0.9 时 有 


A 


Ao.7 = {Lj ,Ts ,Ts » Tg, Tg) 
| Ao = {x] 2X2} a 

这 样 ,可 以 将 一 个 Fuzzy 集 转 换 成 一 个 经 典 集 ,从 而 在 Fuzzy 集 与 经 典 集 之 
间 构 筑 起 了 相互 联系 的 桥梁 . 

定义 2.1.1 AAC F(X), Mac [0,1], 记 

A, ={x€ XIA(zr) 守 a) (2.1.1) 
称 A, X Fuzzy @ A 的 a -M HC a-cut set), MEW A 的 a -水 平 集 ( a -level 
set). MEK 

A. ={r E X|A(x) >a} (2.1.2) 
WA 的 强 a - 截 集 (strong a-cut set), RIRH A WIR a -水 平 集 或 a FHKE 
(stronga -level set); a 称 为 截 集 水 平 (cut level) 或 国 值 (threshold value) 或 置信 
水 平 (belief level). 有 时 为 了 表达 方便 将 A. A, 表示 ， 

A, 是 经 典 集 . 由 于 Fuzzy 集 的 边界 是 模糊 的 ， 如 果 要 把 Fuzzy 概念 转化 为 
数学 语言 ,需要 选取 不 同 的 置信 水 平 a(0 Sa Sl) 来 确定 其 隶属 关系 . a - 截 集 
就 是 将 Fuzzy 集 转 化 为 经 典 集 的 方法 . 

AEF), H | 

Aj ={zlz E X,A(zr) > 0} =suppA (2.1.3) 
A, =(x|x E X, Alr) = 1) =kerA (2.1.4) 
A 的 文集 A5, KA, WAR ANA, 以 及 截 集 A。 的 示意 图 如 图 2.1.1 所 示 . 

例 2.1.2 取 例 1.2.3 中 的 A=((a,1), (6,0.75), (ec,0.5),(d,0.25)， 
(e,0)), XX 二 {a,b,c,d,e}， 有 

A, =({a}, Ag 7 ={asb}, Ag 5 = {a,b,c}, Aoz ={asb,c,d}, Ay =X 

A; =Ø, Azz = {a,b}, Ags = {a,b}, Ago ={a+b,c,d}, Aj ={asb5c,d}. 
E 
H| 2.1.3 RAE F(R), H 
Ts x € [0,1] 
Aa) = 2—-a, x € (1l,2] 
z—-2, XE (2,3] 
0; 其 他 
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Æ 2.1.1 A,, Aj, A,» Aj \A, 示意 图 


R, a 二 0 


| A = A =a} = 
则 “一 人 1A(z) ) {a re O<a<l 


其 图 形 如 图 2. 1. 2 FER. 


a - 截 集 具 有 下 列 性 质 . 

定理 2.1.1 设 A,BE ZF(X),a,8E [0,1], W: 

(1) a < >A; ZE A; G A; CA,; 

(2) AZC B& Va €E [0,1],A, S B,; 

(3) AC BS Va € [0,1], A; C B; 

(4) A =BS Va € [0,1],A,=B,@ Va € [0,1], A; =B-. 
证 明 只 证 (2). 

ORAT B, Mj Yee [0,1] 
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x E A, >A) Za >B) S Alr) Parc E B, 
Bp A, Z B.. 
GDB Va € L0,1],A, SB 如 果 AS 昌 不成立, 则 至 少 存在 一 点 
Zo E X, 使 得 
ACz) > Blz) 


XF Alto) Sa > Blr), 有 xzo E A,» (Az € B,. 这 与 假设 矛盾 . 因此 


AGZ B. C] 
定理 2.1.2 RAE FCX),_ Va eE [0,1] 
A, ={) Aj (2.1.5) 
A<ia 
A; =[ A, (2.1.6) 
A>«a 
证 明 Wa € [0,1], A, ={z|A(z) Sa} = =f) {2|ACx) >à} =f) Aj 
A<ia A<_a@ 
={x|A(z) >a} =|) {zlA(z) Sa} =U Ay. 
A>a A>a 


定理 2.1.3 R A,BE F(X), Ya € [0,1]: 
(1) (A X B), =A, X B,; 
(2) (A X B); =A- X By. 
证 明 Ya€ [0,1], zy) E (AXB) SAXB)(r,y) Sa 
Ə min( Alr), Bly} 2a (由 定义 1. 3. 15) 
OA(r) Sa Bly) 2a € A, yE B, 
S(z,y) E A, X B, 
即 (A X B), =A, X B,, 同 理 可 证 (A X B); =A; X Bz. a 
定理 2.1.4 A,B E F(X), M) Vac [0,1]: 
(1) (A U B), =A, UB,, (AN B), =A, Q B,; 
(2) (A U B); =A; U Be, (A N B); =A; f Bz. 
iW Va [0,1], (AU BD ={2|(A UB) Sa} 
= {x| A(x) V Blz) >a) 
={x| Alr) >aR B(x) Sa) 
={x| Alx) Sa} U {x|Blx) >a} 
=A, U B.. 
同 理 可 证 其 他 各 式 . 口 
FF CX) PH ARR Fuzzy 集 , 上 述 结论 仍然 成 立 , 即 


D0 —— A EH BEB 


(U A) =U (CA); (N A.) =N (A,)s 


t=1 a i=] 


但 是 ,对 于 无 限 个 Fuzzy 集 ,等 号 未 必 成 立 . 一 般 有 如 下 性 质 ， 
定理 2.1.5 {Ak EATI), M: 


DU (Ad. (Ua) , 站 aD = (NA 


ica tcA a t€A :EA a 


D (Ua) =U Ads (NA) EN Ads. 
IEA a tEA tea a tc A 
证 明 O) Vx EC Xx € U (A), > ji EA, rE (A, Ja >A, (x) 2a 
LEA 
> V 4A,(z) Pa rx E (Ua) 
:EA IEA a 
VrE X,x€() AD, VLE Ax E€ (A,), SVEE ASA (x) Sa 
te A . 
ES A Aa) Sa (] A) >a 
IEA IEA 
Ər E (Na) . 
ICA a 
(2) 类 似 (1) 的 证 明 方 法 可 证 . D 


需要 指出 的 是 定理 2.1.5 中 (的 第 一 式 与 (2) 的 第 二 式 未 必 有 等 号 成 立 . 
例 2.1.4 RA, C F(X) (nEN), H 


A, (x) =0.5(1— >) 


则 
(U A, | Cz) = + 
于 是 
(U 4), = 


但 Vn < N, (A, os =Ø, Mit U (A,Jo5 =O, 因此 
n=] 


U Ades #(U Aa). 口 
n=] n=] 


0.5 


定理 2.1.6 BVLE Asa, € [0,1], a € [0,1], A € F(X), D 
C1) A, Va) =f) A, o ÅR a = Ars. | | | 


‘EA IEA ee IEA 
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(2) CA‘), » (AC), = (Ajaa). | 
iE AA (1) V2 € Xs rE Ay, OAC) > ,VLE MAD > 


GVEA eA ere QA. 
ICA 
同 理 可 证 第 二 式 . 
(2) 只 证 第 一 式 , 第 二 式 的 证 明 类 似 . 
VxE X,2 € (AS), SA (1) Pa BAe) 和 1 一 a 


l—a , LJ 


Lr E AL 
— fa (AS 4 (A), 下面 的 例子 说 明了 这 一 点 . 
例 2.1.5 X= labe), A= LIE, N Ae = (b,c), 于 是 得 
到 | (Ao 6s)' = {a}. 


LAA AHF 4 O84 AD C=O, A (Ay gS HAD og. 


a b C 
C 
对 于 定义 1.3.7 的 模 并 与 模 交 有 类 似 的 截 集 性 质 
定理 2.1.7 HA,BE F(X),T, LAIA S tA, a€ [0， 1], 则 : 
(D(A U, BD, DA, UB, AN, BGA, NB; 
(2) (AU, Bz; DA; U B; (A N- Bh GA; B. 
为 外 ,对 于 截 集 还 有 如 下 定义 . 
定义 2.1.2 HAC F(X), MaE [0,1], WKH 
A,» O<e<l 
[A], “1 (2.1.7) 
Ap» a=0 
为 4 的 广义 = - 截 集 (通常 用 M 表示 集合 M 的 闭 包 )， 
例 2.1.6 设 A4A 为 例 2.1.3 中 的 Fuzzy 集 , 则 
[Aj] = (00,2) U (2,3) =(0,2) U (2,3) =[0,2] U [2,3]=[0,3] O 
BR, VAC F(X), 
(1) LA], CA, =X; 
(2) [A], =A, Ca E 0,1). 


$2.2 分 解 定理 


从 截 集 的 性 质 可 知 , 当 a 从 1 下 降 趋向 于 零 时 , A, 从 A 的 核 kerA (可 能 为 
空 集 ) 逐 渐 向 A 的 支 集 suppA 扩展 . 因此 ,我 们 可 以 将 Fuzzy 集 A 看 做 其 边界 


VO AR BL EE HE 


在 kerA 和 suppA 之 间 游 移 , 即 将 Fuzzy RA 看 做 经 典 集合 族 (A, la € (0,1]} 
的 总 体 . 下 面 的 分 解 定理 反映 了 这 一 事实 . 
定义 2.2.1 设 a€10,1], AE F(X), 定 义 ah € F(X), 其 隶属 函数 为 
(aA) (xz)=a A Alz), TEX (2.2.1) 
称 aA 为 a 5A 的 数 积 (scalar product). 


us IEA 
» 而 aA 仍 是 Fuzzy 


0, z€ 


当 A 为 经 典 集 时 , (eA) (zx) =a A yx, (2) -| 
集 . 如 图 2. 2. 1 所 示 . 


(a) 数 与 Fuzzy 集 的 数 集 (b) 数 与 经 典 集 的 数 集 
图 2.2.1 数 集 的 隶属 函数 曲线 


定理 2.2.1 BRA BE Fc CX) MA, 

(1) 若 aas € [0,1], Wa, Sa,>a,A Z aA; 
(2) A & B=Va €E [0,1], eA S aB. 

定理 2.2.2 (分 解 定 理 ) 设 A € F(X), H 


A= U (oA,) (2. 2. 2) 
a€E[0,1] 
A= |] (oh;) (2. 2. 3) 


c€ (0,1) 
证 明 只 证 第 一 式 , 第 二 式 的 证 明 是 类 似 的 ， 
如 图 2.2.2 所 示 , 因 A。, 是 普通 集合 , 且 其 特征 函数 
1, Alr) Sa 
Xa © 一 0, Alr) <a 
FE, VrE X, 有 
(U aA) D= V (aA, = V CaN x4 (2)? 


a€ (0,1) 
=( V Ca A Xa (2) V oer Ca A XA (2) 


O<as A(z) 


第 2 章 分 解 定 理 . 表 现 定理 与 扩张 原理 “一 一 一 一 7] 


= V a = Alr) O 


Ose A(z) 


2.2.2 一 个 Fuzzy 集 的 分 解 


由 定理 2. 2.1 Wa 
A(z) = 2.2.4 
(x)= A la V Xa (z) ) = A 1 V Xa, (z)). ( ) 


推论 2.2.1 设 A e FOD, Qro,1] 为 L0， 1] 中 全 体 有 理 数 之 集 , 则 


(1) A= |] GA, = |] (aAh;) (2.2.5) 
ae Q.) a € Qio, 


2) YrE X, A 
A(z) =V {ala € L0,1],z € A,} =V {ale € [0,1],z € A;} 
(2.2.6) 
证 明 (1) 考 虑 到 Qo 在 L0,1j 中 稠密 , 故 (1) 的 证 明 同 定理 2.2. 2 的 证 明 步 
又 完全 一 样 . 
(2) 由 定理 2.2.2,VzrEX, 有 
A(z)= V Ca A Xa. (x)= V {a} =V {ala € [0,1],x2 € A,} 


a€[0,1 O<ex A(x) 


后 _ 式 的 证 明 是 类 似 的 口 
推论 2. 2. 1(2) 表 明 若 已 知 Fuzzy 集 A 的 所 有 截 集 , 则 可 以 求 出 A. 
例 2.2.1 设 X={2x, 9099394 1X5) 并 且 Va €E LO,1], Fuzzy Œ A 的 截 
集 为 


{2X1 ， 工 2 9T3 TI Ts}, 0 委 a 委 0.2 


(ZTE3yZ4 9 O2<a<.0.5 
A, = {21 5X3sXq}> 05<a<0.7 
(21 +Za}> 0O7<ax<0.9 


{za}, 09<a<1.0 
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则 由 推论 2.2. 1(2), 有 Alz) =V (a € [0,1jizlE A,} =0.9. 同 理 

ACz) =0. 5, ACz, ) =0.7, ACz) =1.0, A(Czi) 一 0.2 
wA 


09,05,07, 10,02 


Ti To T3 Xs Xs 


A 


定理 2.2.3 (广义 分 解 定理 ) 设 A € F(X) AER ARH 
H:[0,1]># (X) 
a WH Ca) 
使 得 Va €E L0,1], A; Z Hla) CA,, M: 


(1) A= UJ aH (a); 
a€(0,1] 


(2) Q) <i ag—H(a,) D Hlaz); 
(3) A, =f) H(A), a € 0,1], Az =U) H®, a € [0,1). 


BSa boa 


证 明 (1) A- C Hla) C A, ,>aA- C aH (a) CaA, 
=> Å = J aA. Z LJ aH Ca) | J aA, =A 


a&[0,1) a&[ 0,1} 2€ [0,1] 
>A = J aH (a). 
a€ [0,1] 
(2) 由 定理 2. 1.1(1) 得 到 
ay <ao> Ha) — AL D Aa, 2 Hlaz). 
(3) VB<a, a € (0,1] 
H(p) 2 A 24A, > (| H(A 2 A,» a € (0,1] 


pa 
又 有 
站 五 66) Cf) Ag=Acya SA a E (0,1) (由 定理 2.1.6(1)) 
Pa Ba hea 
因此 = 
A, =f) HØ. 
Bxa 
同 理 可 证 男 一 式 . LI 


上 述 分 解 定 理 说 明 Fuzzy RA 不 仅 可 以 由 截 集 A。( 或 A; ) 确 定 , 而且 还 可 
以 由 更 一 般 的 集合 族 Ha), a € [0,1] 来 确定 , 即 Hla) 不 一 定 是 A, RA, 其 
至 可 以 介 于 它们 之 间 . AF Hd) 的 这 种 灵活 特性 ,使 得 映射 Hao) 在 实际 中 有 具 
有 更 广泛 的 应 用 . 
分 解 定理 也 可 以 推广 到 t- 模 中 . ac [0,1] MA E F(X), Fuzzy 集 
a TA 被 定义 为 
(a TA)Cr) =at Alr), cE X (2.2.7) 
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定理 2.2.4 BAEC F(X), N 


A= |] QTA D= |] (aTA;) 
a€ [0,1] 2€[0,1) 


$2.3 表现 定理 


定义 2.3.1 RARA H:L0,1]—? (X), MARE 
Vaisa: E [0,1]; Yai <az>H(la,) T Hla) 
称 百 是 X 上 的 一 个 集合 套 Cnest of sets). 
今后 记 W(X) 为 外 上 全 体 集 合 套 之 集 . 
例 2.3.1 AC F(X), YaE€E[0,1], 令 
Hi(a)~=A,={r€ X|A( xz) Se) 
H, (a) =A; =(x E XIA(zr) >a) 
H; (a) 满足 A; T H; a) CA, 


75 


(2. 2.8) 


根据 定理 2.1.1 知 , A, 、4; 都 是 集合 套 . 同样 由 定理 2.2.3 He (a) 也 是 


集合 套 


为 经 典 集 . 因此 ,对 集合 套 规定 如 下 运算 . 


[] 


定义 2.3.2 设 (Hilt € A) W(X), 分 别称 U H, Q H, 为 族 


tea 


(五 ,| € A} 的 并 和 交 . 其 中 
(UH)(wW EU H,@). Ya € [0,1] 
IEA IEA 


(A H, ) (a) A N H,(a)s Ya € [0,1] 
IEA IEA 


i H E€ N(X), RA WH Wh, Hp 
CH‘) (a) 会 (H(1—a))‘, Va 和 [0,1] 


下 面 定理 表明 ,W(X) 对 上 述 运 算是 封闭 的 . 
定理 2.3.1 WHE NCX), {HEA CNCX),M 


LH, ENX), MH, ENX), H € W(X), 


ICA tEA 


证 明 ”这 里 只 证 H CE W(X), 其 余 的 由 定义 2.3.2 易 知 . 
设 HE NVCX), WW Yasa; € [0,1] 
ay Lla >l 一 al > 1l-a>HU—a,) € HO — a) 


tea 


(2.3.1) 


(2.3.2) 


(2.3.3) 


=> (H(1—a,))’ C CHO —a,))' >H la) C Hla) 


Bm HS E€ W(X). 
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与 在 乡 (X) 中 定义 序 关系 一 样 ,W(XX) 也 可 以 进行 类 似 的 讨论 . 

定义 2.3.3 设 Hi,H,€ N(X),BVaEl0,1],4 H, COTH, (a), WR 
A, 包含 H,, RH, 被 包含 于 H2, 记 为 H, CH, H, 2H; hi Yace [0,1], 
X Ay (a) = H; Co) WRK H, =H,. Mid X E W(X), 使 得 Vee [0,1], X= 
X; MH Ø € W(X), 使 得 Va E [0,1], DO = 他. 

容易 验证 “ 己 ”是 W(X) 中 的 偏 序 关 系 . 并 且 直接 验证 即 可 得 到 以 下 
定理 . 

定理 2.3.2 W(X) 中 的 并 .、 交 与 补 运算 满足 与 (X) 中 一 样 的 运算 规律 . 
特别 地 ,下 列 各 项 成 立 : VH,H,,H.,H; € W(X), 则 . 

DAA SEH X; 

(2) 分 配 律 H, U CH, N H) =H, U H;,) N (H, U A), 

Hy, N CH: U H) =(H, N H) U (H, N A); 

DARE (HY =H; 

(4) RE CH, U H) =H; N H3. 
MCN CX), Us Msc) 是 一 个 完备 的 软 代数 . 

与 9(X) 一 样 ,在 W(X) 中 ,互补 律 也 是 不 成 立 的 . 

例 2.3.2 i X=[—1,1], m H:[0,1] +? (X), 使 得 

Va € [0,1], Hla) =[a—1,l—a] 

MHEN(X)AHUHKFX,HD) H+. 

FXE, Vaisa: E [0,1], 

a Saz: >a, ~l<a,—l,l—a<l—-a, 
人 [Las —1,l—a:] © La, — 1,1 — a, ]>H la) Z Hla) 
B H E MCX). 又 Va€[0,1], 有 
H (a) = (HO —a)) = ([~asa])" =[~1, —a) U Cael] 

取 a=0.6, H(0.6)=[—0.4,0.4],H° (0.6) =[—1,—0. 6) UC. 6,1], 78 
(CHU A*)(0.6)=[—1,—-0. 6) U[—0. 4,0. 4] U (0. 6,1] KX 
MRMa=0.3, HC0.3)=[—-0.7,0.7], H* (0.3) =[—1, —0.3) U €0.3,1], 这 

时 
CH N 五 (0.3)= 王 [一 0.7,0.7] 门 ([ 一 1 一 0.3) U (C0.3,1]) 


一 [一 0.7, 一 0.3) U (0.3,0.7] 关 2. LI 
定理 2.3.3 (表现 定理 1) HENX), 
A= LJ aH Ca) (2. 3.4) 
a&(0,1] 


MA € F(X), TA Vee [0,1], 有 : 
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(1) a # 0A, =N HA); 


Aa 


(2) a £ 1S4; =U HO). 
A>a 


WAR ”Ya € [0,1]. HF He) e 9(X), 则 由 数 与 集合 乘积 的 定义 知 
aH (a) E FX) 


A= U (Ha) € F(X). 


ag [0,1] 


按 广义 分 解 定 理 , 若 满足 条 件 A; C H(a) CA,, 便 可 得 (1) 和 (2), 下 面 证 
明 上 述 条 件 成 立 . 
事实 上 ,YaE[L0,1j], 若 a 关 1 
xz E A=>A(r) >a V AH((r) >a? V AA HA)(r))>a 
AME[Lo,1] ae[o.t] 


=>C Jà € 10,1) Ay A HA) (ed) >a) 
>A) > a H(A, ) (2) = 1>2 E H(A) SZ Hla) 
Ba=~1As=O 
TE H(a>Hla)(x) = 1 
=>( V {fA A HOC) Sa A Ha) (x) =a 


AELO,!1 
>A) > a>r € A, 
因此 , Ya € [0,1], A; © Hla) CA,. G 
推论 2.3.1 HENX), 
A= |] (af (a)) (2. 3.5) 
a€(0,1] 


MIC) Va € (0,1],A, Z Hla) CA, 
(2) V2 E€ X,Alx) =V la € L0,l]|z E Hla)}. 
证 明 (DEEM 2.3.3 的 证 明 中 已 证 . 对 于 (2)，Vz Ee x, 由 推论 2.2. 1 
推出 
A(x) =V {a € [0,1]|z € A,} =V {a € 0,1] |] € Az? 
利用 (1) ,得 
A(x) =V {a € [0,1]|x € AS} SV la E€ [0,1] |x E Hla)? 
<V fa € L0,1]|z € A,)=A(z) 
中 (2) 成 立 . LJ 
2.3.3 i X=|[—1,1], m H:[0,1]— ? (X) 8 
Va €E [0,1], Hla)=[a—1,]—a] 
Mj hp 2.3.2 %9 HE V(X). Vx EX, 由 推论 2.3.14 
Alx) = V a? 


rE Hla) 


18B, —— C 模糊 理论 基础 
“—l<rxi0WM, Ha) 中 包含 工 的 最 大 的 a BME: ae—l=2z, Paltz. 


时 A(x) 二 1 十 Xx; 40<r<1 Af, HC) 中 包含 zz 的 最 大 的 a BE: 1 一 ac 一 >， 
H a=1— z, 此 时 A(z) =l—2x. 其 曲线 如 图 2. 3.1 Bm. 


A(x) 


定理 2.3.4 (表现 定理 IIT) $ 
Pi:N(X)— F(X) 
H wel) = U aH (a) 
- a€ [0,1] 


Mo 是 从 (WCGCX)，U, N9 ACF (X), U, N) 上 的 同 态 满 射 , 并 且 Vee 
[0,1], Æ: 

(0) o (H); © Hla) C o (H), ; 

(2) p (D, =N HO); 


A<a 


A>e 


证 了 明 (1)、(2)、(3) 的 证 明 直 接 由 定理 2.3.3 即 得 ,下 证 2 是 同 态 满 射 . 
1) 证 明 p EWIT. 
IERA E€ F(X), €X H:[0,1] > (X) ,使 得 
Va € [0,1], Hla) =A, 
由 例 2.318 HE W(X), 而 且 由 广义 分 解 定 理 得 
A= |] eH a) 


ac [0,14] 
这 样 , pH) =A, Bl p 是 满 射 . 
2) 证 明 p REE“ U” “N "运算 . 
对 于 集合 套 族 H, lt E€ T}, Ya € [0,1), 考虑 到 (3) ,有 
(pg( UH,)) =U (U 8,)W=U (U HW) 
te T a ET ET 


A>a t A>a t 


i 
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=U (U Hœ) =U A, D; 


tET <A>a tE T 


=(U pg(H,)) (由 定理 2.1.5(2)) 
IET 


且 显 见 当 a 二 1 时 ,上 式 仍 然 成 立 ， 则 由 分 解 定 理 得 
pl U H, ) =|J op(H,) 
ieT te T 
同 理 可 证 


of () H,) =í) ¢(H,). 
tE T tE T 
3) 证 明 p 保持 “c ”运算 . 
WHE W(X), Va € 0,1], 由 (2)、(3) 与 定理 2.1.6(2) 有 
CLH DS HEA =A) (HA a) 
Aa A<a 
=( U Ha-a) =(U Ha) 
I—A>1—a A>1—a 
= (CoH) =C@e(A))*),. 
综 上 所 述 , o 是 同 态 满 射 . 
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国 
分 解 定理 说 明 一 个 Fuzzy 集 可 以 由 一 些 集合 套 表示 ,而 从 表现 定理 可 见 ,每 


个 集合 套 表示 了 一 个 Fuzzy 集 . 
定理 2.3.5 设 {A,lt€T}CFCX), 则 : 


DU A= U (UA): 


tE T az 人 e[Lo,1] ET 
DNAS U af AD). 
tET a€ [0,1] tET 


证 明 (1) H, € NOX), H.a) = (A,),. 根据 表现 定理 UA 
ọ(H,) = U aH (a) = (J a (A), =A,, VLET 


a€ [0,1] a€ [0,1] 
并 且 
UA=U 9A =A UH.) = U of UR) @ 
tET tET ET a€[0,1] IET 
= U a( U H,(a)) = LJ a( U (A,), ) 
aE[0,1] tET a€E[0,1] tET 
类 似 地 可 以 证 明 (2). 


定理 2.3.6 设 {Al:€T}CZF(X), 则 Vea€ [0,1]: 


(DD (U4,) =N (U A»): 


:ET 和 A<e t€T 
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(Na) =U (U A»). 

:ET < ia ET 
WEAR CI) AH, € NOX), HH,(a) =(A,),, 由 定理 2.3.5 推 得 
U 4,=9(U H,) 
ET ET 
再 根据 表现 定理 II，Ya € [0,1] 有 
(Ua) =(e(U H,)) =N (UH,)W=N (U HW) 
tET a tET 2 Za tET A<a ET 

同 理 可 证 (2). O 

由 于 o 是 满 射 而 不 是 单 射 ,可 以 有 许多 不 同 的 集合 套 H 对 应 同一 个 Fuzzy 
集 A, 所 以 为 了 进一步 刻画 (多 (CX), Us 1.0) 的 结构 ,必须 将 VOD PRA 
类 性 质 的 元 素 划 做 一 类 而 视 为 一 个 元 素 . 

定义 2.3.4 i HiH, E W(X), 若 gCHi) 一 pg(Hs), WK A, 5 H, Boe 
等 价 集合 套 , 此 时 记 为 A, ~H. 

B~ 是 WCX) 上 的 等 价 关系 ,而 且 由 表现 定理 I 与 分 解 定 理 , 下 述 定 理 
是 显然 的 . 

定理 2.3.7 H,.H, E W(X), 则 下 列 各 项 等 价 : 

Cl) Hı ~ H,; 

(2) Va € 0,1], NHW =N H;0); 


Aa A<a 


(3) Va € [0,1), J H, (à) =|] H, (A). 


A>a A>a 


定理 2.3.8 RH HENX), IH |t € T} OWCX), {Ht THS 
W(X) ,而且 Hi ~,H2, VEE T, H, ~H’, WA: 
(1) Hi ~ Hs; 
(2) U H: ~; U R's QNH: ~ Q H’. 
tET tET tET te T 
由 于 ~p 是 W(X) 上 的 等 价 关 系 , 于 是 得 到 商 集 
N(X)/ ~p ={LH],|H € V(X)? (2. 3. 6) 
其 中 LA],={(A, E W(X) | Hi ~H). 在 不 混淆 的 情况 下 将 LH], i% LH]. 
i HE N(X), {H,|t € T} C NCX) ,分别 定义 并 、 交 、 补 运算 如 下 


U [HJ=|U H, | (2.3.7) 
:ET iET 
N [HI=|N 4. | (2. 3. 8) 
tET tET 


LH] =LH*] (2.3.9) 
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定理 2.3.9 BRA g's: V(X) /~, > F(X), [H] He CH] 会 p(H) BK 
BRONX), / ~p Us Nic) SRR CF (X), Us No) 之 间 的 同 构 映射 . 

证 了 明 由 表现 定理 I, w 是 同 态 满 射 . 下面 只 需 证 明 w 是 单 射 . 

FXE, HLH ]J:LH:] E€ NX) 7 ~p DH 

[H] Æ LH: >Hi/ ~,H,> 9h) # p(H:)>¢ (LH, D #¢ (CH: D 

Bl o 是 单 射 . 这 样 , p 是 同 构 映 射 . C 

由 定理 2. 3. 9, Fuzzy 集 在 同 构 意义 下 为 集合 套 的 一 个 等 价 类 ,这 为 用 经 典 
的 方法 来 研究 (多 (CX), Us N0 的 代数 结构 开辟 了 一 条 新 途径 . 

设 FE W(X), 称 集合 套 下 为 X 上 一 个 学 集 ( 或 称 集 轮 ) ,如果 满足 条 件 

F(0) =X, Fv ae =f] FQ,) 


tec T 
X 上 全 体 尝 集 组 成 的 集合 记 为 LX). 
HF CNX) , 称 集合 套 王 为 X 上 一 个 开学 集 ( 或 称 开 集 轮 ) ,如 果 满 足 条 
件 
FMD =Ø, FCA 2)=( FA,) 
:ET IET 
X 上 全 体 开 晕 集 组 成 的 集合 记 为 2(X). 
例 2.3.4 AC F(X) WER 
F:[0,1]— P(X), atbFla) SA, 
F.[0,1J> P(X), abF(a) SA; 
易 知 FE £(X),FE £(X). C 
定理 2.3.10 VY [Hj]E€ V(X)/~,,4 
(1) 存 在 唯一 的 尝 集 Fy E LH), 使 


a€ [0,n) 
(2) 存 在 唯一 的 开 举 集 Fy E€ LHI. 使 
Fito) = |] H@.7€ [0,1) (2.3.11) 
a€ iyl] 


证 明 ”只 证 (Qi),(2) 的 证 明 是 类 似 的 . 事实 上 ,由 表现 定理 十 知 oH) E 
F(X). 注意 到 例 2. 3. 4, 存 在 Fj € 2(X) ,使 
Fup =H), = N HO) 


唯一 性 是 显然 的 . 现 证 Fh E LH], 事实 上 


(Fu), = QN FaW= N ( A HW)= N HW=@UD, 
AE 


KEE, ELO, p w&(0,A) ac (9.9) 


因此 , Fy E LH]. ATOR. L 


82 一 一 一 一 模糊 理论 基础 
定理 2.3. 11 
(1) CN (X) / ~,, U, >c) 二 (£ (X), U, o0); 
C2)(N (X) / ~p» Us No9 = (Z (X), U; 50). 
证 明 构 作 映射 上 和 S 


f:N(X)/~, > E(X), [LH] of CHD SFy 
J: NX) / ~ > L (X), [H] > fH) £Fy 
容易 验证 , f 和 f 均 是 同 构 映射 . E 
推论 2.3.2 (L (X), U, NOD => (F(X), U, N-00). 
证 明 R g Sg’ 。j 太 (9 与 上 如 前 所 述 ), 则 


g: £(X) + F(X), FPgC(F)= |) oF Ca) 
a€&(0,1] 


是 2 (X) 到 F(X) 的 同 构 映 射 . 口 
推论 2.3.3 (AX), UN.) = (F(X), Us Noo). 
证 明 SRR g 49’? ff (oe 与 /如 前 所 述 ), 则 


g: KX) + F(X), Fg(F)= |] oF (a) 
a€([0,1] 


FEL (X) 到 (CX) 的 同 构 映 射 . C 


92.4 扩张 原理 


研究 集合 X 与 了 之 间 的 关系 是 经 典 集 合 论 最 基本 的 论题 . 自然 ,研究 
多 (X) 与 多 (Y) 的 对 应 关系 应 是 模糊 集合 论 中 的 重要 内 容 ， 下 面 的 扩张 原理 就 
是 通过 XX 与 Y 的 映射 来 研究 F(X) 5 FY) 的 对 应 关系 . 


2.4.1 一 元 扩张 原理 


设 有 映射 f:X>Y 
zy = f(x) 
由 上 述 映 射 可 以 诱导 出 一 个 新 映射 , 仍 记 做 f, 即 
f:P (X) > PCY) 
A =B = f(A) 
其 中 f(A) Aly eC Y| dx € X, i f(D =y), KH f(A) HA 的 像 ,如 图 2.4.1 
Ca) PAR. 
对 于 单元 素 {xz} ,约定 为 SUr), 简 记 为 fC). 
定理 2.4.1 WS:X>Y, MAC P(X) DM Vy EY, 对 于 诱导 映射 /有 
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V A(z), FOl ø V ACz), 太一 (yy) 关 个 
f(A)(y) = f(x)=y —<xEf ly 


0, f'o =ð 0, f (y= 
(2.4.1) 


证 明 对 yEY, 若 f(y) 一 名, 则 YzxzEA,y 关 f(z), 即 有 yy E€ fA), 
从 而 f(A)(y) =0; 8 f '() 关 名 ,下 面 分 两 种 情形 来 证 明 : 
情形 LFE to E A, {Ë (ro) =y, M ye A), f(A)(y) =1, 这 时 


l> vV A(z) > Alzo) =1>f(A)ly)= V A(x). 
x€f O) ref Cy) 


情形 IT, Vx E A, f(x ~y, Wy © fA, fA =0, RHA rE 


fy, Ware A, W 
V AG) =05 f(A) V Ala) 


rz€Ef ity z€f ty 
这 样 总 有 
V Alz), fØ 
FACY) =47€f O) 
0, fly =ø 
定理 得 证 . 口 
同样 由 f:X 一 Y WUE fT: POP (X) 如 下 


B— f 7(B)={2z€ X|f/(r) € B} (2.4.2) 
称 f (B) 为 B 的 道 像 , 如 图 2.4.1(b) 所 示 . 


SA) 


图 2.4.1 经 典 扩 张 原理 示意 图 


同样 也 可 以 得 到 下 面 的 定理 ,其 证 明 是 容易 的 . 
定理 2.4.2 设 f:X 一 Y, 而 BE 2Y), M) Yre X, 有 
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f "(B) (x2) =BCf(x)) &Be f(x) (2.4. 3) 
像 与 逆 像 还 有 下 列 性 质 : 
性 质 2.4.1 ff '(fCAD DA, 当 f 为 单 射 时 取 等 式 ; 
性 质 2.4.2 JT BD 性 B, 当 为 满 射 时 取 等 式 . 
定理 2. 4. 1 与 定理 2. 4. 2 是 经 典 扩张 原理 ,将 /:X 一 Y 与 / 1:Y-> 久 分 
别 扩张 为 多 (X) 一 9?(Y) 以 及 8 罗 (Y) 一 9 (X) 的 映射. 由 此 ,可 以 将 它们 分 别 扩 
张 为 Fuzzy 集 之 间 的 映射 . 
定义 2.4.1 (扩张 原理 I, Zadeh, 1965, 1975) 设 有 映射 XY, WHR 
映射 可 以 诱导 出 两 个 如 下 映射 ,分 别 记 为 与 /7 
f: FLX) >F (Y), A œf (A) 
f: FY) + F(X), Bef 1B) 


其 中 
V A(z), fØ 
FCA) Cy) =<f@ > (2.4, 4) 
0, flC~MmM=2 
f '(B)(x) =BCf(2)) (2.4.5) 


称 f(A) BAC S FORM 6 (B) 是 已 关于 /的 道 像 . 如 图 2.4.2 所 示 . 


图 2.4.2 Fuzzy 扩张 原理 示意 图 


特别 地 Ww f:X — Y 是 一 一 对 应 的 , 则 应 有 
A(x), -iC 
FCA) Cy) -| f D#2 (2.4.6) 
0, fC) = 
如 图 2.4. 3 Bra. 


例 2.4.1 设 和 一 {tzlyzoyziyziyziyzrg) Y ={asboe,d}, ii 
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y 


图 2.4.3 Fuzzy 扩张 原理 的 一 个 特例 


a, XE (rl,T2 ,7T3) 
f(x) =<b, XE 《zeyZ5) 
Cy, 并 一 6 
—1.0,0.5,0.9 0.30.8 
T) T? T3 T4 Te 
则 由 扩张 原理 I, B= 了 (A) € FY) AAS (OAD, 4 
FAMA= V A(z)=A(z)V A(zrs) V A(xzx3)=1.0V 0.5 V 0.9=1.0 


fixr) =a 


A 


同 理 ACA) G) =ACa,) V Alas) =0.3, f(A) (c) =A lz) =0. 8. M f(d) = 
Ø, M f(A)(d) =0. 从 而 
1.0, 0.3, 0.8 


B= f(A) == + t M 

L YzE X, f 1(B) (x) =B(f(a)), W 
f! (B)Cr,) = Bla) =1.0, f 1(B)(xz,.) = Bla) = 1.0 
f ?(B)(23) =Bla) =1.0, f 7 (B)Cz,) = Bb) 一 0. 3 
f 7) (B)(2;) = Bb) =0.3, f “'(B) (xz,) = Bc) = 0.8 

所 以 


fiB = 104 1.04 1.04 0.3 0.3, 0.8 


£i T? T3 Ta Ts Te 
在 例 2. 4. 1 中 , 论 域 X 是 有 限 集 ,下 面 给 出 一 个 X 是 无 限 集 的 实例 . 
例 2.4.2 设 X=R, f/f:R->R, f(r) 一 zx: 十 1, MHA EC FCX) 


0, 其 他 
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其 曲线 如 图 2. 4.4 Bra. 
一 2 O 1 x 
2.4.4 Fuzzy A SRAM f 示意 图 
Max 22 Sl, Alz) =0, 所 以 y So f(Ad(y) =0, X 


y< l>f 7 (y) = Ø>fA) a) =0 
y=l>f 1d) ={(0}> f(A) (1) =A) = 


当 1<y<5 时 ， 由 f(z) 一 y $52, =—-Vy—-1,2,=VvVy—-1, M 


2< y<5=f(A)(y) =Al(a,) V Alt) =Ala) V 0=1— 5 vy -I 


1 < y 2>) =Alz,) V Ala) 
=(1-4vy-1) v -VD =1— FV-T 
从 而 


1 
wom 2y? ee 口 


0， 其 他 

例 2.4.3 B (X, <) 是 偏 序 集 , NX> X BX 上 的 伪 补 (参见 定义 
1.3.3), 则 对 于 A € F(X), N 的 扩张 运算 记 为 AN, RIA AX) = 
A(N(z)). 事实 上 由 扩张 原理 我 们 得 到 AYG) = V A(W= V Aly = 


N(y) =z y= N(x) 


A(N(2)). 值得 注意 的 是 AN 与 A 的 伪 补 AN 是 不 同 的 (参见 定义 1. 3.7). 
易 验 证 :对 所 有 A, BEF (X) 


ANN =Å, ANN 一 ANN ， ANN 一 A 


容 
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(A U B)Ñ =A U BY, AN Q BN =AN QB". 口 
定理 2.4.3 B f:X—Y, URA, BEF(X), {A,lt € T} CF(X),W 


(1) f(A) =BEA=2; 

(2) ACS B> f(A) Z f(B); 

DNA) SA) FAD: 
te T 


:ET 
(4) /(U 4,)=U FCA). 
ET tET 
证 明 DEA= Ø, EIKER fA =f) = 名. 反之 , 设 
JSA) =Ø, M) Yre X, Wys), A 
A(z) V AGO) = CA)(Cy) =0 


JTD =y 


HA=øØ. 
(2)ACB—>VYzrE X, Alz) < B) 
>YyEY, V AWIS V Bx) 


J) =y SD =y 
>VyE Y, JA) SfB) > f(A) € FCB). 
(3) 由 (2) 易 证 . 


(AIER y E€ Y, & f OD, 由 于 Vite T, f(A) =, 则 
f( UA.) =U CA) 一 多 


tET IE T 


RAF PAS, WAT RR LF 


(Uaj v (UA)@= v VAG 


IE 了 ref (y) MET ref (WET 


=y vy AKD =V FAD =| U FAD o) 
tE 


IEF er ey) 


tE T 
从 而 s U A,) 一 | f(A), (4) 得 证 . E 
te T tE T 

EH 2.4.4 ił f:X—Y, AE F(X), BE F(Y), Ye € [0,1], 有 
f CA) = f(A;) (2.4.7) 
f(A,) Z f(A), (2.4.8) 
f` B); =f (B;) (2.4.9) 
f (B), =f 1.) (2. 4. 10) 


证 阴 ”只 证 第 一 式 , 其 他 类 似 证 明 . 由 扩张 原理 I, 我 们 有 


88 一 一 模糊 理论 基础 
y E f ASFA) > a& V A(z) >a 
ref Gp 
& Jr E X, f(t) =y, Alro) >a 
S4xz E f TO), To € A; 
OyE f(A;z) 
从 而 f (A); = f(A). o 
应 特别 注意 的 是 , f CA), = fCA,) 并 不 一 定 成 立 , 这 一 点 由 下 面 的 例子 即 可 
以 看 出 . 
例 2.4.4 i f:[0,1]~[0,1], 使 得 Vr E€ Lo,1j， 有 


1 r=] 1 eae i een 
flx) = 2 n 


0, 其 他 
而 AEZ(L0,1]), 使 A(z)==1 一 zx E€ 10,1), Vv9E 10.1], 由 扩张 原理 1, 有 
YA, y=] Via) y=1 
fA)(y)= V Ax), y=0 = V (1 一 z)， y=0 
f(x) 一 0 f(x)=0 
0， 9<y¥y<!1 jo, 0<y<l 
_ fil, y 一 0 或 1 
lo, Oo<y<l 
Ra=1, WW f(A), =(0,1}, {A ACA) ={ £00) } = {0}, 这样 , f(A), 4 fA). 
E 


E 2.4.5 i f:X—Y, AE F(X), N] Vee [0,1], 等 式 
f (A), = /f(A,) (2.4.11) 
RH“ VyEY, 存在 Xo €E fo Cy), 使 得 f(A)(y) 二 A(zo). 

证 了 明 ”必要 性 : 任 取 yEY, 令 a 一 f(A)(y), 则 a c [0,1], 而 且 yE 
f(A), =fC(A,), MA xz, E A,,y= 二 f(zo), 故 xo E f T (y), WEA) > 
a, 从 而 

ACz) = f(A(y= V A(x) => Alzo) 


BN (CA) Cy) = 二 A(zo). 必要 性 得 证 . n 
充分 性 : 任 取 a € [0,1], MA 
ye f(A) OFA)(y) Sa 
Ixo:ro E f (y), Alay.) =f(A)(y) >a 
Jro E X, f(z) =y,r% EA, 
Oy € f(A,) 
从 而 f (A), = f(A,). L] 
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定理 2.4.6 i f:X>Y,AC F(X), BE F(Y), H; 


(1) FA = VU af(As)= U af (A,) (2. 4. 12) 
a€l0,1] «€e [0,1] 

(2) f B= |] af 1B)= U ap 一 (B。) (2.4. 13) 
ag [0,1] a€ [0,1] 


证 明 ”由 定理 2.4.4 与 分 解 定 理 , 只 需 证 (1) 的 第 二 式 , 其 余 的 是 显然 的 . 
FRyeY.#F TWAS, N 


(A= V A= VV GAA C)) 
xref O) ref oE] 


=y v (a AAD = V (aA ( V A, C>) ) 


aEloil ef Tiy) ref O) 


— y (a A f(A? =| U af A.) ) 0) 
a€[0,1] 2€[0,1] 


又 若 OCOD =S, WW FA) =0= f(A.) Oy E [0,1], 从 而 


fA) =( U af (A,)) (9) =0 


aE [9,1] 
由 此 Vy e Y， fA =( U af (A.)) 0) 
aELo,1] 
故 fA) =| U af (A,)). a 
a&(0,1] 


定理 2.4.7 设 f:X > Y, 则 : 
(1) 若 A EC FX), T 


F(A) = J af (H,Ca)) (2.4. 14) 


a€(0,1] 
其 中 Ha E N(X)H A.C Hala) C Ay. 


(D BE FY). H 


f (B) = U af —'CHy(a)) (2.4.15) 
a€[0,1] 


其 中 Hg E€ [NYDE B.C Hye) SB 
WERACID A; C Hala) CA, >f) € fC Hala) CC f(A,) 
>f(A= |]J af ADS U ofA, U aef(A)=f(Ad 


a€ [0,1] oaE [0,1] a€ [0,1] 
所 以 f(A) = U af (H (a)). 
a€ [0,1] 
(2) 同 理 可 证 . [L | 


定理 2.4.8 f:X>—Y, URA BEEFY), (BET GF), H: 
(DfMMH=C; 
(2) f EHH, f | (B) =S>B=C; 
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()ACB>f7(A)C fB); 


(4) /7(U A,] =U f TCAD: 


tE T :ET 
(5) F(N A.) =N f TAD: 
tE T tET 


(6) (上 一 (B)) =f Be). 

WEAR 只 证 (2) 6) ,其余 易 证 . 

(2) VYyEY, 由 于 了 是 满 射 , 则 存在 x € X，FGz) 一 >， 从 而 

Bl(y)=B(f(zx))=f '(B)(z) =0>B= Ø. 
(O4ER 2c CXF 
(f (B))* (2) =1— f 0B) Cr) =1— BUf(z)) =B (f(x)) 
=(Boo f)ar) =f I(B) (x) 

即 Cf "(BS = FCB). L] 

定理 2.4.9 (复合 映射 的 扩张 原理 ) 给 定 上 映射 :X 一 Y,g:Y 一 Zi gef: 
X 一 Z 是 /与 g 的 复合 映射 : e Pa 会 g(f(z)). 

(DAAC F(X), H] 


(ge. (A)=g(f A))= |] ag f(A,» (2.4.16) 
a€ [0,1] 
(Q# DE F(Z), MI 


Ge JD) =f Tet (D)= Uo af eg 7(D,)) (2.4.17) 
a€&[0,1] 


证 明 只 证 (1),(2) 的 证 明 是 类 似 的 . 事实 上 
Cge PCA DS {z E Z|(3r E A, Cee f(z) =e(f(z)) =z)} 
={z€ Z| (Jz € A.) (fla) =y,¢(y) =2z)} 
={z €E Z| (Jy € f(A.) (ly =2)) 


= g(fCA,)) 
于 是 (ge PA= |] alge fA) = Uo ag(f(A,)) 
a€[0,1] a€[0,1] 


由 定理 2.4.6 及 定理 2.4.4, {8G 


KA= U afta, 
e€ [0,1] 


(FAD; € f(A,) © (f(A)), 
再 由 定理 2, 4.7 有 


g(f(A))= |] ag( f(A,)) =g. PA). 口 
a€{0,1] 


定理 2.4.10 (1) VAE F(X), f VC fAD DA, 当 三 为 单 射 时 取 等 式 ; 
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(D fCf TBD E B, 当 了 为 满 射 时 取 等 式 . 
WEAR C1) fTAN = FCA fo) = VY AWA) 
fC) = fir} - 


显然 , 当 f 为 单 射 时 ,等 号 成 立 . 
(2) ff BW= V f (B(x)= V BEG) 


fex) =y fiz) =y 
(By), (Az € XF) =y) 
“lo, (Yr E Xf) Æ y) 
< BCy) 
显然 , 当 S 为 满 射 时 ,等 式 成 立 . 口 


2.4.2 多 元 扩张 原理 


定义 2.4.2 PRR IDE f:X= | X; 一 Y= 上 |Y;， 
i=} i=] 


Cx, sT? re ee) bof Cx, LY iis Tp) = y = (y) 9 VD 9 Ym? (2.4.18) 
则 了 可 以 诱导 出 


f: [| F XD — FY) 


i=] 


CA, ;和 A, ste yA, ) f(A} »Ay 95 A,) 会 f(A x Az XX A,) 


(2. 4. 19) 
fF: [[F Y; FX) 
j=l 
CB, »B, 25 Bm) ef ~! (B, »B, stt Bm) A f ~ (B; X B, X se X B,,) 
(2.4. 20) 


BR 4 n=1 BF, €X 2.4.2 PAP KA I. 
由 定义 1.3.15 与 扩张 原理 1 不 难 推出 以 下 定理 . 


n m 


Æ 2.4.11 (Nguyen's Theorem, 1978) 设 f:X= [|| X; —Y=]|Y;. W 
Vy EY, 对 于 定义 2.4. 2 中 两 个 诱导 函数 SAS 有 


V (A ACD), STOA 
SCA, Agee ALG) = CH, Ey rT = y i=] 


05 f(y) = B 


t=1 i=] 


, A; E F(X,) 
(2.4.21) 
Vré X, 有 
f "CB, Bos?) Bm) C2) =A B; Cy) (yyy Ym) =f), B; E€ F(Y;) 
j= 


(2. 4.22) 
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例 2.4.5 RERA Z, H 
5 一 4k、 J »_ 0.4 i 0.7 3 — 3 ` »_ 0.9 i 0.6 
2 一 “近似 于 2 pty ty 38 二 “近似 于 3 Stat 
而 f:2X ZZ, fay, sx2 =z; * Xo, * E {+,—,°,7}, HI 
f(2,3) &2 43 € F(Z) 
VxzEZ, (+3) = V lr) 人 3(zy)) 


x Hr, 一 工 
从 而 (2 十 3)(3) =2(1) A 3(2) =0.4 A 0.5=0.4 


(2 十 3)(4) =d) A 303)) V CC) A 3Q)) 
=(0.4A 1) V CA 0.5) 0.5 


(2+3)(5) =(201) A 3(4)) V C202) A 3030) V CQ) A 3(2)) =1 
(2 十 3)(6) =(2(2) A 3(4)) V (203) A 3(3)) 一 0. 7. 
(2 十 3)(7) =2(3) A 3(4) 一 0.6 


rel D923 | YJ.) 0.7 ,0.5 
同 理 2 一 3 S ttot 
3. 3—04, 04,05, 1,06 ,0.7 06 
2238S tt tet et peta 
2-3 = 口 


值得 注意 的 是 例 2. 4. 5 中 的 运算 可 以 看 成 是 整数 运算 的 推广 . 例如, 设 


Nh 全 十, 守 全 十 ce F(Z), 则 由 扩张 原理 II 得, mt we Ant. 特 
m n m+n 
别 地 , 设 1 一 地 , 则 I 十 1 一方 会 3, 1 十 5 一 十 全 3 等 . 


由 二 元 扩张 原理 可 以 给 出 实数 上 Fuzzy 集 的 二 元 运算 的 扩张 运算 . 
定义 2.4.3 设 A,B EZF(R), 而 x 为 R 上 的 二 元 运算 ,其 扩张 运算 为 
(AxB)(z)= V (Alz) A B(y)) (2. 4. 23) 


z=r*y 
分 别称 A 十 B,A 一 B,A.，B,A 二 BB 为 A 与 B 的 扩张 加 法 ,扩张 减法 ,扩张 乘法 ， 
扩张 除法 (extended addition, subtraction, multiplication, division). 其 中 
VzER, 

(A+ B)(z2)= V (Al) A Bly) = Va CACI) A BCz 一 工 )) 


arty =z 


(2.4. 24) 
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(A—B)(z)= V (A(x) A B(y))=YV (Alr?) A Blx— 2)) 
rER 


xI—y=2z Ee 


(2.4. 25) 
(A+ B)(z)= V (A(x) A Bly) 
-| V (A(x) A B(=)), z Æ 0(=>2 #0) 
= < 1E R\ (0) 
CACO) A ht(B)) V (B0) A ht(A)),2=0 
(2.4.26) 


(A 二 B)(z)= V (A(x) A By) =V (A(yz) A BCy)) (2. 4. 27) 
3? 天 0 


I y= 


ENX 2.4.4 设 A,BE F(R), i] 


(AV BX) = V (A(zr) 人 BCy)) (2.4, 28) 
z=a2Vy 
(A A BX) = V (Ala) A BCy)) (2. 4. 29) 


z=xzAy 
分 别称 为 扩张 极 大 运算 与 扩张 极 小 运算 或 MAX 与 MIN (extended maximum 


and minimum operation). 


图 2. 4. 5 与 图 2.4. 6 分 别 示意 了 扩张 极 大 运算 与 扩张 极 小 运算 . 


— (AVB)(x) 


图 2.4.5 Fuzzy 集 A 与 B 的 扩张 极 大 运算 A V B 


下 面 我 们 定义 几 个 辅助 一 元 运算 并 讨论 这 些 运 算 的 性 质 与 其 他 运算 的 

KR. 
定义 2.4.5 HAE F(R), 则 定义 R 上 的 两 个 Fuzzy 集 Ar MA? 如 下 
A-(z) 一 V Aly) (2.4. 30) 


YRQI 


AF (x) =V ACy) © (2.4.31) 


3 之 工 


94 —— AA 


— (AABY(x) 


图 2.4.6 Fuzzy BA 5 BRE RRR A A B 


注意 A 是 单调 不 减 的 , AR 是 单调 不 增 的 . 图 2. 4. 7 示意 了 这 两 个 Fuzzy 


图 2.4.7 Fuzzy 集 Ar 和 AR 的 示意 图 


由 和 定义 2.4.5 易 验 证 下 面 的 结论 . 

定理 2.4.12 设 A,BE€ F(R), Ml: 

(1 DACAIr,AC ARI 

(2) (AE)E =A*,(AR)R — AR, 

(3) (AL)R 一 (AR)L 3 

(4) (ANE = CARN (AN) R = (ALA, 

(5) (A U Bt =Ar U BŁ,(A U BDF =A U BÈ; 
(6) ANBETA ABAKAN B® CAP CV BF, 


ud 
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(7) AG B=>A'CB',A* CBE, 

定理 2.4.13 设 A,B € FR), W: 

(1 yAVB=(ANB)UANB=(AU BN (APN BY); 
(2)AAB=CAN BR) U (ARE N B=(A U B) N (AR N BRD. 
证 明 ik A,BE F(R), ij 

(AV BX) = V (A(y) A B(z)) 


yN Z= 


-|( V (AGA BC) V ( V AOA B(2))) 


xVYzHaz yVxr=er 


=(Ac@ A (Vv BD)) v ({ Vv AG) A Ba) 


rr yx 
=((A N BY) U CAŁ N B)) (x) 
FLAA V B=(A N BE) U CAT QB). 又 

CA N BL) UCAL QA B=CA NBD U ALD CAN BY) UB) 
=((A UAL) (BE U A N CCA U B) N (B4 U B)) 
=(A' N (BE UAT) NCAUB TN B*) 
=A’ N («AU B) A B*) 
=(At N BY N A UB). 

用 类 似 的 方法 可 以 验证 第 二 式 . 


由 定理 2.4. 12 与 定理 2.4.13 直接 得 到 下 列 结论 . 
定理 2.4.14 HABE F(R), W: 


(DAV A=A, AR ASA; 
(QAVB=BYVA,AA B=BA A; 

(3) A Y R=A*4,A À R=AR; 

WAV BD=AKD=H; 

(5) (A V BYN =AN À BN,(A À B)Ñ =A VV Bï; 
(6) A’ V BE =A} M BE=A' V B=A V B}; 
(7) AR A BR=A® Q BÈ =AF À B=A À BF; 
(8) A D B>A V B=AN Bt, AA BSANB. 
E 2.4.15 HABE F(R), W 

(1) (A V BL =A} V BL, (A A B) =A? A BF; 
(2) (A V B) =AF Vy BF, (A A B) =A} A BŁ, 


95 
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WA (1) 由 定理 2.4.14(6) 知 Ar V BE =A" N BI, 这样 对 于 第 一 式 , 我 
们 只 需 证 明 (A V BD’ =A’ N BL. 事实 上 
(AY BED=V (AV By)=Y | V (AG) A B) | 


yxa yr \uV v=y 
= V_ (AG) A BOW) =( V A) A (y Bœ) 
所 以 (A V B)' =A} BE. 
由 第 一 式 与 定理 2.4.12(4) 可 以 推出 
(AAAB)R 一 (AAAB)NNR = (AN Vy BSN)NR 一 (ANVY BND 
— (ANL V BNL )Ñ — (ARN V BRN JN 一 (AR Ñ BRJAN 一 AR V BR. 
(2) 类 似 (1) 可 以 证 明 . g 
由 上 面 的 结论 还 可 以 直接 验证 下 面 的 定理 . 
定理 2.4.16 HA,BEFCR), Ml. 
(1)4AVCBVC)=(AVEB)YV Ci 
(2)A4AA(BAC)=(AAB)AC. 
类 似 定 理 2.4.4、 定 理 2.4.5 与 定理 2.4. 6, 我 们 易 证 多 元 扩张 的 下 列 性 质 . 


定理 2. 4. 17 设 f: [[ X: >Y, A; € SCXi) (i =1,2,°:+,n), M; 


i=l 


(1) Va €E [0,1], f CA, „Å? ;9 AnD = f CCA; AD t CA, ):); 


(2) FCA, Âo ptt ,A,) 一 J af (CA, ) (Az), ptt ;, (A,),) 
a€[0,1] 


= U af (CA z CA) CA, )i); 
a€[0,1] 
(3) Va €E [0,1], f (A, ‚Å> Ana = f( (A; ) AN) ,A,),) 当日 


仅 当 Yy CY, 存在 (zzz © [[ X y= SCe ,zx zn)s bE 
一 1 


t 


fA Ag ADO =A A a9). (2, 4, 32) 


定理 2.4.18 设 f: [| X; 一 了， A;B; € F CX;) (i= 1,2,°+,n), 则 有 


i=] 
Yi=l1,2;, n, A; = B,=> f(A »Ay s**t yA, ) = FCB, » Be ys B,) (2. 4, 33) 


下 面 几 节 我 们 将 研究 实数 域 R 上 的 特殊 Fuzzy 集 及 其 扩张 运算 . 
$2.5 区 间 数 及 其 运算 


许多 实际 问题 所 涉及 的 数据 ,或 本 身 带 有 Fuzzy 性 或 希望 用 带 Fuzzy 性 的 
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数字 进行 刻画 ,这 就 促使 人 们 去 研究 “Fuzzy 数 ” 为 了 方便 起 见 先 讨论 区 间 数 及 
其 运算 与 序 关 系 . 

设 A=[La, zj 是 有 界 闭 区 间 ,如 果 a,zaE R, 则 称 A=[Le, zz] 为 区 间 数 ;如 
果 aacEL0o,1, 则 称 A=La, a] HK. 实数 集 R 上 的 全 体 区 间 数 记 为 Ir 
LO, 1] 上 的 全 体 区 间 值 记 为 Iio, 17. BD 


Ip = {La,ajla < dasa € R} (2.5.1) 

Troy ={La,a]|O<a<a<l} (2.5.2) 
特别 地 , 记 1 =la: a]l0 <a <a,a,a € R) 
= {[a,a] |a S 4 委 0,a,2 ER). 


X a 一 #5 时 , 记 a]=(a} =a. 
为 了 应 用 方便 ,区 间 数 还 有 其 他 表示 形式 . 设 [laa] € Ir I mA) = 
56a +a) j wA) =i Ga) 分 别称 为 [a,a] 的 中 心 与 半径 .将 [a,a] 表示 为 


A =< m(A) wlA) >, Bp 
< m(A),w(A) >=[m(A) — wl(A).m(A) + w(A) |. 
2.5.1 一 元 运算 
定理 2.5.1 设 丰 [0 一 [L9, 1 为 连续 函数 , 则 由 经 典 扩 张 原理 
f(La,a)={yly =fr), x € La,al) 
一 上 A a fx), LV fis VLa,a} €E Ito,- (2.5.3) 
x€[a,a] rE a,a 

于 是 得 到 区 间 值 的 某 些 一 元 扩张 运算 : VLa.a] € Tro M: 

(1) [asa] 的 补 Lasa] =[1 —a,1 —a] (也 记 为 一 [aaj)〈 基 于 f) = 
l— zr); 

(3) Lasa] rA Llasa, slasar] (基于 Q) sx, r >00); 

(4) 数 的 [asa] 次 方 mel [m,m], m € [0,1] (基于 f(x) =m" ); 

(5) [a ;a 的 [a 1a) 次 方 


La" ,as]， [aa] S Ore | 
[a,a}iet! =s laa], [asa] Z (29 
(x) “at V a 一 € (a,a) 


— l, x= 0 
该 扩张 运算 基于 f(x) -1 i 
KX» 
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例 2.5.1 i La,a]=[0.3,0.8], Ml 
/[0.3,0.8]© =/[0.2,0.7] =L/0.2,/0.7 ] =[0. 447,0. 837 |] 


0. 5L0.3'0.8 — fo, 5%8 9 5°31—[0, 574,0. 812] 


1 
[0. 3,0. 81]t03,0.8] 一 ($) 0.33 V 0, 8” |= [0. 695,0. 697 V 0.837] 


一 [0. 695,0. 837]. C 
2.5.2 四 则 运算 


定理 2.5.2 # [aa] [bb] E Ir * E (十 一， 二 ),， 则 由 经 典 扩张 原 
理 可 得 : 

(1) [a a] + [b,b] =[a +b,a+ 6]; 

(2) (a,a} — [b,b] =[a — b,a —b]; 

(3) [a a] - [b,b] =[min{a b.ab.ab,ab}, max{ab,ab,ab,ab} J; 


(4) Lasa] >b, b] = La, alx B 


特别 地 ， [a,a],[b.6] ce I, . 
(3 ) [a, a] - [b,b] =E 


Osa 
a 


A) Cay a) + [os] = |e ane [b,b]. 


b 6 
Hl 2.5.2 i A=|—1,2], B=[3,4], 则 
[~ 1,2] + [3,4] =[2,6] 
[—1,2]—[3,4]=[—5,—1] 
[—1,2]+-[3,4]=[—4,8] 
[—1,2]+[3.4]=| 一 二 | 加 
由 四 则 运算 易 推 出 下 面 的 性 质 
定理 2.5.3 BABE Ir, M: 


(1) m(A+ BY) =m(A) + m(B), w(A+ B)=w(A)+wlB); 
(2) mA — B) =m(A) — m(B), w(A— B) = wlA) + wlB). 


2.5.3 区 间 数 的 序 关 系 


在 Ir 上 引入 关系 <p: lasa] 之 rR [6,0] 人 Sa <b,0 <b. 对 应 序 关 系 <r 
运算 V>A 
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Lasa] V [8,6] =[a Vba V 6] 
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(2. 5. 4) 
(2.5.5) 


BRA [aa] <izlb.6lefa.a] V [b,b] = [b,b] La,a] A [6,6] = [aa] 


在 不 产生 混 清 的 情况 下 ,以 后 将 Si 简 记 为 S. 
设 Laa] € RGE D, 则 定义 
V baa = [Ve N Va 


A Lasa =L Aa,» A a] 


tET te T— te 


对 于 区 间 还 有 下 列 序 关 系 


(2.5. 6) 


(2.5.7) 


Smu: MCA) S mB) #E wCA) > w(B) CIshibuchi, Tanaka, 1990); 


<n: MCA) S m(B) FH w(A) < w(B) (Das et al. , 1999); 
Sim: MCA) < m(B) ## H a <6 (Ishibuchi, Tanaka, 1990); 


<p,: MCA) <m(B) #H a <b (Das et al. , 1999). 
这 些 序 关 系 有 下 列 性 质 . 
定理 2.5.4 KA,BE Ig, H: 

(CD A <RB, m(B) S m(A)>A=B; 


(2) A <,, BEA < pB KA <,,,,B Ushibuchi, Tanaka, 1990); 


(3) A Kra, BSA <i RB 或 A KaB (Das et al, , 1999). 
HE BA it A=[a,a],B=[6,6] < Ip» 则 : 
(1) A <irB, mB) < mA) >a 


反之 亦 然 ， 
(3) 类 似 (2) 可 证 ， 


[ 


显然 Si’ Sw? Saw Sim 和 二 Rm 部 是 Tn 上 的 仿 序 关系 ,不 是 全 序 . 但 
在 实际 应 用 中 ,有 时 要 利用 区 间 数 的 全 序 关 系 . 下 面 给 出 一 个 新 的 序 关系 . 

定义 2.5.1 (Hu and Wang, 2006a) 设 A,BE In, 定 义 A 过 B 当 日 仪 当 
m(A) <.m(B) R4 m(A) =m(B) WY, w(A) 宇 w(B). A<BYARY4YA <B 


FFA ASX B. 
由 定义 容易 得 到 以 下 定理 . 


定理 2.5.5 (Hu and Wang, 2006a) (lp, <) 是 一 个 全 序 集 , 即 


(DARKREA <A, YAE Ip; 
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(2) 反 对 称 性 A < B,B<A>A=B, VA,BE lg; 

3DE A < B,B < C>A <C, VA,B,CE Ik; 

(aH YA BEII A<BAB<A. 

关于 序 关 系 < 定义 的 合理 性 ,可 以 给 出 如 下 说 明 : 

(1) 序 关系 < 是 实数 序 关 系 委 在 区 间 上 的 推广 , 即 [a,aj < [6,6] 等 价 于 
axb, Va,bER; 

(2) a <b,a <b, BP Casa] < [6,6], W Casa] < [6,6]; 

(G3) Á a Kbsa Sb RER , Laa], [6,6] 按 之 不 能 比较 ,但 按 < 可 以 比 
较 , 分 两 种 情形 : DE mA) < mB), 实际 上 < 以 区 间 的 中 心 按 普通 实数 序 关 
RER KA” ,中心 小 区 间 就 小 ;@ 若 (CA) =m(B), 即 中 心 相 等 , 按 普通 集 包 
含 关系 比较 大 小 . 车 [b,b] S laa], 实际 上 [6,6] 的 半径 w(B) (或 宽度 
2w(B) ) 小 于 或 等 于 [a,aj 的 半径 wl(A) (或 宽度 2w(A) ). 在 这 种 情形 下 ,我们 
认为 不 确定 性 程度 小 的 区 间 为 “大 ”. 如 图 2. 5.1 Bra . 


A 
图 2.5.1 A 的 不 确定 性 程度 大 于 8B 


由 定理 2.5.5 易 得 下 列 性 质 . 

定理 2.5.6 BWA,BLCE Ip, W: 

(1) A < BE&A+C<B+C; 

(2) A < BSA—C<B-C. 

定义 2.5.2 (Chanas,Kuchta, 1996a, b) 设 A =Ļa,a] E€ Ik #H 0< to < 
t <1. KEJA HI tosti -XTEC to ,tj-cut interval) 是 下 面 的 区 间 

Afa at, Ala + tya —a),a + t @—a)]. (2.5.8) 

定义 2.5.3 (Hu and Wang, 2006b) i A=[a,a],[6,6] E IROKI X 
n <1 R È Ir LMMFKA WER R/ a W R/ a 定义 如 下 
AR/, a, BEA/,, RB/,, M A R/, a BEA/,,, RB/,, BLAS, Æ B/, 41, 
其 中 A/, FUB/, u AIE AMB 的 10,4- 截 区 间 . 

定理 2.5.7 设 A,BE l,0<y<t,<1. WM: 

CI) A Siro BEA <i RB. A Sino BOA SmB, A Spn/o. BOA 
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<pmBs A nw /0 BEA <mwBs A Sa /o.1 BEA Lan B; 
(2) A Cir/ tn BBA Crm/ Bs 
(3) ASm/i, BOA Sirya BRA Saw/1, u, Bs 
(4) A Spn/i BOA Sir /i 1, BRA Lwa 2, B. 
定理 2.5.8 BABE], 0S <t, <1. W; 
(1) A SBA < B, A <iR/,., BOA < /, a B3 
(2) A Snu B>A < B, A Sw /i B>A < fq Bs 
(3) A <n BOA < B, A <tali BRA < /, a, B5 
(4) A < /⁄o BEA < B. 
证 明 i A=[a,3],B=[b,b] € I, W 
A <ipBSa <b 入 5 去 0 
=>(m(A) < m(B)) V (m(A) =m(B) A w(A) =w(B)) 
=>A<B 
其 他 可 以 类 似 证 明 . O 


2.5.4 区 间 数 的 Fuzzy AR 


对 于 区 间 数 ,我 们 还 可 以 通过 一 些 模糊 度量 的 方法 来 讨论 其 序 关 系 . 
ÆX 2.5.4 (Kundu, 1995) 设 A,BE Ip, Ml 
Left(A, B) = max{0, Pag lx < y) — Pg (x > y)} (2.5.9) 
MAA 5 BW Fuzzy A XK (fuzzy leftness relationship). HH Psp (zr < y) 
(Pan (2 > ~INxe<ylce>y 的 概率 并 且 xXE A 与 y€EB 在 A 和 B 上 独 
立 服 从 均匀 分 布 . 同 理 可 以 定义 A 与 B 的 Fuzzy AAA (fuzzy rightness rela- 
tionship). 
Right(A,B) = Pap (az > y) — Pagla < y) (2.5. 10) 
$j 2.5.3 i A=[0,2],B=[1,4],C=[-1,3], 则 


1 1 
Ze EE. gy fT FET, 
| 0， 其 他 0， 其 他 


co- re [1 
0, 其 他 

A 与 B 的 关系 如 图 2.5.2 Bram. 

由 定义 2.5.4 8 


102 SSS 模 焕 理论 基础 


图 2.5.2 A 与 B 的 关系 


Pag (x < w= | Ôa (uw) bp lv) dudv 
uu, luv) E AXB 
we a ae oal def xd aie 
=] az| z” ziy +] dr 2 x 3 dy 一 17 


Pee i ee =} 


下 


6 
其 他 同 理 计算 . 由 此 它们 的 Fuzzy 左 关系 如 表 2. 5. 1 所 示 . 


表 2.5.1 “A 与 B 的 Fuzzy 左 关系 
C 
A 0. 00 
B 0. 00 
C 0. 00 


定义 2.5.5 (Sengupta, pal, 2000) EX fa] AY PI Be % FE ph Bl (acceptability 
function) S:Ik X Ir > RÆXXJ 
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_ m(B) — m(A) 
SCA & B) w(B) Fw A (2.5.11) 


其 中 w(B) 十 w(A) 40. SAO B) 可 以 解释 为 “第 一 个 区 间 A 次 于 第 二 个 区 
fa] B (或 BTF A) 的 可 接受 程度 (grade of acceptability)”. 这 里 ,术语 “次 于 ” 
(或 “ 优 于 ” 类 似 于 “小 于 ”( 或 “大 于 ”). 

从 定义 2.5.5 容易 看 到 


S(A © B) 
>0,<1, m(A) <m(B),a>6 
>], m(A) < m(B), a Kb 

并 且 S(A SO B=-—-S(BS6 A). 


S (4 四 B) 委 0 表示 ”A 次 于 也 ?不 被 接受 . MRI SAS B) 一 1, 那 么 
决策 者 以 0 到 1( 不 含 0 和 1) 的 满意 度 接 受 ”A 次 于 B”. WR SAOB) > 
1, 决策 者 是 绝对 满意 ”A 次 于 B”. 换 句 话说 , ARAR AO B. 

例 2.5.4 ik 

A =[120,180] =< 150,30 > 
B=[130,210] =< 170,40 > 
C=[120,220] =< 170,50 > 

Ri) SCA © B)=0. 28, S (A © C)=0.25, S (BE O=0. a 


$2.6 Fuzzy 数 及 其 扩张 运算 


2.6.1 凸 Fuzzy 集 


设 X 为 向 量 空间 ,所 谓 经 典 集 合 A € 9(X) 是 凸 的 ,是 指 
VYzizEAVAEL[Lo,1j>izl 十 (1 一 1)zz € A. 
注意 好 与 X 是 凸 集 . 上 式 用 4 的 特征 函数 表述 : Vr E€ A, VAE 
[0,1]; Æ 
ya Ozi + OL àz) > ya) A x, 642) (2.6.1) 
从 而 很 容易 定义 凸 Fuzzy R. 
定义 2.6.1 8X Amel, AC F(X), RRA EG Fuzzy & (convex 
fuzzy set), WH V2z,.2, € X,VAE [0,1], 4 
Alz, + (1 Adz.) > Ala) A Ala) © (2.6, 2) 
K2. 6. 2) PASS’ MASS”, WR A 是 严格 凸 Fuzzy & (strict convex 
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fuzzy set). 
A X=R, 则 式 (2.6.2) 等 价 于 
Vajp.%o,2 E€ Rox; Rx Êr: Alr) SA x) 人 ACzy). 
KFS Fuzzy 集 的 图 形 如 图 2.6.1 Bra. 


hmad 
-a 
_- 


— 
~ 
— 
-~ 


ka -TT 


1 
i 
1 
1 
I 
l 
x £ x 


(a) Po Fuzzy# (b) IF Fuzzy Œ 


值得 注意 的 是 , 若 A Ah Fuzzy 集 , 但 A(x) #5 EE DRK. 
Hj 2.6.1 如 图 2.6.2 所 示 , B Fuzzy Æ A BURAKA 


i, x>l 

x 
ACz) = l, 0 一 xz 一 1 
0, ZO 


O 1 x 
图 2.6.2 Fuzzy 集 A 的 隶属 函数 示意 图 


则 A die Fuzzy 集 . XE, Yz: E€ R, VAE [0,1]. 
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AG T 委 0 或 zs < 妇 0,， 则 

Alz) A Ala.) =0 S Ar, + (1 —A)z,) 
若 zl 六 0,zs > 0, WAF ACD) Hc > ORR AH, aE 
Ax, EO — Ar: Sx, V x2 
WA AQr, + —Adz,) = Ala, V r) =A) A Alz). 总 之 有 
Alr, +A — àz) > Alz) A A(xr,) 

Bl A 为 凸 Fuzzy E. 容易 验证 A 不 是 严格 上 四 Fuzzy Æ. 

我 们 还 可 以 验证 A(Cz) ADM. 事实 上 , 当 


T) € [0,1], To €E Cl, + 00), TE Hzr) € [0,1], 
ABA 


T] + Xo 


1=/ (FS 
当 zl ,Xs E (1, +o), 则 


) > Sf) + fn) 4] 


£I + x9 


(Os 
定理 2.6.1 BAC FX), MWA WG Fuzzy 和 集 ,当量 仅 当 Ya € [0,1], # 
RA, AAR. 
WE AA 设 A Arey Fuzzy Æ, {ERa E [0,1], HR ziz} EA AE L01], 
由 定义 得 


)<ifla) +Fflar). 口 


4AGWzrli 十 人 一 1)z) 之 4AGz) A AC.) Sa 
Alar, +O —A)z, E A,, RA, AOR. 
反之 ,大 Ya € [0,1j, RRA, NARAR zr: E X, i 
a= Alr) A Alr) 
则 zi ,zs € A, AA, 为 凸 集 , 故 VAE [0,1j, Ari 十 (1 一 A)xz， E A, 因此 
A(ar, H —à)z:,) SPa=Alz,) A A(xr,) 
A) A ey Fuzzy 集 . 国 
定理 2.6.2 OQ) i ABE F(X), H A,B Æ OF HA) Fuzzy $Œ, M 
Af) B thé OM Rh )Fuzzy 集 . 
(2) E A,B € KR), RA BEAG* HAD Fuzzy M A+B t Ei O 
格 凸 )Fuzzy Æ. 
证 明 (1) 设 4,B 是 凸 Fuzzy 集 , 则 VYVzi'zz € X, Va E10,1], 有 
CA N Bari +A Ar) =A, + 1 一)Zz) A BOr, + A — àz) 
= A(x) A Alz) A Blai) A BCa2) 
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> (Alz) A Blx,)) A (Alz) A B(z,)) 
> (A N B(x) A (A N B)Cz;) 
MA BAS Fuzzy Æ. Æ A,B Æ RS Fuzzy 集 , 则 同 理 可 证 A 门 B 为 严格 
ft Fuzzy 集 . 
(2) WA,B 是 凸 Fuzzy 集 , 则 对 于 工 过 yy 二 zx, 下 证 
(A+ B)(y) > (A++B)(r) A (A+ B)(z) 
IER c > 0, WEE xl ,zy ,zlyz € RWB zi 十 zy =2,2, +2, =z HARE 
A(z) A Bla.) > (A+ B(x) — 
ACz) A Bz.) > (A + B)(z)—e 
设 y=ar + (1 —a)z, a € [0,1]. $ x =ar; +O —a)z, M z 二 gxs 十 (1 一 a)zs， 
N) r 十 z =y. FERNA 
(A+ B)Cy)S> A(x’) A BCZ) >All) A Alz) A BC) A Blz) 
=> L(A+ B(x) —e] A [(.A+ BC) —e] 
=>[(A+ B(x) A (A+ B)(z)] ~e 
由 此 而 知 A+ B Æ Fuzzy $. 4 A,B REP RS Fuzzy 集 , 则 间 理 可 证 A 十 B 也 
是 严格 凸 Fuzzy 集 . C 
定理 2.6.3 设 AEFCR), 则 A 是 三 Fuzzy 集 的 充分 必要 条 件 是 A 满足 
下 列 条 件 之 一 : 
(D A) 是 R 上 的 单调 不 减 函数 ; 
(2) ACz) Æ R EN BEAL BR; 
(3) 存 在 x, €E R, 使 A(z) Æ (o,r) 内 单调 不 减 ,在 (zo, 十 o) 内 单调 不 
增 ,而 且 


AD > V Aw) A ( V ACD) (2.6. 3) 


WRA ”必要 性 : 设 A € F CR) BS Fuzzy 集 , 则 记 


zo =W (A) =V Alz) 
tE 


ABA z € [0,1]. 下 面 分 两 种 情形 来 证 明 . 

情形 L.A r, CR, iz =Alx). Y£, ER, £ 二 x <x, 由 于 A 
是 凸 Fuzzy Æ, Mj 

A(x’) > A(z’) AAGCro) 一 AGCz ) 

从 而 A(z) 在 (一 ozo) 内 单调 不 减 . 同 理 可 证 A(z) 在 (zo, 十 co) 内 单调 不 增 . 
又 Yzriz ER, 2 <t <r, AAC) Alx) AAC). 由 此 易 得 条 件 
(3) 为 真 . 

情形 IE Vz EE R, Al) < zo. 按 下 列 步 又 构造 数列 {zx, |n CN 
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rz ER, Alz) > za 一 也 


1 
z: ER, Alz,) > (zo ~ 55 V Alz) 


xr, ER, Alz,) > (zo = z) V ACz,-1) 


则 易 知 数列 {ACz,) ln E N) 严格 单调 增 , 而 且 lim ACz,) = zo. 


nn 


若 点 列 (zlin E€ N) 存在 聚 点 r, CR, MER r,r” € R, t < 二 x < 之 zo. 
WHETER CN, E z, >x, MH Al) >A), AM 二 x 二 zy. 由 A 为 
hh Fuzzy 集 , 得 

A(x") > A(z’) A A(zri)=A(zr’) 
BM Alr) 在 (一 czo) 内 单调 不 减 . 同 理 可 证 Al) 在 (zp, + eo) 内 单调 不 增 . 
X Vais © Rot) < To < 12, A Alto) > Alz) AAGrs)， 故 容易 证 明 


Atzo) > ( V A(z) | A | V Ata), 这 样 条 件 (3) 成 立 . 


ZO, E>L, 
若 点 列 (x, |n © N} 不 存在 聚 点 , 则 必 存 在 子 列 (z, |k €N), t 


lim z, =to, 或 者 limz, =— o 
k-»-+o F 人 -= 二 oo * 


这 里 不 妨 设 [im x, =o, MW Yr, ER, x <2", HER EN, {Er <2" 
< T, o HAC, ) > AG’), Mii A Aly Fuzzy 集 , 得 
A(z”) > ACz’) 人 A(x, ,) = A(x’) 
即 AC) 在 R 上 单调 不 减 , 此 时 条 件 (2) 成 立 ， 如果 jim x, =— oo, Jl [a] BB ay uE 
条 件 (1) 为 真 . 
综 上 所 述 , 必 要 性 得 证 . 
充分 性 : 设 Fuzzy Æ A 满足 条 件 (3), 则 Ve zz ER,z < 二 x 二 x .车 
XX E (—o,2,], H ACI) 在 (一 w,zxo) 内 单调 不 减 可 知 , AC’) LAC), BD 
A(x) > A(z") A A(z") 
fea) FH BY WE 4 x ,x E [ros +o) 时, Alr) > A(z’) A AGO. 而 车 x EC 
(— 0,29) x” E (to, +2), Til 
x E (— 0,2) ) Alar) > Ale) Ax) > Alr) A AC”) 
xr E (rp, FOSA) > ACH) > Alz) > Az’) NAAC) 
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z=zo>Azo) > ( V Aca) A | V Ata) | >A) A AG”) 


ELE, rr, 


故此 时 也 有 Alr) > Aa’) A AC”), 
ALA AC) BA) AA. 即 当 条 件 (3) 成 立时 , A WEY Fuzzy 集 . 
以 同样 的 步骤 可 以 证 明 , 当 条 件 (1) 或 (2) 为 真 时 , A te Fuzzy 集 . 故 充分 性 
得 证 . C] 
定理 2.6.4 设 4AEYZ9CR), 则 A 是 凸 的 当 目 仅 当 A =A} 门 AR. 
证 明 Bi A=A* NAF HH eS y<z. BHA (Cy) SA (xe) MARY) 
> AR (x), 我 们 得 到 
Ay) A ACT) A AC(z)= (Ar N AO) A CAE N AECI) AAE N ARC) 
Arty) A AR(y) A AECI) A ARC) A A'(z) A ARC) 
= A(x) A AF Cx) A AT(z) A AÈ Cz) 
A(zr) A ACz) 
于 是 ACy) Z Alr) A ACz). 
假设 f 是 凸 的 , 则 对 所 有 ryz, A(y) SAG A Alz). 由 此 得 到 
Aly) >A Cy) A A® Cy) = (AE AR) Cy) 
BIA > A‘ NAF. RBA AC A’ NAR, FASAL NAR, a 
定理 2.6.5 设 AEY9(R), 则 4 是 凸 的 当 且 仅 当 A =B mc, 其 中 BE 
F(R) AMAR, CE 8(R) 单 调 不 增 . 
证 明 如 果 A DA, EE 2.6.4 B=A',C=A®,. RZ, 设 A= 
B 门 C, 其 中 BE F(R ) 单 调 不 减 ,C €E F(R ) 单 调 不 增 , Wt zccy<e 
CBN OODA (BNO GC) A CBN CO) 2)) 
=B(y) ACO) A Bla) A Clr) A Bz) A Cle) 
= B(x) A Clr) A Blz) A Cle) 
于 是 (B 站 OCy) 之 (BN 站 COC))A CBN OG), BBOCHAN. O 
定理 2.6.6 BA BEF(R,HASBEYM, MA, AŬ BS5AÀB 
也 是 凸 的 . 
证 明 ”如果 A AN, M ASANA 又 
AN =(AL 门 AR)N = An N ARN — ANL 门 ANR ， 
所 以 AS 是 凸 的 , MR A 与 B BA, MY 
A V B=(A’ N B) U (A N BŁ) 
=(A} N BY N BÈ) U (At N AF N BE) 
=(A* N B+) N CAR U BÈ) 


| 
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由 定理 2.6.5 知 A VB 是 凸 的 , 因为 (A 入 BN =A V BS 是 凸 的 ,所 以 
AA B 也 是 凸 的 . C 


2.6.2 Fuzzy 数 


定义 2.6.2 RBRR EA Fuzzy BAC FC R)IPMAR EWH—*M Fuzzy 数 
(fuzzy number) ,如果 Ya €E (0,1), A, 是 有 限 闭 区 间 ， 

4 suppA 为 有 界 集 , 则 称 Fuzzy 数 A 为 有 界 Fuzzy 数 (bounded fuzzy 
number). Æ suppA 握 [|0, 十 oo) 则 称 Fuzzy 数 A 为 正 Fuzzy BC positive fuzzy 
number). 4 suppA Z (— 0,0] IWEK Fuzzy 数 A 为 负 Fuzzy 数 (negative fuzzy 


number). 全 体 Fuzzy 数 记 为 R, 全 体 正 Fuzzy 数 记 为 R+, 全 体 负 Fuzzy 数 记 
XR. 

MEX 2.6.2 Ay A. Fuzzy 数 A 是 正规 的 , 即 存 在 XE R, 使 Axo) =], 
Dubois 和 Prade 介绍 了 Fuzzy &. (bI eX PUR BOR Al) =1 的 x。 是 
唯一 存在 的 , 即 要 求 截 集 A = {a}. 定义 2.6.2 中 的 Fuzzy 数 不 要 求 这 一 条 件 


成 立 ,这 样 定义 的 Fuzzy 数 可 以 将 区 间 数 作为 特殊 的 Fuzzy 数 . 
例 2.6.2 设 AEF(R), 且 


l, xr=a 
Aa) =| 
0, rsa 
则 Ala) =1 H Ya E€ (0,1],A,=La.a], BN) A Fuzzy 数 , 日 表示 了 普通 数 44， 
BN Fuzzy 数 可 以 视 为 普通 数 的 推广 . . B 


H 2.63 RAEF(R),H 


r—a\’ 
A(x) =exp(— ( —“) jp>0 
如 图 2.6.3 所 示 ， 易 证 A 也 是 Fuzzy 数 , 称 为 正 态 Fuzzy $% (normal fuzzy 
number) 或 Gaussian Fuzzy 数 . 在 不 混 消 的 情况 下 , 记 A 为 (ao). 
例 2.6.4 设 AE 和 (R), 且 


5 a= rH 
b—a 
l, b < E 
Ala) 一 1 SS 
一 二 ， c<irxid 
d—c 
0, 其 他 


如 图 2, 6.4 IIR, 易 证 A 也 是 Fuzzy 数 , 称 为 梯形 Fuzzy $i (trapezoidal fuzzy 
number) ,也 称 Fuzzy KW, MwA < abcd >. 
特别 地 A 为 


— ee = 


O a x 


图 2.6.3 正 态 Fuzzy & 


2 I, ax<aKch 
b—a 

c— b 

0, 其 他 


Al? 6.4 梯形 Fuzzy 数 与 三 角 Fuzzy 数 


称 为 三 角形 Fuzzy 数 (triangular fuzzy number) 或 三 角 Fuzzy 数 , 简 记 为 二 a,b,c >, 
Hi b—a=c—bAd, KA 为 对 称 的 三 角 Fuzzy 数 ,其 隶属 函数 为 


|z 一 | 
1 一 -一 -一 ，0 一 4 去 过 去 0 十 L 
d £0, Alx) 一 d 
0, 其 他 
l, zxz=b 
d=0, ACT) -| 
0, Tb 
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这 时 A 简 记 为 <b, d>. 
梯形 Fuzzy 数 也 称 为 Fuzzy KE. 图 2. 6.5 是 实数 、 区 间 数 与 Fuzzy 数 、 
Fuzzy 区 间 的 一 个 比较 . 


(b) 
图 2. 6.5 实数 .区 间 数 与 Fuzzy 数 、Fuzzy 区 间 的 一 个 比较 


定理 2.6.7 BAER, WA BY Fuzzy 集 . 
证 明 由 于 A Coe € (0,1]) 是 闭 区 间 , 目 A, =R, BP Ve € Lo], A, 2S 


集 ,根据 定理 2.6.1 即 证 得 A 是 凸 Fuzzy 集 . 口 
定理 2.6.8 A € R 当 且 仅 当 
l, xE [m,n] 
A(z) =4L(r), <m (2.6.4) 
R(x), z>n 


Ep L) AAR BM GE, OS La) <1 H lim L(x) =0, R(x) 为 单调 


工人 一 人 


减 函 数 , 左 连续 , 0 之 R(x) < 14H lim R(x) =0. 


I 二 0 


证 明 (DD) 设 AER 
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Ci) A 正规 =>A, =|[m,n] £ Ø 


一 1， XE [m,n| 
A(x) o 
<1, xE [m,n] 


GDM r< mA, A Lir) SAC), WO< Lie) <1. 


Vz) Lr: <m, HAER 
Alz) 2 Ala,) A Alm) SAC) 
所 以 L(x) =ACr) (2 < m) WAS Pw. 
现 证 L(x) AER, BEDR MIE zo <m, lim L(x) =a > LC xo) (单调 


ni. Tr 


0 


AF PRG PR AF ED)» TE YX € liom) A La) Sail (ay) <a, hah 
Æ L(x) Laxa, 于 是 Vie (zosm) Ax < A,， 而 zo € A,- Rox, = £o 十 


一 To 我 们 有 =, € A, Mz, =limaz, € A,, 这 与 A, 是 闭 区 间 矛 盾 . 


7i — oG 


i lim L(x) =0, BAAR, lim L(x) =a > 0. 由 于 L(x) 是 单调 增 函 


T—— 0 Xe 


Ww, Am Yr<m, A(x) = 十 L(x) Sa. 于 是 A, 不 是 闭 区 间 , 这 与 A 是 Fuzzy% 
AS. 


A r > nit, Ra) SAC), M R 为 单调 减 函 数 , 左 连续 ， 
0< R(x) << 1H. lim R(x) =0. 


zo 
(2) 设 
l, xELlm,n] 
A(x) =<Ltx), <m 
R(x), x >n 


Ci) A; =Lm snl] AO, RA 是 正规 的 . 
Gi) Va E€ (0,1), Om, =A {zx|L(zx) Za}, n =V (x|R(zx) Za}, 由 于 
lim L(x) =0, lim R(z) =0, Am m,, n HARM. 下 证 A, = [m,n] 


I—*— 90 xr to 


(Lm,.n,]2[m,n]). 

Vx E€[m,.n,], Bx E [m,n], W Alr) =1 2a; Hx EC (mo m), hl 
m,<x2<m. HF m, SA (x|L (a) Sa), 必然 存在 zi <z, L(x) Sa. 根据 
L(x) 是 单调 增 函 数 知 AC) = Lia) > La) Sa; RAW La) 右 连续 ,所 以 
L(m,) = limL(z) >a. 因此 [m m) E A. 同 理 可 证 (non, |] CA,, 于 是 


tm 
a 


[m sn, CA 
为 一 方面 ， Vz € [m,n] 
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a<im,=A (riL(r) 全 aa->ACz) 一 LOz) <a 
Ween =V {a4|R (xr) Sa} >Alr) = R(x) <a 
于 是 [m,n J=A,. 由 于 a € (0,1), A, 都 是 闭 区 间 , 所 以 A 是 Fuzzy 数 . C 

Fuzzy 数 和 A 可 以 记 为 A 二 (ma ;na4j ,上 La Ra). 为 了 给 出 一 些 特殊 的 Fuzzy 
数 , 我 们 先 讨论 一 类 函数 . 

it RB L:(— 0, +o) — [0.1] WE 

(1) L(x) =L(— z); 

(2) LO) =1; 

(3) Lex) 在 [0, 十 co) 上 不 增 . 

这 样 函数 的 全 体 记 为 区 艺 中 常用 函数 如 下 . 
l, x€[—-1,1] 
0, 其 他 
(2) L(x) = max{0,1— |x|?}, p>0; 

1 
1+ |z|? 
(4) L(x) =exp(— |zx|*),p > 0. 

下 面 给 出 一 些 特殊 的 Fuzzy 3X. 
(1) 工 RR 型 Fuzzy 数 (LR type of fuzzy numbers, Dubois and Prade,1980) 
LR 型 Fuzzy 数 A WRAK A 


L(™—), xm 
a 


A(z) = (2.6.5) 


>z EA, 


CID L(x) -| 


(3) L(xX) 一 ,p>0; 


其 中 L,R € L, mER, a Bp>0, WA M,a: Mir. 并 旦 约定 当 a= 一 8 二 0 时 ,LR 
型 Fuzzy 数 退 化 为 普通 实数 , 即 Om 0,0) 48 =m. 所 有 LR 型 Fuzzy 数 构 成 的 集 
记 为 Rir. 

ER L(x) =R(x)=max{0,1— |z|}, M LR A! Fuzzy & (m,a, Dir BIA 
三 角 Fuzzy $ < m—a,m,m+B>. 


H LC) =exp(— |l?) ARG) =— p> 07. M 
1 十 | 六 |2 
— P 
exp(— |7 m E xm 
A(z) = J 
p? zr >m 
m — r 


1+ | 
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是 LR 型 Fuzzy 数 . 
(2) 对 称 Fuzzy 数 (symmetric fuzzy number) 
对 称 Fuzzy 数 A 的 隶属 函数 为 
A(z) 一 上 (一 >0 (2. 6. 6) 
E LE 4, 记 为 (asa)... FANE 4a =0 时 ,对 称 型 Fuzzy 数 退 化 为 普通 实 


数 , 即 (a,0), =a. 所 有 对 称 Fuzzy 数 构成 的 集 记 为 Ri. BIRR, CC Rir CR. 
定义 2.4.3 已 给 出 了 Fuzzy 数 的 四 则 运算 . 


例 2.6.5 设 有 Fuzzy 数 2. 


二 2 33-4 
j= lt e za 
1 2 x 


故 YzER, 有 
z—~-a—-1l, x2-2f xr 2z-1 
22-2) =43—z +z, 2-3 r<z2-2 
0, 其 他 
关于 2(z) 与 2(z 一 z) 的 曲线 如 图 2. 6.6 所 示 . 


图 2.6.6 Fuzzy 数 2 及 其 平移 


VzE R, 有 


(2+2)(z)=YV Cl) A 2(z— x)) 
tE 


0. 下 面 分 两 种 情形 来 计算 (2 + 2)(z) 的 值 . 
情形 1, [Lz—2,z—1] Q [1,2] = Ø, WA 2< 24, HAR y=2-1 
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E y 一 zx 一 Z 一 1 的 交点 是 (zyy) = (+. zl): 故此 时 
(2 二 2)(z)=V lr) 人 人 20z 一 rz)) 一 三 一 1 
ER 2 
HÆ I, [2,3] 门 [z 一 3,z 一 2] 关 名 , 此 时 有 4 过 zx 牵 6, 且 直线 y=3 一 z 
与 y 一 3 一 z 十 工 的 交点 是 (x,y) = (Žž :3 一 于) ， 从 而 此 时 


(2 十 2)(z) =V Clr) A 2(z 一 z)) 一 3 一 到 


ER 
总 之 有 
5—1, 2<z<4 
TEE T, 4< z <6 
0, 其 他 
即 
-4 一 1 5 3 一 六 
2 之 4 
同 理 


图 2. 6.7 是 运算 结果 的 示意 图 . 
FA Bi] 2. 6.5 知 : 一 般 来 说 , A 一 A==0,A 一 A=1 不 一 定 成 立 这 就 是 说 ， 


Fuzzy 数 的 四 则 运算 与 实数 的 四 则 运算 有 着 本 质 的 区 别 . 但 Fuzzy 数 的 四 则 运 


算是 实数 四 则 运算 的 扩张 . 
由 定理 2. 4. 17(3) 可 得 以 下 定理 . 


定理 2.6.9 设 A,BER, 则 Vae 0,1] 
(A+B), =A, +B, (2.6.7) 
(A—B), =A, —B, (2.6.8) 
(A+B), =A, » B, (2.6.9) 
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图 2. 6.7 Fuzzy 数 的 运算 示意 图 


(A+B), =A, +B, (2.6.10) 
图 2.6.8 f Fuzzy % A=<—-1,1,3>M B=<1,3,5>HP KOMWcRSHRE 
运算 关系 示意 图 ， 


定理 2.6.10 #A,BER, NJ A+B,A—B,A- BER. 

若 BE Rt 或 BER-, 则 A 二 BER. 

证 明 由 定理 2.6.9 与 区 间 数 的 扩张 四 则 运算 即 证 . DD 
一 般 说 来 , 若 A,B E R, A -+ B 末 必 是 正规 的 , A, +B, 未 必 是 闭 区 间 . 

例 2.6.6 ZAER, $ 
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-6 -5 -4 -3 -2 -10 12345 
(A—B), | A, |B 


-5 -4 -3 -2-10 1 23 45 67 8 9 101112131415 
apean (4-B), 


(c) 


图 2.6.8 Fuzzy% A=<—1,1,3> 4 B= 二 <<1,3,5 之 的 扩张 四 则 运算 与 截 集运 算 关 系 示 意图 
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l, r= 0 
B(x) =| 
0, x Æ 0 


Mm VzE R,(A+B)(z)= V (ACr) A Bow) =V (A(yz) A Bly) =V 
工 二 一 和 ?天 日 YAO 
(ACyz) A 0) =0, BẸ 


(A+ B)(z) =0, VzER, [ 
例 2.6.7 令 
l, x=] 
Aca) =4 
0, 工科 1 


l, xz€([—1,1] 
B(x) = E 
0, x E€ [|—1,1] 


则 A, =[1,1], B, =[— 1,1] le > 0). 于 是 
A, >B, =(—œ,—1] U[1, +æ) la >0). O 
利用 分 解 定 理 与 定理 2. 6. 9 可 以 推出 LR 型 Fuzzy 数 的 数 乘 与 加 法 运算 的 
简单 公式 ,这 在 应 用 中 经 常用 到 . 


定理 2.6.11 设 (ayayBjg;(5,7,6)1R E Rigs k ER, D 
(ha ska RB) rp sk > 0 
(ka, — kB, — ka)p ok < 0° 
特别 地 ,一 (aa,B)IR =(—asBsa) pe 5 
(2) CasasBir 十 (6,y),G)TR =(at+ brat ysBt+S 1p; 
(3) Casas Bir — (by DR =(a— bra 68+ ip. 
WERA (1) k» CasasBip =|J à Lk * Casa: Diri 
A 


(Lk + Casa,B) rp -| 


一 | ACLAI], = Clasa: Air J,) 


U à kla — al (A) a + BRT OD) 
A 


LU Alka — kaL (A) ka +RBR(A)], k SO 
A 


U alka + BR (A) ,ka — ka (A), k < 0 


À 


(J AL Cha ska kB) ip las k 0 
À 


ll 


U AL (ka, — kB, — ka)pr Jas k< DO 
À 


Cka „ka kB) ip sk > 0 
[Chay — kB, — kads k <0 
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(2) Casa Pir t+ (bY,0)1R =|] à (Casas Pie t+ (6,7,6) 1r ], 
À 
一 a [lasa Pir] HEY Dir) 
À 
= a [a ~ aL ™ (A) ,a + BRT (GD) 
A 


+ [b— yL (A) b HRT OAOD 
=|[J a [a +b— Ca++ nL I A) a +b+ BHARA] 
À 


=|J Àla tba +y BHDR), 
A 
=Ca+batysBt+Oip. 


(3) 类 似 (2) 可 证 . 一 
推论 2.6.1 it (a,a),, DLE Ri ， N k Carais (asad, +P, E 
R, ,并且 


(l)k* Casa), =Cka,|klad,; 
(2) (asa), + (6,2), 一 (a 十 pa 十 Dr. 
推论 2.6.2 (1) 设 三 角 Fuzzy $ à =< a,a,B >， 对 于 给 定 的 实数 上 ， 有 
` 人 k>0 
k eù =k < asa, p >= (2.6.11) 
< kB,ka,ka >, k<O 
HHA k. à=ă.k. 
(2) 设 三 角 Fuzzy Ma) =< a aip > MG, =< az,as,B, >, 有 
< alyal1 8 >< az ,aa ,8 >=< al 十 ay ,al ta, Bi +B. > 
(2.6.12) 
由 推论 2.6.2 可 以 直接 得 到 以 下 结果 . 
推论 2.6.3 设 三 角 Fuzzy % Z, =< aiyzip8 > G =1,2,=-,n ), W] 


] "i ~ 加 1 n 1 n 1 n 
ae P a Dao De) (2.6.13) 
特别 地 当 XL, =< TiC; > (一 1,2 2 DAT, Wy 
1 /1 ER 1 < 
二) (2. 6. 14) 
称 式 (2. 6. 13) , 式 (2.6.14) 为 三 角 Fuzzy 数 序 列 (T: 的 平均 值 . 


推论 2.6.4 (1) 设 对 称 三角 Fuzzy KG=<a,c> MEER, Ml 
kea=a-k=<ka,|k|co > (2.6.15) 


l, z=0 
# H , 2% k=0 时 tawd 
0, z#Æ0 
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人 Tae |z— kal< llc 
MkRAOM, .A(x) 二 lkl|e 
0， 其 他 

(2) 设 对 称 三 角 Fuzzy Wa, =< ac > Ma, =< an >, F 

< al ycl DH< ay cy >=< a; 十 ay cl] 十 cy > (2.6. 16) 
~ ~ l, 工 一 al 十 as 

+H, c 十 cy =O GD 人 za +a, 

当 cl 十 cs #0 AT 

(di +ã) (7) = ee [z= Ca Fadia tes 

0, 其 他 
下 面 讨 论 Fuzzy 数 的 运算 性 质 . 


定理 2.6.12 设 A,B,CER, 则 

(1) A+B=B+A,A.B=B.A; 

(2) (A+B) +C=A+(B+C),(A+B)+C=A+(B-O). 
下 面 的 例子 说 明 分 配 律 不 成 立 . 

例 2.6.8 设 


6 _ 9 12 
则 a Bto=| Ate —2/, 4 | 二 十 l (4-3) x 


于 是 A+ (B+CO) 4A*+BT+A>C. E 


定理 2.6.13 A,B,C E R*, MAMER, B 
A.(B+C)=A.B+A.C (2. 6. 17) 


由 定理 2.6. 10 .定理 2.6.12 与 定理 2.6.13 ,再 加 上 VAER,A 十 区 一 A， 
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A+ R=A, 得 到 (Rt, +, +) 是 半 环 ( 即 (R+ ,十 ) 是 带 单位 元 DO 的 交换 么 半 群 ， 
(Rt, +) 是 带 单位 元 R 的 么 半 群 ,并 且 乘 法 . 分 配 于 加 法 十 之 上 ). 
由 于 V 和 和信 是 RXR->R KB. Ya © [0,1] 
(A V B), =A, V B,={z V ylx € A,,y€ B,) 
(A A B), =A, A B,={x A ylz € A,sy € B,) 
因此 , 当 A,BE Rm VA 
AV BAA BER. 
再 利用 Fuzzy 分 解 定 理 易 证 下 列 定理 . 
定理 2.6.14 设 A,B,CER, 则 
(1) A+(B VY C)=(A+B) V (A+O):; 
(2)A+(B A C)=(A+B) A (A4+0); 
(3) A— (BV C) =(A—B) A (A—C); 
(4) A—(B A C)=(A-—B) V (A-C). 


一 


定理 2.6.15 it A,B,C E€ Rt, M 

(I)A* (BY C)=(A*+B) V (A-O); 
(2)A+(B A C)=(A+B) A A. OC); 
(3) A+ (BY C)=(A+B) A (A+C); 
(4) A+(BA OC =(ALB) V (ALO). 


V 
人 


2.6.3 Fuzzy 自然 数 


定义 2.6.3 (Wygralak, 1996) N 上 的 有 限 Fuzzy 集 a:N 一 [0,1] 称 为 有 

限 广义 自然 数 (Cfinite generalized natural number), W a 满足 
alk) Sali) MaG) 1S kj (2.6.18) 
QE a EMAI Cconvex. 凸 的 有 限 广 义 自 然 数 简称 为 Fuzzy 自然 数 (fuzzy natu- 


ral number), N 上 全 体 Fuzzy 自然 数 记 为 N. 

很 显然 , 如 果 有 限 广义 自然 数 a 是 不 增 或 不 减 的 , 那么 < 一 定 是 凸 的 . 进 
一 步 还 可 以 得 到 下 列 结论 . 

定理 2.6.16 ”如 果 有 限 广义 自然 数 c 和 8 是 西 的 , 则 wa 有 pc 十 8 和 a :8 都 
是 凸 的 . 

证 明 设 有 限 广 义 自然 数 a me EON WER 委 & 委 ) ik J EN, 
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(a N Dalk) A BR) 
> ali) A aG) A BG) A BG) 
=(a@N DG) A @N PG) 
这 说 明 a 站 8 是 凸 的 . 对 于 任意 i 之 上 之 j,iyk,j EN, 还 有 
(ath) A +p) 
=| V dali) A BG) ) A ( V aG) A BCj2)) ) 
iti =i j tj, =j 
iti, sij tj =i 
iti Sij tj =j 
i Sk, <j, i Kk, <j, k +k, =k 


< V lalki) A B(k:)} =Cat+ Pe) 


k tk, =k 


即 证 a 十 8 是 凸 的 . 同 理 可 证 a， PREON. E 
2.6.4 Fuzzy 基数 


ENM 2.6.4 (Zadeh, 1979) HAC FFCX), ARRA A 的 Fuzzy 基数 ， 


其 中 
feCA)(n) =sup{a || A, |=n}, 2 E N (2.6.19) 
例 2.6.9 We MEI X =(a,b,c,d,e,frgsh} ER) Fuzzy Æ AW 
„9.1, 03, 06,06,09, 07,10,02 
Aste Te tae te TP PF te Te 
1, 0.90.7, 0.6, 0.3, 0.2401 
则 fe CA) = tt te tg [ 
定义 2.6.5 (Zadeh, 1983) BA C FF(X), fec A)R A ABN Fuzzy Æ 
数 ， 其 中 
fgc(A)(n) =supla lA,| 宇 n},nEN (2.6.20) 
$1 2.6.10 A WH 2.6.9 HAY Fuzzy Æ, H 
1,09, 0.7, 06,06,03, 02,01 
Jed ab ta ee ae O 


Æ 2.6.17 RAEFFX), WW fg(A)Æ N EM Fuzzy 自然 数 . 
证 明 只 需 证 明 fgc(A) 是 单调 不 增 的 . Rm<n,m nen, N 

{a || A, |= m} Ə {a || A, | Sn}. 
于 是 fec(A)(m) = supla || A, | >È m} > supta || A, |> n} =fec(Ad(n). 


[ 


第 2 章 分 解 定理 .表现 定理 与 扩张 原理 “一 一 123 


$2.7 Fuzzy 数 的 表现 定理 


由 Fuzzy 数 的 定义 知道 ,一 个 Fuzzy 数 的 截 集 族 是 一 个 闭 区 间 套 ,如 果 给 定 
一 个 闭 区 间 套 ,该 闭 区 间 套 表示 的 Fuzzy 集 是 Fozzy 数 吗 ? 下 面 的 定理 回答 了 
这 个 问题 . 

定理 2.7.1 (Fuzzy 数 的 表现 定理 ) 设 A: 0,1] > Ir: a PH(a) = 
Lm, on] + Ø. We 


ay < a,>Lm, Ma, | _) Lm, n, J (2. 7.1) 
W G) A= |] eH) € Ri 
a€ [0,1] 
P — —— l . 
(2) A, =] Hlan); (a> 0), (an= (1 y) e )? 
(3)A=(Lm, na |,La,Ra). 
其 中 ma =limm, » na —limn, » (2,=1—— ) 


Lal) = V {alm, Sz), Rye) = V (aln, > 2) 
Oal 0<e<l 


证 阴 令 互 (0) =R,WMiH@lae [10,1]) 是 R 上 的 集合 套 , 由 表现 定理 
2.3.3 知 互 唯 一 确定 了 Fuzzy Æ 


A= (J aH Ca) = J aH la) C FCR) 
a€ [0,1] a€(0,1] 


且 4. 一 人 站 五 (= 和 [m:n] (>0). 


Aa O<A<ea 


(1) 由 于 闭 区 间 的 交 是 闭 区 间 ,因而 4。 仍 是 闭 区 间 (a € (0,1] ) ,又 A, 2 
HO) 关节 ,所 以 A 是 Fuzzy 集 , 即 AE R. 
1 


(2) 0<w=(1 一 二 < a> NHW =N H(a,) 


由 定理 2.3.3(1), 得 A, =f) HO) cA H(a,) 
再 由 推论 2.3.1, 得 Hla) cA, 

于 是 站 Hlan) cn A, =A 
显然 A Ña, =A 


从 而 N Be) CA, 


124 ——— C 模糊 理论 基础 
因此 A, 一 人 H(a,) (a>0). 
n=l 


w IR _,_ 1 ag 
《3) 当 ae 一 1 时 ,有 a， li 7 十 1’ 这 时 


+æ +æ 
A, ={) H(a,) =f) [m, »n, ]=[ma, sn, ] 
n= 1 n=1 " n 


当 T < MA Ay 
LaA(z) 一 ACz) 一 V Ca A Ha) (= V lalz € [m,.n,]} 
a€(0,1] a€ (0,1) 
= V {alm, X1}. 
ae (0,1) 
当 xr > ny 时 ， 同 理 推 得 
Rar) 一 y laln, > x}. C] 
a€ (0,1) 


定理 2.7.1 中 的 五 称 为 及 的 财 区 间 套 (nest of intervals). 下 面 是 Fuzzy & 
表现 定理 的 一 个 应 用 例子 . 


例 2.7.1 设 A,BeR, 日 


0， roO 0, r2? 

Xs O< rl xa—2, 2<a27r41< 3 
A(x) =<l1, x=1 ， B) 一 41， x=3 

2—-a, lmxr<2 4 一 XT， 3<r<c4 

0， 工 之 2 0, 工 之 4 


MW Vac 0,1] 

A, =la:2—a], - BL =L2+a,4—a] 
(A+B), =A, + B, = [2a +a ,8 — 5a +a°] (由 定理 2.6. 9 与 定理 2.5.2(3)) 
其 图 形 如 图 2.7.1 所 示 . 


2+a 3 4-a 
图 2.7.1 Fuzzy 数 A 与 B 的 隶属 曲线 及 截 集 
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wWA+B=C, 则 由 Fuzzy 数 的 表现 定理 得 
me =2a +a sno =8— ba +a 


"n+ (= 
‘in + (0) =s 


Le(m= V fal2ate <x} = V falax—ltvrt+1,0<7< 3} 
0al 


La] 


=/xrt+1—1 (0< r<3) 
Ri(lr)= V fal8—6batad’ Sx} = V (ale 乏 3 一 Vz 十 1,3 一 一 8) 


Oal Oal 


=3—yr +i (8< r< 8) 
A . B=(L[3], Le, Rc) 


0, ro 
Z 十 1 一 1，0<>z<3 
(A+ B)(x) 一 41， r =3 . L] 
3—Yrtl, 3<r<8 
0, t >g 


$2.8 Fuzzy 集 的 模 扩 张 运 算 


设 T 是 L0,1j 上 的 算 子 ,多 (to,1) 是 L0,1] 上 全 体 Fuzzy Æ. 


定义 2.8.1 映射 T: F (0,1) xXF(0.1]) — 多 (0,1]) 称 为 [0,1] 上 的 
算 子 T 的 扩张 运算 ,其 中 


TAB)(z)= V (A(y) A B(z)),YA,BE F({0,1D (2.8.1) 


, r=TCy,z) 
T(A,B) 可 以 写成 ATB. 
由 定义 直接 得 到 下 面 的 运算 性 质 . 
定理 2.8.1 设 T 和 | BRAN 对 偶 的 t- 模 与 t- 余 模 ， 则 ， 


(1) T 和 | 满足 交换 律 和 结合 4 
(2) AŤTX=AF,A | Ø =A}; 
(3)AT1=A,A | 0=A; 


()ATIBUQ=ATBUATCA|L(BUO=A[BUALC; 
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(5)BCCS>ATBCATC; 
(6) (AT B)N =AN | BN, 
其 中 A,B,C EE ¥([0,1]). AN BA 的 伪 补 (参见 定义 1, 3.7). 
定理 2.8.2 设 T 和 | 是 关于 伪 补 N 对 偶 的 连续 t- 模 与 连续 ta, MM. 
(1) (AT B)R=ART BR, 
(2)(AT BE =A} T B}, 
(3) (A | B)JR 一 AR | BR; 
(4) (A | BYE =AL | BŁ. 
其 中 A,BE ¥([0,1]). 4 与 AR 参见 定义 2.4.5. 


证 明 (1)(ATB)R(x)=YV V (A(y) A Bl2)) = V (A(y) A B(z)) 


wr YT 3Tz >r 


CART BDD = V APO A BR) = Vy ((VAG)A(Y Bw)) 


yle=a yle=ur uy vzr 


MA yTz Sx, 则 由 本 的 连续 性 可 知 , 存在 y <y 委 z 使 得 z=yiTzi. 于 
是 
Ay) A Ba) <( V AG) A ( V Bœ) 


use y, Vez 


因此 (AT B® CART BR. 如 果 yTz 一 xz,u 之 y,v 宇 xz,; 则 wTw 渤 工 并 日 
Alu) A Boo) < (AT B)(x). He (A T BE HAR T BR. 


(3) 类 似 可 证 . (2) 与 (4) 利 用 对 偶 性 质证 明 . CJ 

定理 2.8.3 WAM | 是 关于 伪 补 N 对偶 的 连续 t- 模 与 连续 t- 余 模 ， 则 分 
配 律 

AT(BVO=(ATB)YVY ATO (2.8.2) 

AT(BA C)=(ATB)Y A ATO (2. 8,3) 

A|L(VO=ALBYVALO (2.8.4) 

AIL(BAQ=ALBAALO (2.8.5) 


对 任意 B,C € 多 ([0,1]) 成 立 当 且 仅 当 A € 和 (0,1]) 是 凸 的 . 

证 明 我 们 证 明 第 一 个 等 式 对 任意 B,C € 8 ([0,1]) 成 立 当 和 且 仅 当 A E 
Y (Lo,1) 是 凸 的 . 其 余 由 对 偶 性 可 以 推出 . 

由 定义 很 容易 得 到 : 


(DCATIBYOMD= VV (Aly) A B) A COw)) 


yTluVY WII 一 工 
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(ID (AT B) V ATO) = oy, AD A BO AAG) NCO) 
很 显然 (T) < UD. 和 

MRAM. S (pTg) V GT) =r. 下 面 分 两 种 情形 证 明 (11) < d) 

(I ypTg=s Tt=x 

A y= p As Rt O Tg) V Cy Tt) =a, HEAO) =A) R Aly) = 
A(s). 于 是 

AWD ABM A Cit) DSAM) ABM A ACs) A CO) 

(Qplq<sTtH=arlsTtcapTlg=ax 类似 证 明 ) 

MR sTo <r, ACs Tg)V (ssTi7i) 一 s Tt=x 
这 时 取 y=s, RPA ACY) A Bog) A CQ) SACP) A B) A ACs) A CQ) 

WE sT >r. BAsT¢g>sTt, 由 此 可 以 推出 >. 于 是 有 

pla<a<sTgq 
所 以 存在 使 得 bp oy <ositAy Tao. 进而 1 过 gg 可 以 推出 yTt 之 yTg 一 
x 使 得 
(ylq) V Cy Tt)=Cy Tq) =a 
KA fechas. 即 A(y) = ACp) A ACs), FE 
ACy) A Bg) A CQ) Ap) A Bg) A ACs) A CO) 

由 上 面 两 种 情形 可 以 得 到 (IH) < d). 故 当 A 丁 时 (ID = (1D. 

假设 AT(B VY C)=(ATB) V (ATO) 对 任意 B,CE 多 ([0,1]) 成 立 . 那 
么 特别 地 


AT xo. V Xii, )=(AT Xa) V (AT xin ) 
上 式 左 边 AT (Xo. V Xto.11) =AT Xa, =A, 
BW (AT xo) V(AT x4, =A VAF =A UAB) CAE AM) 
(定理 2.4.13) =AF Q AS. 
由 定理 2.6.4 知 A 是 凸 的 . D 


“ABE FNO, 1D, TRA TA, B) € FN ([0,1]). 
特别 地 ,在 Iroa 上 ,我 们 有 以 下 定理 . 
定理 2. 8.4 设 T 是 [0,1] 上 的 连续 t- 模 (t- 余 模 ), 则 
[a a] TI6,b]=[a To.a To], Y[a,a], [bb] € To. (2.8.6) 
WEAR 由 T 在 10,1j 上 的 单调 性 易 知 


Laa] Tl6,6]={xTyl|x € [aa],y € [6,6J) Cla Tha T] 
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反之 , 若 a T6 过 xz 之 aTb, HT WEREM FE xc My Har ab 
y<b,Hz=xTy, FÆ z€ [a,a]T[6,6], MIHE. 口 

为 了 简单 起 见 [aa] Tob] iiA Lasa] TCh, A]. 

特别 地 ,我 们 还 有 : 

(1) [asa] V [b,b] =[a Vb,a V b]; 

(2) [a,a] A [b,b] =[a Aba A b]. 

定义 2.8.2 RIJ 和 10,1], WR Yro€l, 存在 yo © J Br < yo， 则 
WAIS, J: WR Vy E J, FE r E€ IE zr Sy MCAT Sy J. 

EX 2.8.3 BABE FZN(0,1]),# ASFB, WHA <B MR 
Va €E (0,1], A 

A; <y By, AS, Ba 


定义 2.8.4 i Ti, T: ERR PEOTHT IKAR, E VABE 
F NO0, 1DE 


Tı (A,B) < T2 (A,B) 
称 Ti BF Te, 记 做 Ti < Te. 
定理 2.8.5 车 Ti 过 Tz, 则 Ti 之 Tz. 
证 明 设 A,B EC FN (0,1), T1(A, Bz) >a, 则 存在 z 和 y ,使 


z=Ti(r',y), Hae € A, y E B; $z =T: y), We Sz, T2(A, 
B)(z) >a. 


即 Ti (A,B); <y T: (A,B); 
同 理 可 证 Ti (A,B): L, Tz (A,B); 
从 而 Ti <7Te. B 


推论 2.8.1 A<O<i<i<i. sisis 
定理 2.8.6 (FN((0,1]), <) 是 预 序 集 , 即 < 满足 自 反 性 与 传递 性 . 
HBR A 二 A 显然 . BAK BL, B<C, WHAACC. 
Sr EL r € Ago DA yo © B: fE xo <y. MR FE zo CG fE yo Szo, 
于 是 


同 理 可 证 
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即 A <C. E 
定理 2.8.7 BABE FN((0,1),4A A B=A(AV B=B),W 
A<B. 

证 明 若 A A B=A, Wi 
(A A B)-=A- (0<a<=1) 
Bp A, ={z 


V (Alr) A BCy)) >a) 


z 一 工人 Ay 


F zEAi, 则 存在 zx 和 yy， 使 >=zAy 且 rrE4ayEBi, 从 而 z 委 》y 且 >yE 
B.. 则 证 得 

Az Sy Bz 
AyEB, AFA, ZØ, VA TEA FzrarnyWeey ze 
(A A B);, AMi z € Az. 即 

A. <, B- 
则 证 得 A < B. = 

定义 2.8.5 AEC FN((O,1L)DRHW Fuzzy (A fuzzy value) M Fuzzy BH, 

@ Ya € (0,1j], A, 是 闭 区 间 . 


以 [0,1] 表示 Fuzzy AWZ. 由 定理 2.8.4 易 得 下 面 定 理 . 


定理 2.8.8 若 T 是 连续 的 t+ 模 (t 余 模 ), 则 YA,B € [0,1], TT(A,,B.) 
(a € (0,1]) ÆW K fal]. 
定理 2.8.9 若 T 是 连续 的 t- 模 (t- 余 模 ), 则 


A,B € [0,1]> TA,B) € [0,1]. 


证 明 令 D=T(A,B), 易 证 D; CTCA,,B.) CD,, Al 
D, = 门下 4,B,) 
A<a 
由 定理 2. 8. 8 即 得 证 . E 
定理 2.8.10 VA,BE [0,1], 4 
A A B=A (A V B=B)@A<B (2.8.7) 
证 明 ”由 定理 2. 8.7, 只 需 证 明 A < B>A A B=A, 因而 只 需 证 明 
AB=(ANB),=A;(0<a< 1). 
Wee A, WHE yE B;, 且 yy 之 z, 于 是 z=zA 人 AyE€(AAB);, 即 
A- Z (AN B). 
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反之 ,车 z € (ANB, 则 存在 +z 和 y 使 2: 一 x+ 人 y, 生 zxz€ A,y€ Be 
如 果 z= 二 z, M) z € A. WR y= 二 z, 则 存在 x CAs, Er <z h ARGES, 
[Lz ,zx] T Azs 于 是 z€ [rsr] C A;. 从 而 (A N B)- = A;> 则 得 证 . [ 
由 定理 2. 8. 6 与 定理 2. 8. 10 易 得 , ([0,1], <) 是 偏 序 集 . 
定理 2.8.11 VA,BE[0.1],4A< BOA, <B,0<a<1). 
证 明 着 A 二 B, 则 
(A A B). =A, A B, =A, 
从 而 A, << B,00 <a<1). 反之 , 易 证 (4A A BD, =A,» 从 而 
AA B=A 
FHA <B. C] 
w 
A` (x) =SA(l— x) 
注意 AW ATA) AS, A (x) =1—ACz), Yz € [0,1]. 
# Ac [0,1], BRA a` € [0.1], Vz € [0,1]. 
下 面 的 定理 直接 验证 即 得 . 


定理 2.8.12 ([0,1], V, A.-) 具有 以 下 性 质 : 

(1) (C0,1], V, Av) 是 分 配 格 ; 

(2) AK Ø=Ø,A A [0,1]=A, 

AV @=A,A V [0,1] =[0,1]; 

(3) (A7 )7 =A; 

(4) (AVY B7 =A AB’ ,(AAB) =A VB. 

定理 2.8.13 A,B E [0.1], ker A=[z;, yi], ker B=[z,,y,], 2, < 

yo W 
A(z) A Blz), z< zx; 
(A V B)(z) 一 4B(Cz)， zl <<z< 魏 多 (2. 8. 8) 

A(z) V Blz), z > y, 


A(z) V BQ), z< 1, 

(A A nojo TLS (2.8.9) 
Alz) A Blz), z> yp 

下 面 研究 Fuzzy 值 的 无 穷 运算 . 
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设 A,€ [0;1] n EN), S 
Ca, .0,)=| V a,» V bp, (2. 8. 10) 
n=1 a n=l a 
lend] =] A an» A bn | (2.8.11) 
n= 7 n=] a 
其 中 an =A CA, )s> ba 一 V (A, = 


A(x) =V {alr € [a,,6,]} 
B(x) =V {alz € [c,+d,]} 


记 A=JA,, B=f)A,. 


ne N nN 


> 


定理 2.8.14 # A, € [01] EN) W UA,» NA, € [01]. 


neN neEN 


WERA 设 x, E10,11, 使 A,(z,) = 二 1, 令 zo =V (2). Yo =A (Ta? W 
ACz) =1, Bly) =1 
My A, = [| La,.6,], B, =[) [csd] 
Aa A<a 
则 得 证 . 口 
定理 2.8.15 # A, € [0,1] (n € N), W: 


D NA, SA, S UA 


neN neN 
(2) ( Ua.) = NA”, ; 
nEeEN né N 
(3) (Ma, =UA,. 
nN né N 
证 明 ”直接 验证 即 得 . m 


$2.9 分 布 数 的 扩张 运算 


扩张 运算 对 于 研究 概率 度量 空间 是 非常 方便 的 . 
定义 2.9.1 映射 下 :.R -> [0,1 | 称 为 分 布 数 (distribution number), € 
CL) F 是 单调 不 减 的 ; 
(2) 下 是 左 连续 的 ; 
(3) 下 (一 oo) =0, F(+ œ) 一 1. 
若 分 布 数 满足 FOO) =0, RAES ti RM (positive distribution number) . 
6 F HED ARK, M42 COM Fr) = 0. 因此 ,将 正 分 布 数 均 视 为 
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L0,c) + [0,1] 的 映射 . 
记 9 为 全 体 分 布 数 ,2 ”为 全 体 正 分 布 数 ,显然 9+CC9C8F(CR)， 易 见 
0, «<0 
Fy Cx) -| 
l, 并 全 0 
是 正 分 布 数 . 若 FF,G € 97, 下 之 G 意味 着 G(xz) 之 F(x) (x DO). BR, 
(97 , 委 ) 是 偏 序 集 , 且 F 是 91+ 中 最 小 元 素 . 
设 ER th, F,G E 9, 记 
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(下 十 G) (z) 一 V T(F(x),GCy)) (2.9.1) 
z=aty 
特别 地 , 当 T=A 时 , 记 
(上 十 C)(z) 一 V (Flr) A GCy)) (2.9.2) 
z=aty 


定理 2.9.1 设 F,GE 9(9*), M CF+G6) € 99"). 

证 明 和 者 zl<zz, 且 zl 一 z 十 》， 则 必 存 在 z Aly’, HB rcs’, ysy, 
H. zz =x +y, 于 是 

TCFGCr)G(y)) TOFCr) ,Gy )) 
从 而 Vz =r+y 
TCF(Cx),GCy)) S (F+ G)' (z,) 
则 证 得 
(F+G)'(z,) S (F+G)" (xz). 
Wz, zo. Ve > 0, PFE xo M yo, IË zo =r + yo A 


TCF C29) ,Gyo)) = (F+G)' Czo) -一 > 
HTF T SESH WE O> O, 使 
TCF (29) — 8,G(y0) — 8) > TCF (25) ,GCy.)) 一 二 


不 妨 设 zzoyy yo Hz, =z, ty," Èl )、 则 存在 Ne Sn NAPE 
Zn) > F(x.) — 8, Gly,) > Gly) —6, FEM n> Nht 
(F +G)' (z,) > T(F(2,),GCy,)) > T(F(2,) —8,Gly,) — 8) 


> T(F(2z),GC(y)) — > > (F+G)" (2) —e 


则 下 十 G 是 左 连续 的 . 
由 于 工 是 连续 的 ,ye > 0, 存在 9 之 0, 使 
T(l1—6,1—68) 之 一 
同时 存在 ze 和 yo. HF F(x) Sl — ô, Gly) 之 1 一 0， 于 是 当 z 之 zo 十 yo 时 ， 
有 
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(F+G)'(z) > T(Flzo}: GO) >l—e 
则 证 得 (下 十 G)7TC+ o) =1. 类 似 可 证 (下 十 G) o) 一 0. 
# F+GeE 9° ,BiE(F+G)'(0) =0,M EHG € 9 . a 


对 于 Fuzzy 集 的 分 解 定 理 . 表 现 定理 以 及 映射 的 扩张 原理 的 进一步 研究 主 
要 集中 在 不 同 角度 的 推广 上 ,如 考虑 Fuzzy 集 的 推广 :2 型 Fuzzy 集 分 解 定 理 、 
表现 定理 与 扩张 原理 (王晓波 ,1983; Mendel, 2007), L 型 Fuzzy 集 的 分 解 定 
理 .表现 定理 与 扩张 原理 ( 张 文 修 ,1984) 等 .Fuzzy 数 是 一 种 特殊 的 Fuzzy 集 ， 
Fuzzy 数 在 最 优化 理论 (Carlsson，Fuller，2003; Maeda, 2001; Rommelfanger, 
Hanscheck, et al. , 1989; Sakawa, Kato, 1998; Wang, Wang, 1997; Zhang, 
et al. , 2003) „Fuzzy #3 $] (Gao, 1999; Irion, 1998; Zhou, Ruan, 2002) RR 
(Chen, Lu, 2001, 2002; Lee, 2002; Modarres, Sadi-Nezhad, 2001; Yao, 
Yao, 2001) LA R tH & H R (Patyra, Kwon, 1995; Requena, Blanco, et al., 
1995) 等 领域 有 着 十 分 广阔 的 应 用 前 景 . Fuzzy 数 四 则 运算 以 及 基于 一 般 Fuzzy 
算 子 来 扩展 Fuzzy 数 的 各 种 运算 的 研究 已 逐步 形成 了 模糊 理论 的 一 个 新 的 分 文 
(Chen, Kawase, 1999; Dubois, Prade, 1980; Special Issue, Fuzzy Sets and 
System 1997). Fuzzy 数 的 运算 与 序 关 系 离 不 开 区 间 数 的 运算 与 序 关 系 . 对 此 ， 
有 许多 学 者 进行 了 这 方面 的 研究 (Chanas, Kuchta, 1996a, 1996b; Das, et al., 
1999; Hu, Wang, 2006a,b; Hu, Xia, 1995; Hu, Zhang, 1995; Ishibuchi, 
Tanaka, 1990; Kundu, 1995; Sengupta, Pal, 2000 ; Xia, Hu, 1995,1997). 
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378 Fuzzy 关系 、Fuzzy MMS Fuzzy 图 


在 自然 界 中 ,事物 之 间 存 在 着 一 定 的 关系 . 有 些 关系 是 非常 明确 的 ,如 父 
子 关 系 ”、 数 学 上 的 “线性 函数 关系 ”、E 、 己 .= 二、 之 <, 等 等 , 但 有 些 关 系 的 
界限 是 不 明确 的 ,如 “相像 关系 ”“ 朋 友 关 系 ”“ 信 任 关系 ”与 “两 数 几 乎 相等 "等 . 
经 典 关系 是 直 积 上 的 子 集 ,自然 地 ,界限 不 明确 的 关系 可 以 用 直 积 土 的 Fuzzy 集 
来 加 以 描述 . 本 章 首 先 介绍 Fuzzy 关系 的 定义 以 及 与 Fuzzy 集 对 应 的 性 质 ， 然 
后 讨论 Fuzzy 关系 的 各 种 复合 关系 ,有限 论 域 上 的 Fuzzy 关系 一 一 Fuzzy 和 矩阵 、 
Fuzzy 关系 的 自 反 性 、 对 称 性 与 传递 性 .Fuzzy 等 价 关 系 与 Fuzzy 相似 关系 、 
Fuzzy 偏 序 关 系 以 及 Fuzzy 关系 在 区 间 值 与 格 值 上 的 推广 . 最 后 讨论 有 限 论 域 
上 一 种 特殊 的 Fuzzy 关系 Fuzzy 图 . 这 些 内 容 对 后 面 我 们 即将 讨论 的 Fuzzy 
聚 类 分 析 、Fuzzy 模式 识别 、Fuzzy 综合 评判 与 Fuzzy 关系 方程 及 其 广义 逆 等 都 
是 非常 重要 的 . 


9 3.1 Fuzzy 关系 的 定义 与 性 质 


定义 3.1.1 设 X,Y 是 两 个 论 域 ,那么 X 到 Y( 或 在 和 与 了 之 间 ) 的 Fuzzy 
关系 (fuzzy relation) RB—-PRAX XY=(Cz,y|c EX, yE Y} EW Fuzzy 
=, BPREFCXXY) 

R:X XY — [0,1] (3.1.1) 
Rir, 表示 x 与 y 具 有 R 关系 的 程度 . Ahe X=Y 时 ,KR 称 为 X 上 的 
Fuzzy 关系 . 

HFE X, VEY, Ray AET rF y 的 相关 程度 如果 将 R 限制 
WXXY 上 的 经 典 集 , 则 此 时 R 即 变 为 普通 的 关系 ,所 以 Fuzzy 关系 是 经 典 关 系 
的 推广 . 既然 Fuzzy 关系 是 Fuzzy 集 ,那么 Fuzzy 集 的 记号 对 Fuzzy 关系 也 是 适 
用 的 . 

例 3.1.1 设 X 一 (zly zzyZ3} 表示 父辈 的 三 个 人 zl ,zz ,3 的 集合 ,而 了 三 
(yi ,yz y3 y) 为 他 们 子 辈 的 集合 “相像 关系 ” 尺 E 多 (XXY ) 是 一 Fuzzy X 
系 ,而且 
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_ 0.6 0.3 0.3 0.8 0.7 0, 2 
(zl 3y1) (£1372) (22951) (Zo2y2)  (%3993) (T374) 

rj 二 R(Zz;i, 9,)G=1, 2,3, j=1, 2,3, 4) 表示 z; My; 的 “相像 程度 ”, 没 
有 写 出 的 项 表示 相像 程度 为 0, 即 基本 不 相像 . 

例 3.1.2 设 R 是 实数 集 , 对 于 xz,y € R, 关系 x 远大 于 y” 是 R 上 的 一 个 
Fuzzy 关系 , 记 为 工 六 7 或 yy 女工 其 隶属 畏 数 是 

0， xray 


RC(z,y) = 1 100 
| (zx— y)’ 


—] 
| , Ty 


X + =1000,y=100 AY, RCz,y) =0. 999 9; 
u > =20,y=10 At, R(x,y) =0.5; 
X 2=20,y=18 AY, R(x, y) =0. 0385. 
更 一 般 地 ,z 远 大 于 zz 一 10 的 程度 为 R(x,x 一 10) = 0.5, 而 过 远大 于 一 
100 的 程度 为 R(x,z 一 100) 一 (1 十 0.01) =0. 99. O 
5] 3.1.3 设 及 是 实数 集 . 如 果 之 表示” 工 与 》 几乎 相等 ”*, 则 之 是 R 上 的 
一 个 Fuzzy 关系 ,其 隶属 函数 是 
~=] elel /(r,y),a > 0 L 
RXR 
作为 Fuzzy 关系 的 推广 , XXX, X… XX, EB n T Fuzzy žá RE 


| R(xz) 2 AZ) Ti €E X; 
X XXX KX 


其 中 R:X XX, X- XX, — [0,1]. 

X n=1 ht, R 是 一 个 一 元 Fuzzy 关系 , 即 X, 上 的 Fuzzy Æ. 4 n=2 ff, R 
是 一 个 二 元 Fuzzy 关系 , 即 Xi XX, EW Fuzzy 集 , 是 我 们 主要 讨论 的 Fuzzy x 
系 . 

下 面 是 一 些 主要 的 基本 Fuzzy 关系 ,对 任意 的 z,y € X: 


BFAR I 
ra ed (3.1.2) 
0, TEY 
FARO 
Olz, y) =0 (3.1.3) 
ERRE 
E(z.y) =1 (3.1.4) 


由 定义 易 知 ,Fuzzy 关系 实质 上 是 一 种 Fuzzy 集 , 所 以 有 关 Fuzzy 集合 的 一 
切 运算 与 性 质 对 其 都 是 成 立 的 . 下 面 给 出 Fuzzy 关系 的 各 种 运算 . 
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定义 3.1.2 设 R,S,R,(ET)EZ(XXY), 则 称 RUS,R 门 S 分 别 为 
Fuzzy 关系 尺 与 S$ 的 并 与 交 ; 而 称 YR, ~ [| R: AHA Fuzzy RAM (R, |t € T) 


:ET :ET 
的 并 与 交 ， 其 中 
(RU S)(z,y) =R(z,y) V S(r,y) (3.1.5) 
(RAN S)(az.y) =SRC(z,y) 人 SGryy) (3.1.6) 


(U R,) (as) =V R(a.y) In R, | (x,y) =A RCr,y) (3.1.7) 
IET tE T IET 


:ET 

ERR € AX XY), R €e AX XY), 使 得 

YrIE X,yEY,R'(r,y)=1 —R(zr,y),R i(y,7z) = R(xr,y) 

则 称 R: H R 的 补 (complement relation), R X R Hi Cinverse relation). 

对 Fuzzy 关系 的 补 和 逆 , 有 下 列 运算 性 质 , 

定理 3.1.1 BWRS,R,ET)CFCXXY) RMA: 

Q) RZ SSR! SS ,SCR’; 

(2) (R71) =R, (R =R); 


(3) (UR,] =U Ro. (NR) NRY. 
:ET tET ET IET 
证 明 ”只 证 (2)、(3) ,其 余 证 明 类 似 . 
(HER (ysr) EYXX, 由 定义 易 知 
CRT!) Cy, z) 一 1 一 (RD)COyzr) 一 1 一 RRCzyy) 一 (RD)Czy) 一 (RD (yer) 
故 (RTI) = (R. AAA CRUD =R. 


一 ] 
(U R) (z) = (U R,) (ay) = V R æy) = V R7 Cy,7)= |] R OD 
tE T IET tE T 


tE T tE T 
—] 
从 而 ， (U R, | =U Ry). 同 理 可 证 (3) 的 另 一 式 . 口 
:ET :ET ， 
对 a E10,1], 若 RE 多 F(XXY), 则 截 集 ( 对 应 地 , 强 截 集 ) 
R,={(z,y) E XXY|R(z,y) Sas EXXY (3.1.8) 
(R-={((x,y) E XXY|RG,y) >a} CX XY) (3.1.9) 


为 X 到 Y 的 关系 , 称 RR,(R; ) 为 a - 截 关 系 (a - 强 堆 关系 ). MF WER, R 
们 说 在 水 平 a 下 x 对 y EXER. 截 关 系 具 有 下 列 性 质 . 
定理 3.1.2 BRREFC(XXY).M 
(RT!) = (R,) (3.1.10) 
(R7"'). 一 (RD 一. (3.1.11) 
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由 于 Fuzzy 关系 是 Fuzzy 集 , 所 以 截 关 系 也 有 类 似 定 理 2.1. 1 ~ 定理 2.1.6 
的 性 质 . 

定理 3.1.3 设 Q,REZF(XXY),a,8E€ [0,1], M: 

D) a < PR S RGR CR,; 

(2) QZ RS Va € L0,1),Q,CR,; 

(3) QT RS Va € [0,1],Q, Z R. 

Æ 3.1.4 KRQREF(XXY),M—: 

d) Q U R), =Q, U Ras Q N R) =Q, 9 Ra; 

(2) (Q U R); =Q; UR;, QNAN R); =Q; N R. 

MFF CX XY) PHAR Fuzzy 关系 ,这 个 结论 仍然 成 立 , 即 


(U R, ) =|] (Ra (3.1.12) 
t=1 a t=1 
( R.) = (R), (3.1.13) 
i=1 a i=1 
| R, | =|] (RD; (3.1.14) 
t=] a t=1 
(A R) =N Rd): (3.1.15) 


但 是 ,对 于 无 限 个 Fuzzy 关系 的 并 ,等 号 未 必 成 立 . 一 般 有 如 下 性 质 . 
定理 3.1.5 WIR, |t € T} CFCXXY),M, 


one Ross (UR,) , 站 RD =à (NR,) , 


tE T tE T a {ET E T a 


(2) ( 


U R.) =|] (R,)z» (N R) SN (CR, );. 


a tET a tE T 


tET a tET 
定理 3.1.6 i V:€ Toa, € LO,1], a€ [0,1], RE F(XXY), M]; 
D R( ya) SN Ra > Raw =U Ra; 
tET 


tET rET ‘eT 
(2) CRS), = CRT), CRO, = CR; 
(3) R, =() R3, R; =U R,. 


A<a A>a 


$3.2 Fuzzy 矩阵 的 概念 


RIE X={ 21 ;x2 ,… Zn) 与 Y= 一 {y1， y2，…，yn} 为 有 限 集 , 则 XXXY 上 的 
Fuzzy 关系 尺 可 以 用 一 个 m Xn 和 矩阵 表示 
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R€z,591) R€ajisy2) … Rx ,Yn,) 
_ [Ra Cae sya) one Remen? 3.2D 
RCz yl) Reamsy2) … R Emyn) 
这 种 表示 Fuzzy 关系 的 矩阵 称 为 Fuzzy HM (Fuzzy matrix), ida R = 
[ri ] mxn ? 其 中 Tij =R(z;;y;). 因为 R 在 L0,1j] 上 取 值 ,Fuzzy E ERIR rij € 
[0, 1]. Ær; € (0, 1}, WH R 为 布尔 矩阵 (Boolean matrix). 用 [0,1]j”” 表 
REA m X nFuzzy RB, A013" 表示 全 体 m X n AREE. Fuzzy 矩阵 
(Fuzzy 向 量 ) 的 “ S ”与 “之 RRUAR" S” 5 SRM. 
例 3.2.1 医学 上 用 
体重 (kg) 二 身高 (cm) 一 100 
表示 人 的 标准 体重 ,这 实际 上 给 出 了 身高 (X ) 和 体重 (Y ) 的 二 元 关系 . $ X= 
{140,150,160,170,180}, Y 二 {40,50,60,70,80}), 则 上 述 等 式 可 以 得 到 一 个 布 
RRR R, 用 布尔 矩阵 表示 为 
40 50 60 70 80 


140 1 0 0 0 0 

150 0 1 0 0 0 
R= 

160 0 0 1 0 0 

170 0 0 0 1 0 

180 0 0 0 0 1I 


人 有 了 胖 瘦 不 同 ,对 于 “ 非 标 准 ” 的 情况 ,应 该 描述 其 接近 标准 的 程度 . 这 样 ,下 
面 Fuzzy 矩阵 所 表示 的 Fuzzy 关系 显然 更 全 面 地 给 出 了 身高 与 标准 体重 的 关系 . 
40 50 60 70 80 
140 l 0.8 0.2 0.1 0 
150 0. 8 1 0.8 0.2 0.1 
160 0.2 0.8 1 0.8 0.2 
170 0.1 0.2 0.8 1 0.8 
180 0 0.1 0.2 0.8 l 
3.2.2 二 人 博弈 . 设 X=!{( 石 头 , 前 刀 , 布 }“ 胜 ? 定 为 1“ 平局" 定 为 
0.5,“ 负 ” 定 为 0。 则 甲乙 二 人 “ 胜 负 关系 ”R 可 以 用 矩阵 表示 


石头 YI fi 

R 一 石头 0. 5 1 0 
BY JJ 0 05 1 

布 1 0 0.5 
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例 3.2.3 设 X={ 张 三 , 李 四 , 王 五 ),Y = (英语, 俄语, 日语 ,法 语 ), 则 “ 掌 
担 "的 Fuzzy 关系 R 可 以 用 和 矩阵 表示 


英语 俄语 日 语 法 语 
R _ 张 三 0. 85 0.75 0. 70 0 
李 四 |0. 90 0 0 0 
王 五 ”1|0.70 0 0 0. 80 


例 3.2.4 (Klir & Folger, 1988) 设 XX 二 {纽约 (N), 巴 黎 (P)},Y 三 (北京 
(B) ,纽约 (N) ,伦敦 (L)), 则 “很 远 ” 的 Fuzzy 关系 及 可 以 用 和 抢 阵 表示 


B N L 
R=N 1 0 0.6 口 
P |10.9 0.7 0.3 


为 了 用 图 形 表示 Fuzzy 关系 R, 对 于 R(x; s yj)» 我 们 作 点 Xi 与 Yj! 在 Ti 到 | Yj 
HW bE RE R y). 这 种 图 称 为 Fuzzy KAA (Fuzzy relation graph). 
例 3.2.5 设 铸 一 {a,b,c) 表示 三 个 人 的 集合 ， 


R 二 “信任 关系 ?二 1 | 0.9 | 0.9 | 1 4 0.8 0.5 


(a sa) (b,a) (ca) (b,b) (c,b) (cc) 
RAY Fuzzy Æ% 5 Fuzzy 关系 如 图 3, 2. 1 所 示 ， 


a b C 


图 3. 2. 1 “信任 关系 ”的 Fuzzy 矩阵 与 Fuzzy 图 


很 显然 Fuzzy 矩阵 是 有 限 论 域 上 Fuzzy 关系 的 一 种 表示 ,所 以 Fuzzy 关系 
的 运算 与 性 质 对 Fuzzy 和 矩阵 也 成 立 . 特别 地 ， R 一 (Tij) mxn 的 截 关系 R, 一 
(ri Ca) ) mxn 称 为 a -RIER a -cut matrix), Hp 
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l, ry 2a 
r; (a) = sa & [0,1] 


0, ri <a 


Fl ARR. RAWR' 实质 上 就 是 R 的 转 置 矩 阵 , 故 今 后 有 时 也 将 
R ERR. 


§3.3 Fuzzy 关系 的 投影 与 截 影 


下 面 来 讨论 Fuzzy 关系 的 投影 与 截 影 以 及 它们 的 性 质 . 
定义 3.3.1 BRREFCXXY), AH X Fuzzy H Ry E€ F(X), Ry € 
FY) ,其 隶属 函数 为 
Ry (a) = YRCz,Y), VxE X (3.3.1) 


Y 


Ry O) = V Ry), VyEeY (3.3.2) 
则 分 别称 Ry» Ry AR EX, Y 中 的 投影 (projection) . 如 图 3.3.1 所 示 . 又 对 
给 定 的 ze E X, yo E Y, 分 别 定义 Fuzzy R|. E€ FY), R|; E F(X), H} 
隶属 函数 为 

R|; (x)=R(z,y0), Vx EX (3.3.3) 

R|, (y) = R(zo,y), VyeY (3.3.4) 
则 分 别称 R|; ， R|, AR FE yo». xo ARH ARR R -foreset, R -afterset) . 


图 3.3.1 Fuzzy 关系 的 投影 示意 图 


例 3.3.1 (Klir & Folger，1988) 某 人 要 在 四 份 工作 中 找 一 份 适合 自己 的 
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工作 , 四 份 工 作 构成 论 域 X= {Jobl, Job2, Job3, Job4), 选择 时 考虑 三 个 因 
R: 工作 兴趣 、 上 班 地 点 和 薪金 ,构成 论 域 了 = (Interest, Drive, Salary}. 它们 
之 加 的 关系 为 

' Interest Drive Salary 


jobl 0.4 0.1 0.875 


R=Job2 10.6 0.9 0.7 
Job3 0. 8 0.7 0.5 
Job4 0. 6 l 0. 2 
下 面 求 出 投影 ,并 给 出 投影 含义 . 


Rx(Jobl1) =0. 4 V 0.1 V 0.875 二 0. 875, 第 1 份 工 作 最 吸引 的 是 薪金 (吸引 
程度 0.875); 

Ry (Job2) =0. 6 V 0.9 V 0.7=0.9, 第 2 份 工作 最 吸引 的 是 上 班 方便 (吸引 
程度 0. 9); 

Rx (Job3) =0.8 V 0.7 V 0.5=0.8, 第 3 份 工作 最 吸引 的 是 该 工作 的 兴趣 
(吸引 程度 0. 8); 

Rx (Job4) =0.6 V 1YV0.2=1, 第 4 份 工作 最 吸引 的 是 上 班 方便 (满意 程度 
百 分 之 一 百 ); 

Ry (Interest) =0.4 V 0.6 V 0.8 V 0.6=0. 8, 最 感 兴趣 的 工作 是 第 3 OT 
作 ( 兴 趣 程度 0.8); 

Ry (Drive) =0.1 V 0.9 V 0.7 V 1=1, 上 班 最 方便 的 工作 是 第 4 份 工作 ( 方 
便 程 度 1); 

Ry (Salary) =0. 875 V 0.7 V 0.5 V 0.2=0. 875, 薪金 最 高 的 工作 是 第 1 份 
工作 (高 的 程度 0.8) . 

截 影 是 一 些 Fuzzy 集 ， 如 


_ 0.4 0.1 , 0.875 vp 
R | jovi ~ Interest Drive | Salary’ 对 第 1 份 工作 的 评价 
_0.875 0.7 ,0.5 , 0.2 。 = 
R | salary — Jobl Job2 + Job3 + Joba’ 对 薪金 的 评价 . C] 
下 面 给 出 一 连续 型 的 Fuzzy 关系 . 
例 3.3.2 ## RE FC(RXR),A 
l 
R ’ a ae | 9 R 
Taye? TS 
] 
Wl R| _ =R1, = 一 一 一， R. 


类 似 地 ,得 
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1 
R| 2200) =R(2,2) =— +, R. 
m DRED = pe? VE 一 


定理 3.3.1 HQREAFCXXY), MARR (IR, |tE T}CFCXXY), 
M Yre X, ye Y, 
(DmMRQACR, I 
Qx ERx, Q CRY, QI,CRI,, QI,CRI,; 


(U R, | =J (R x> (NR) =f) (Rx; 


tE T X i€T 1E T X ET 


(UR) =U CR |,, | 


tET tE T 


N R) l =N (R) |,; 


tET tE T 

(U Rb =U CR |,> (AR)L=N (R,) | 

tE T IET IET tE T 

定理 3.3.2 HREFCXXY), r €E X, yo E Y, 则 下 述 各 项 成 立 : 
(1) Rx =() RI|,, Ry=(]R|,; 


yEY rex 


(Ri, =Car} XY) Ry, R|, = COX X {y}? N R)x; 
(3) R=U Cz} XR| =| CRI, x {y)). 


re X yEY 
证 明 只 证 (C2), 其余 类 似 可 证 . ER ye Y, 则 由 定义 3.3.1 得 
(({xzo} XY) N RyCy)=V ro XY) N RCr,Yy)} 
rE xX 


=V {r0 XY), y) A RCz,y)? 


rex 
=V {ro r) AYO) A Raz y)} 
rEX 
= {zo} (xo) A l A RCxy oy) =R( x, »y) 一 及 | (y) 
从 而 R|} =fr} XY) N Ry 
同 理 R|, = CX X {y N Rx. 
BN (2) 48 UE. a 


83.4 Fuzzy 关系 的 复合 


有 许多 方法 定义 Fuzzy 关系 的 复合 ,但 最 常用 的 是 所 谓 最 大 一 最 小 复合 . 
我 们 先 来 看 一 看 普通 关系 的 复合 . 
例 3.4.1 i ARRAIA, Bi B 均 表 示 父 子 关 系 , 则 
(zz) E AS HF y, (E (x,y) E Bi 旦 (yz) E B; 
我 们 称 A 是 由 Bi 与 Bs 复合 而 成 的 , 记 做 
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A=B; : B ( 祖 孙 三 父子 。 父 子 ). 口 ] 
— firth i QE P(XXY), RE PIY XZ), SE P(X XZ) 
者 
(zz) E SS 3y € Y, H ay EQH Oz ER 
则 称 关 系 S 是 由 关系 Q 与 尺 复合 的 , 记 做 
S=Q-R (3.4.1) 
gj Q- R={(z;) E XXZ| Jy EY, (z,y) EQ, (yz) € R} 
(3.4.2) 
用 特征 函数 表示 ,有 
Qe. R(z,z2) =V (Q(z,y) A RCOy,z)) (3.4.3) 


yEY 


将 上 述 关系 推广 到 Fuzzy 关系 ,从 而 有 Fuzzy 关系 复合 的 定义 . 
定义 3.4.1 MRQHX XY 上 的 一 个 Fuzzy 关系 ,RR 是 YX 2Z 上 的 一 个 
Fuzzy 关系 , 则 Q 5 R 的 复合 (或 合成 ) (composition relation), 记 为 Q。R, 是 
X XZ 上 的 一 个 Fuzzy 关系 ,其 隶属 函数 是 
Q. R(z,z) = Vi {Qiz,y) A Rysz), Yz E X,z€ Z 63.4.4) 
这 种 复合 用 到 了 取 大 〈V= max SR) CAS min ) 运 算 , 所 以 称 之 为 最 大 -最 
小 复合 (max-min composition). 


例 3.4.2 设 尺 为 实数 域 R 上 “zz 远大 于 y” 的 Fuzzy 关系 ,其 隶属 函数 为 


I rey 
Rz, y) = 100 一 1 
l ， 
| + T> 
则 复合 关系 R。R 应 为 R 上 “zz 远 远 大 于 y”. FRR e- Rz,y). 
Yzy ER, FfrLy MW YzER,rSz 5z <y 至 少 有 一 个 成 立 , 于 是 
R». RC(z,y) =V {IR(z,z) A R(z,y)} =0 
zER 
E r>y, 则 存在 zo ER, 使 得 
R°Rlz,yl=V {R€z,z) A Rlz,y)} =—=R(r,z0) =RCz>y) 
zER 
如 图 3.4.1 所 示 ， 


令 下 (zyz) =Rzsy); 解 得 zo = 2, 代 人 民 (Czyz) 得 


0， rey 


一 ] 
Ro R(z,y)=3 |; 100 
ey 

2 


对 于 Fuzzy 关系 我 们 可 以 考虑 许多 其 他 类 型 的 复合 运算 .如 最 小 -最 大 复 


D 
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图 3.4.1 


4 (min-max composition) 是 最 大 -最 小 复合 的 对 偶 复 合 , 只 需 交 换 V SA. 
义 如 下 
Q° Rire) =A (tQGrzy) VRCGyz))，VYZzEXzEZ (3.4.5) 
yEY 


由 定义 很 容易 得 到 : (CQ? RSQ R. 
复合 的 更 一 般 定 义 是 最 大 -* 复合 . 
定义 3.4.2 HQECFCXXY),REFCYXZ),.WQMRKBX-« 复合 
(max- * composition) Æ MW 
Q °, R(z,2z) =V (QGzyy)x*ROyz)) YrE X, zEZ (3.4.6) 


其 中 * 是 L0,1j 上 的 二 元 运算 . 
特别 地 ,* A t- T, QAR 的 最 大 - T 复合 (max-T composition) 为 
Q°, RCz,z) =V (Qlz,y) T ROy,z)}, Va E€ X, z € Z (Pedrycz, 1982a) 


3EY 
(3.4.7) 
X T = 时 , QAR 的 最 大 -乘积 复合 (max-prod composition) 为 


Q-Rexrz2=V {Q(zryy)* R(y,z)}, Vx © X, z E Z (Rosenfeld, 1975) 
yEY 


(3. 4. 8) 
定义 3.4.3 BRQEFCXXY),REFCYXZ) MQAR 的 最 大 -平均 
复合 (max-av composition) Œ X 4y F 


Q ° RC, z) = > V ‘Q(zr,y) + ROy,z)}, Va © X, z € Z (Rosenfeld, 1975) 


yeEY 
(3.4.9) 
定义 3.4.4 BQECFCXXY),REFCYXZ) WQOMR HBA-aB 
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4 (min- e- composition) Œ X w F 
Qa- RClæz,z) =A {Q(z,ya- R(y,z)}, YrxE X,zEZ (3. 4. 10) 
yEY 


其 中 ar ATE S1 3 中 讨论 的 Sanchez HF. 
如 果 在 有 限 论 域 上 讨论 Fuzzy 关系 ( 即 Fuzzy 矩阵 ) ,其 复合 与 普通 和 矩阵 的 
乘法 相对 应 . 
定义 3.4.5 BHQ=lgalaxi E F(XXY), R=[r, Jx, ESF(YXZ), 则 
Fuzzy EEQ 与 丸 的 复合 为 
Q°R=S=[sy J © F(X XZ) (3.4.11 
其 中 


l 
Sij =V {aix A ry tot =1,2, sm, 一 ]， 2 《3. 4. 12) 


Fuzzy 和 矩阵 的 复合 也 称 为 Fuzzy 矩阵 的 乘积 . 

例 3.4.3 Be X=(2, 5.72), Y={y1sy21y3}, Z=(z1, 522). WMR Fuzzy 关系 
Q 和 R 用 下 面 的 Fuzzy 矩阵 表示 , 则 Q 与 R 的 复合 可 以 依 如 下 计算 得 到 .其 复 
合 运算 相应 于 和 矩阵 的 普通 乘法 , 数 乘 用 和 《min) 来 代替 ,加 法 用 V Cmax) kA 
替 . 


0.5 0.8 
0.4 0.6 0 
0.9 l 0.1 
0 0. 6 
0.5 0.8 
0.4 0.6 Q 
Q °- R= e |O. 1 l 
0.9 1 0. 1 
0 0. 6 


_ (0.4 A0.5)YV O6A01) VOA004A089V O6ADV OA O06) 
7 Mas ALHVAAADVOIANOIABIVAADV OLA | 
0.4 0.6 
-ls 1. : 
类 似 地 ,我 们 有 Fuzzy 矩阵 的 最 大 -T 复 合 . 
例 3.4.4 设 尺 ;表示 西红柿 的 颜色 和 成 熟 程度 之 间 的 关系 ,Ra 表示 西红柿 
的 成 熟 程度 和 味道 之 间 的 关系 . 设 颜 色 论 域 为 X 一 {green，yellow, red), RA 
Fe FE i ROA) Y= (verdant, half-mature, mature}, 味道 论 域 Z= {sour, taste- 
less, sweet}. 其 中 
verdant half-mature mature 
green l 0.5 0 
yellow 0.3 ji 0.4] , 
red 0 0.2 l 
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SOUL tasteless sweet 
verdant 1 0. 2 0 
2 half-mature 0.7 1 0.3| 
mature 0 0.7 1 


则 按照 Fuzzy 关系 复合 运算 (最 大 -乘积 复合 )，R; 和 Rs 复合 表示 西红柿 的 颜色 
和 味道 之 间 的 关系 . 


sour tasteless sweet 
green l 0.5 0. 15 
R; . 2 = C] 
yellow 0.7 l 0.4 
red 0.14 0.7 1 


最 大 -最 小 复合 运算 具有 下 列 性 质 : 

定理 3.4.1 (1)O-R=R-O=O; 

(2)1-R=R-I=R., 

定理 3.4.2 设 R,RI,R, E F(XXY), MAIR, |t¢ € T} CFCXXY), WU 
RQQ:Q,E€FCYXZ),{Q,|t€ TH} CFCYXZ),SECFCZXW), WA: 

d) R: © R:>R -QCR,°Q,Q, 2 Q,>R°-Q,CR°Q,; 

(2) (R°Q)'=Q!-R!,(R° Q) =(R7 Q); 

GJR» (Q*°S)=(R°Q)-S; 

WR- {UaQ)=U (RQ); 


IET {ET 


(U R.) .Q=U R ° Q; 


:ET te T 


(HR: (NQ) EN RQ; 


te T IET 
(7) (NR,) .QE R, Q). 
tET tET 


证 明 只 证 (3) 04) (6) ,其 余 的 易 证 . 
(3) Viz wi EXX 克 ,由 定义 3.4.1 我 们 有 
(Re (Q°S))(z,w=V (Rr,y) A Qe Sly,w)} 
yEY 


= V [Rey A ( V Qly,z) A S(z,w)) | 
yeY rEZ 


{ V Ry) A (Qz) A S(z,w))) 
zEZ 


= V 
yEY 
=V V {Rlz,y) AQGCy，z) A SCz,w)} 
yEYzEZ 
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y€ 


zEZ 
=((R- Q)» S)(x,w). 


(R. (U Q) ) = V R(xz,y) A | V Qy») | 
:ET € :ET 


= V | V {R(X,y) A Qi 
yEY UET 

| {R(xz,y) A Qicy | 
=( U (R © Qi) (x12) 


于 是 Ro (U@) =U R: @. 


tec T te T 


(6) Vin DEXXZ, RNA 


(R o (Qe) ey, (Ræ) A (a Qo) 


= V | A (Rzy A Q, cy») | 


yEY liET 


<A | V (Rasy) A Q,62))| 


16 7T | yey 


=A (R°Q,(2,2)} =(N (R œ Q) E2) 
tET 


tE T 


这 样 R-(M@) EN RQ. 口 


{ET te T 


BREF(XXX), AAR: (R°R=(R°R-R. 故 可 以 将 其 记 做 
R» R.: RAR. 更 一 般 地 ,可 以 记 R” = Re R» > R, 且 容 易 证 明 R" o R = R. 
Se Rees 


定理 3.4.2 中 的 (6) 人 7) 两 式 , 未 必 有 等 号 成 立 . 

例 3.4.5 R N={az tooo zn) 是 无 穷 可 列 集 . VR, E FCXXKX), 
k=1,2,°+, 且 对 于 任意 z,.27, E X 

mi 

k +m’ 
MRREF(XXX),A Ra, ,XT,) =1 Cm n=1,2,°*) 则 

(N R, | > R(x,yzx)= V | ( 和 Ri (zs zm) ) A Rem sza) 

k=] 


x EX k=] 


R, (Zi Zn ) = k,ism=1,2,5°"° 


= V 


(A etm) A 1} =0 
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Re Ret =A (VR tre) MN ROzn sz)) 
k=] 


=] xz Ex 


“AM, Ea) AP} 


从 而 (NR) REN RR. C] 
k=] k=] 


但 对 于 有 限 交 ,定理 3. 4. 2 中 的 (6) (7) 两 式 等 号 成 立 . 
定理 3.4.3 WwR,R, R, ,RR E Fl XxXY ) AK Q.Q; (0 Qn € 
F(Y XZ), M 


DR- (N Qi) =N R- Q); 
i=] i=] 


D (N R) -QN RQ. 
i=] i=l 


下 面 我 们 讨论 a - 截 关 系 的 性 质 

定理 3.4.4 7 QEF(XXKY),REFCYXZ),M Vee [0,1], 
(1) (Q. R): =Q; ° RZQ, eR, C(Q-R),; 

(2) 若 了 是 有 限 集 ,那么 (Q。R)。 =Q,°R,. 

W8 AA Vlr) EC XXKZ 

(Xz) E (Q° R); SQ ° R)(x52) > aS vy (Q(XTyy) A RCy.z)) >a 


ey EY, ERa, y) >a HRCy.z) >a 
e J3ye Y, Ery) E€ Q 日 (y,z) ER; 
人 zz) € Q ° R; 
所 以 (Q. R) =Q. R 
再 考虑 到 QSR R E R o UREH 3. 4.20) E% REQ R,. 
L YC, z) E XXZ, 有 
(zz) E Q, RS 3y EY, 使 (z+,y) E Q, Hly,z) ER, 
Jy E Y, EQ, y) >a ARCy,z) > 
=> Re (QCzyy) A RCy,z)) Sa 


oQ. R(z,z) >aS(z,z) € (Q°R),. 
从 而 (1) 成 立 . 
(QIK Y ={y sve Yn) EN), N 
(zz) E (Q° R) SOQ. Rlz,z) Sa 


> Y (Q(z,y) A R(y,z)) Sa 


yEY 
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S dy € Y ,使 Qr, y:i) Pal Rly,z;) Za 
Say; €E Y 46 (xs y;) €E Q, ACy;,2) €E R, 
Ol(r,z) E QL.” R, 


即 (2) 成 立 . O 
定理 3.4.5 BQECFCXXY),REFCYXZ),M 
Q- R= |] aQ, R) = |] aQ ° R;) (3.4.13) 
a€[0,1] 2€10,1) 


WEAR 根据 分 解 定理 2. 2. 2 与 定理 3. 4.4(1) RNG 
Q +。 R= J a(Qe R); = J a(Q. °- R-) Z U a(Q, ° R,) 


a€ [0,1] a€ [0,1] a€[0,1] 
S LU aQ. R), =Q°R. 口 
a€&{0,1] 


最 大 -最 小 复合 的 性 质 可 以 推广 到 最 大 - 工 复合 . 

定理 3.4.6 (1)O°,R=R-, O=O; 

(2)I°,R=R-, ISR. 

定理 3.4.7 设 R;RiR €C FOXXY),Q,Q,,Q, E FCYXZ).M 

Ri ZRSR QIR Q, Q, CQ,>R°; Q CR; Q. 

EH 3.4.8 HREFCXXY),{(R,|ACASCFCXXY), (Q| EA? 
CI(YXZ),QEZF(YXZ), 则 

Ro (NN @:) EN RQ) 


AGA AEA 


(2) In Ri) QEN R, Q. 


AEA AEA 
定理 3.4.9 设 R,RI,R,€E FCXXY), MAR, |ACA}CFCXXY), 
以 及 QQI,Q EC FCYXZ),{Q|ACASCFCYXZ),SECFCLZXW), FE 
ATM V 是 无 穷 可 分 配 的 , 则 有 
(1)R°;(Q°; S)=(R°,Q)°, S; 


(2) R |( U Q | =|] (R° Q); 


ACA ACA 
(3) (U Ri) = Q=U R a @. 
AEA AEA 


最 小 一 a 复合 有 下 列 性 质 . 

定理 3.4.10 HQGCFCXXY),REFCYXZ),SEFCXXZ) HF 
ATM V 是 无 穷 可 分 配 的 , 则 Q。 RCS 当 且 仅 当 R 入 Qa: S. 

证 明 ”由 .1+ 和 a:; 的 定义 以 及 定理 1.3.14(2) 得 
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Qo RE SeVa € X,z € Z CQ + R)(z,2z) < S(z;z) 
OYVYrIE XZEZ, V {(Qlxz,y) T ROy52z)) S SC(r,Z) 
yey 


OVYrIE X yEY.,z2€ Z,Q(2z,y) T Rly,z) S SC(r,z) 
OVrE X,vEY,z€ Z,Ry.2) SQT, ya, S(T,Z) 
OVYrIE KX,y € Yoz € ZRy5z) RQ (yr)ar SCrzyz) 
OVyEY,zE ZRyD< A (Q! (y,z)ar SCrz)) 


zEX 
ERCQ a, S. CI 
定理 3.4.11 HQEFCXXY),S,,8,E€CFOYXZ),REFCLZXW), 
A S Z S, W 
Qar 5; © Qa- $, (3.4.14) 
Siar R D Sza, R (3.4.15) 
定理 3.4.12 BHQECFCXXY),REFCYXZ),SEHZXW),F# 
BOT RM V 是 无 穷 可 分 配 的 , 则 
Qa, (Ra; S) = (Q °; R)ar S (3.4.16) 
证 有明 VYxE XW EW, 我 们 有 
Qa: (Ras S) (zx,w) =A CERA 和 [Roy 2a sc |)| 
yeEY zz 
二 人 A {(Qz,y)a,(Ry,z2)a, S(z;w))}) (由 定理 1. 3.16(2)) 
yEYzEZ 
二 人 A {(Q(z,y) 和 RO(y,z))ar S(z,w)) 【〔 由 定理 1.3.15(4)) 
yEYZEZ 
=A | v {Q(z,y) T RCy,2z) par S(2,w)| (由 定理 1. 3. 16(1)) 
yEY zxEZ 
=(Qe, Roa; SCzyz) 
即 Qa; (Ra; S) = (Q °; R)a: S. 口 
定理 3.4.13 设 R,R, € FCXXY),S,S, CFCYXZ),AE A, 
CD Rai( U S, | D|] (Ra; S,); 


AEA ACA 


‘2 (NN R, Jax SD) (Re; 5). 


AEA AEA 


WRA HHE). Vee X,zEZ 


Re ( U S, ) (x,2)= A (RG, yar ( U Si oa] 
yEY 


AEA AEA 


= 人 (R(x. yar V S,(y2))| 
yEY AEA 
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yEY ‘AEA 


= V | A (RCz,y)aSi (yz)) | 


ACA `yEY 
= V (Rar S,(2+2)}=( U Rav $;) raz) 
ACA ACA 
妈 Rax( U Sa) >|) (Re; S,). 口 
AGC A AEA 


定理 3.4.14 ERR, C FCXXY),S,S,€C FCYXZ),ACA, HAT 
对 V 是 无 穷 可 分 配 的 , 则 


(1) Ra, ( N s, | =A) (Ra: S,); 


ACA AEA 
(2) ( U R, Jaz S=N (Ra, S). 
ACA ACA 


证 明 只 证 (1). Vx Ee X,z zZ, 我们 有 
Ra (NN Si) (z12)=— A Rayer A S,(92)) | 
Y ACA 


ACA ye 
一 人 A (下 (zyy)ar SCy,z)) (由 定理 1.3.16(2)) 
yEYAEA 
=A {A (R(x y)a; S, (yz))) 
AEA ‘ yEY 
=A (Ra, S22} =|( f Ra; S,) (xyz). 口 
AEA AEA 


定理 3.4.15 HQEFCXXY),REFCYXZ),SECRZXW), # 
EH T Xt V 是 无 穷 可 分 配 的 , 则 

(1)Q e- (Qar: R) CR; 

(2) SS Qa: (Q™ °; S); 

(3) QC (Qa, Ra, R™; 

(4) SC (Sa, R Jar R; 

(5) Q °- (Qla Q) =Q; 

(6) (Qa; Qar Q=Q. 

证 明 只 证 (1)、 03) 5)、 (6). 其 他 同 理 可 证 . 

(1) YyEY,zEcE Z, 有 


Q .ii(Qa; R(y,2= V on (y， 工 ) T{ A Q(z, y az RO=) 
rEX y EY 
<V A (Q(xr,y) TQ, y ar RCy’,z))} 


zE Xy EY 


< Vi (Qiz,y) T(QCzyy)ar RCy,z))} 
zE 
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<Ry.z) (由 定理 1.3.15(1)) 
BD Q -Qa R) CR. 
(3) Varn € X,vEY,#F 


z& Z 


(Qa- Ra: R (z,y)= A ( A QCzyy Jar ROY ,z) Jax R (y) 
y EY 


xzEZlyEY 

(由 定理 1.3.17(1)) 

之 A {(QCxrsyar R(y,z))ar R(y,2z)} 
之 


之 人 | V ((QCrsy ar R(y’,z)) az R(y+2))| 


zZ 
Q(z,，y)《 由 定理 1. 3.15(6)) 
Bp QT (Qa; Rar R. 
Q°,(Q'a, Q(z,y)= V lay’ T{ A Ql(y ,x a a.x',y)) | 
y EY TEX 


< V {QCzyy ) T(QCzyy a; Q(z, y)))} 


yeY 


<Q y) (由 定理 1.3.15(1)) 
又 QoQ WW S Wary) TE A Qe Wax Ray) 
zE 


> Q(r,y) T 1 =QClz,y) 
BD Q °- (Qa Q) =Q. 
(6) C4) Al (Qa- Q! Ja; Q 二 Q, X Yar € X,y € Y, A 
(Qar Q Ja- QC, y) = A | ( A {QCzyy Jar Q` (yz ja Qcr | 
x € Y 


ye 
< A (Qt, ya, Qas )} Ja: Qlz, y) 
y EY 
一 lor Q(x,y) =Q(2, y) (hÆ M 1. 3.15(7) 及 定理 1.3.1401)) 
Bp (Qar Q Ja, Q =Q. C] 


$3.5 Fuzzy 关系 的 自 反 性 


定义 3.5.1 设 尺 是 X 上 的 Fuzzy 关 系 . 则 : 
(1) R 称 为 是 自 反 的 (reflexive) ,如 果 


R(xX,T7)=]1, WaEX (Zadeh, 1971) (3.5.1) 
(2) R 称 为 是 e -ARW Ce -reflexive) , MA 
R€xz,x) Se, Vax € X CYeh, Bang, 1975) (3.5.2) 


(3) R 称 为 是 弱 自 反 的 (weakly reflexive), 如果 
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R(xsy) < RG, x)} 
Rysz) < R(x) f 
(4) R 称 为 是 反目 反 的 (Cirreflexive) , mR 
R(T,X)=0, Wx EX (3.5.4) 
例 3.2.2 中 的 “ 胜 负 关系 ”与 例 3. 2. 5 中 的 “信任 关系 ”不 是 自 反 的 ,也 不 是 
弱 自 反 的 ,只 是 0.5- 自 反 的 . 
例 3.5.1 WQEF(RXR)IA Vaz5yER. 


Vasey © X (Yeh, Bang, 1975) (3.5.3) 


r 


2 
Q(x,y) = e ‘7-7 , x>y 
0, TSY 


则 Q ES ARH. O 
Gl 3.5.2 ik 
0.8 0.6 0.7 
R= |0.9 0.9 0.5 
0.1 0.4 0.6 
则 R 是 0.6- 自 反 的 ,不 是 弱 自 反 的 ,但 满足 RG, r) S>Rz,y),Varye xXx. O 
定理 3.5.1 RREF(XXX), W: 
Q) R 是 自 反 的 当 且 仅 当 对 [L0,1j] 上 的 任 一 伪 补 N, N(R) 是 反 自 反 的 ; 
(2) R 是 反 自 反 的 当 且 仅 当 R 门 工 = 入. 
定理 3.5.2 设 R,RI,R, EF(XXX). M: 
(1) R #BRW >R R: DR, MR: ° R 2R; 
(2) 尺 。 尺 ”是 弱 自 反 的 
(3)RBSARKM >VnEN,R" CR"; 
(4) Ri AR, 是 日 反 的 R!。R, 也 是 自 反 的 ; 
O R 是 自 反 的 二 Vn € N, R” 也 是 自 反 的 ; 
(6) R 是 自 反 的 > RM 是 反 自 反 的 .( R\T= 二 R 人 门 TF, 参见 定义 1.2.3) 
WRA (1) 假 设 Ri EX ENGR Fuzzy 关系 , 则 YR € FOXXKX) RN 
有 
R} ° Ray) = V {R, (2,2) A R,(z,y)) > Ri(r,r) A Rolz, y) =R, lz,y) 
从 而 R, - R DR,. 同 理 可 证 R,。R! DR. 
(2) Vx,zEX 
(Re R')(2,2)= V {(R(rz,y) A R? (y,z)} 


一 V {R(z,y) A Rzy) =V RCzyy) 
yEX yEX 
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> V (RC, A RCz,y)) 
yEX 
=V (RC(z,y) A R Cy.2)} =(R° RR!) Caz) 
yEX 
同 理 可 证 (Re R i)(zx,7z) > (Re R™") (e252). 
AFRES ARN. Varoy € X, RCz,y) < R(z,z), 从 而 
R? Cx,y) =V (RCzz) A Rlz,y)} S>Rayx) 人 ARCzyy) 一 RRCzyy) 
z€ xX 


这 样 R CC R. 由 定理 3.4.2(1) 知 展区 天 区 … 握 天 所 ……. 


(4) (5)、(6) 易 证 . g 
定理 3.5.3 i R c [0,1] 是 弱 自 反 的 , 则 有 
RCR* e C R"! =R” (3.5.5) 


证 明 由 定理 3. 5. 2(3) ,只 需 证 明 RR” 性 R BiT. 
事实 上 , 若 记 R= COW) xn WR S 2, 容易 证 明 


y, =] (ra, A ii, A _ A E 
对 k =n, Gaara A rii A “ee A Fi j? 则 lst] TE stety la] sJ 中 至 少 有 两 
个 下 标 相 同 . 下 面 分 三 种 情形 来 证 明 4 S rg. W iSi jS ja 
情形 I s t =i) lx pxn-l, 则 
AS ri, Nov A ?i s< V 


+1 tea at 

EM. j =is ,1 过 p 志 7 一 1. 与 情形 工 一 样 的 步 又 可 以 证 明 , A <r. 

WEM, i =i 1<q<p<n—-1. WH 1<p—q<n—-1,R™"47CR™, 
又 由 于 


(za 一 1) 
tra Avs A ri} Sry: 


=1 


n), 所 以 R” 性 R". EISE. [L 
例 3.5.3 设 
0.8 0.6 0.7 
R= |0.8 0.9 0.5 
0.1 0.4 0.7 
则 R 255 ARH, AY 
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0.8 0.6 0.7 0.8 0.6 0.7 0.8 0.6 0.7 
R?= |0.8 0.9 0.5|。 |0.8 0.9 3- 0.8 0.9 0.7 
0.1 0.4 0.7 0.1 0.4 0.7 0.4 0.4 0.7 
0.8 0.6 0.7 0.8 0.6 0.7 0.8 0.6 0.7 
R?= {0.8 0.9 0.7|。 {0.8 0.9 sa 0.8 0.9 0.7/=R*. 0O 
0.4 0.4 0.7 0.1 0.4 0.7 0.4 0.4 0.7 
定理 3.5.4 BWiR,|« Ee T)CFCXXX) Æ VLET, R 是 自 反 的 , 则 
(VR, 也 是 自 反 的 . 
tET 


定理 3.5.5 HERR, € F(XXX) 都 是 自 反 的 ,; 则 Rl -R, DR, UR. 
WE AH VasyE€ X, 则 
R, o Ri (xz, y)= V (RI (x,z) A R,Cz,y)} 

zé X 


= max{ R, zz) A R, (z,y); Ri (zy) A R (yy), 
V (R, (xz) A R,Cz,y)}} 


rE Mz Isy 
> max{R,(a,y),R,(2,y)}. a 
定义 3.5.2 BHREFCXXX), WR: 

()SEFCXXX)FARHH SOR; 

(QQEFCXXXI#RARHHBQDR>QDS. 

QE S X R ARAE (reflexive closure) id A rCR). 

定理 3.5.6 HRREFCXXX), A rCRO=RUI. 

证 明 SS=RUI,WSDRASDI,MSHAAR 的 自 反 关系 . 设 Q 
是 自 反 的 且 QDR, M Yre X,Q0r.2) =S(z,2)=1H Yzy €E Xr vy Fh 
有 

Q(Czy,y) SRzr,y) =Rz,y) V O= Ry) V Maroy =(R U D(zr,y) 
HH QDS. Rr(R)—=R Ul. [ 


83.6 Fuzzy 关系 的 对 称 性 


定义 3.6.1 REX EW Fuzzy XK. Qi: 
(1) RAAB RA (symmetric), MR Yzy E€ X 
R(z,y) =R (zy) =RCy52) (3.6. 1) 
(2) R 称 为 是 弱 反 对 称 的 (weakly anti-symmetric) ,如果 Va,y E X 
x Æ y>(Rlz,y) Æ ROy,X) ,或 R(xz,y) =RCy,z) 一 0) (Kaufmann, 1975b) 
(3.6.2) 
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(3) R 称 为 是 反对 称 的 (anti-symmetric), 如 果 Yx,yEX 
R(z,y) A R(y,x) > 0=> 工 一 》( 等 价 地 
RGCzyy)ARGyz) =0, Vz Æ y) (Zadeh,1971) (3.6.3) 
(4) R 称 为 是 严格 反对 称 的 (strictly anti-symmetric) , 如果 Yzy € X 
R(xz,y) A RCy,xr) =0 (3.6.4) 
(5) R 称 为 是 a -反对 称 的 (a -anti-symmetric), MR Vae.y E X 
xf y=>|RCz,y) — Rly,2)| Das a € (0,1) (3.6.5) 
很 显然 弱 反 对 称 、 反 对 称 与 a -反对 称 的 关系 如 图 3.6.1 Bra. 


图 3.6.1 


例 3.6.1 设 和 一 (zyzzyZz3yL4)， 


0.4 O 0.1 0.8 0. 4 0 0.7 0 
0. 8 l 0 0 0 1 0.9 0.6 
R, = »R,= 
0 0.6 07 0 0.8 0.4 0.7 0.4 
0.2 0 0 o 0.1 0 0 
0.4 0.8 0.1 0.8 0.4 0.2 0.5 0.8 
0.8 l 0 0. 2 0.8 l 0 0. 4 
R, = , R, = 
0.1 0.6 0.7 0.1 0.1 0.6 0.7 0.2 
0 0.2 © 0 0 0.2 0 0 


WR, 是 反对 称 的 ,但 Ya E (0,1 不 是 w- 反 对称 的 . R: 是 弱 反 对 称 的 ,但 不 是 
反对 称 的 ,并且 Vac (0,1j 不 是 ae- 反对 称 的 . R; 不 是 对 称 的 ,也 不 是 弱 反 对 称 
的 ,因此 也 不 是 反对 称 的 , HHA Vac (0,1] 不 是 a- 反 对称 的 . R, Æ O. 2- 反 对 
称 的 ,但 不 是 对 称 的 ,也 不 是 反对 称 的 . O 
下 面 再 给 出 一 个 反对 称 的 例子 . 
例 3.6.2 iR:[0,+0) X[0.+o0) 一 [0,1], 并 且 
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0. 5, (x,y) € D, 
R(z,y) =<0.25, (z,y) € D, 
0， 其 他 
MW REO, +o) 上 的 反对 称 Fuzzy KA, HP Di ，D; 由 下 面 的 示意 图 定义 ， 
如 图 3.6.2 Pram. 


图 3. 6.2 


定理 3.6.1 iER,R,,R,€ F(XXX), 则 : 
(1) R- R 是 对 称 的 ; 
(DWR R, 和 Rs 是 对 称 的 , 则 R, o Ro 是 对 称 的 当 且 仅 当 
R, e R, =R, 。 RI (3. 6. 6) 
(DUR R 是 对 称 的 , 则 Ym CN, R” 是 对 称 的 . 
WEAR (1)、(3) 易 证 ,只 证 (2). 假设 Ri MR, BX EHR Fuzzy 关系 , 则 
VarsyE xX 


Rk) o R, (xz,y)= V {R, (yz 之) A R, (z,y))} 一 V {R,(z,z) A R, Cy,z)} 
zExX z€X 


=V (R; Cysz) A Ri (zyZ)) =R, R Cyr) 
从 而 , Ri o Ro 是 对 称 的 会 VYzyy © X,R ° R(z,y) =R; ° Rysz) 
OVr,y E XR, ° R,(r,y) =R; ° Ri (ry) 
SR e: R =R, ° R}. LI 
定理 3.6.2 TRIR,|t € T} CFCXXX),. Æ Vic T, R, 是 对 称 的 , 则 
N R, 也 是 对 称 的 . 


:ET 
定理 3.6.3 RE (XXX) 是 反对 称 的 充分 必要 条 件 是 :如 果 对 于 x 关 
y, 4 Riz, y) > OR, Rly,z) =0, Va5yE X. 
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例 3.6.3 任 取 RE F(XXX), 邻 a(R)E F(XXX),H Vr,yExX 
RC(z,y)— Rys7x), zÆ yRClz,y) > RCOy, x) 
a(R) (xz,y) =40, x ysR(r,y) CR(y,z) 
RCx,2z); xr=y 
则 a(R) 是 反对 称 的 , 且 aCR) CR. 
定义 3.6.2 BREFCXxKX) WE: 
(WSEFCXXXIBWMKHA SDR; 
(QDQEFCXKX) BWRHAB QDR>QDS. 
NR SAR 的 对 称 闭 包 (symmetric closure) , 记 为 s(R). 
定理 3.6.4 ZREFCXXX) M s(R)=R U R”. 
证 明 S S=RUR™,N SDR HS” =S, 即 S 是 包含 R 的 对 称 关系 . 设 
Q 是 对 称 的 且 Q 二 R, 则 Yzx,y€ XX 都 有 
Q(z;yy) > Rasy) MC, y) =Q.) > Ry,r) 
X Qly) > RC(z,y) V Rys) 一 下 Cry) V R! (z,y)=(R U R )Cz,y) 
即 QD S. $ s(R) =R U R”. g 
0.3 0.6 0.2 
Hj 3.6.4 if R= |0 l 0.91 ， 则 


0.4 0.5 1 
0.3 0.6 0.2 0.3 0 0. 4 0.3 0.6 0.4 
s(R) =R UR = |0 1 0.9| U 10.6 1 0.5|= 10.6 1 0.9]. 
0.4 0.5 1 0.2 0.9 1 0.4 0.9 1 
O 


83.7 Fuzzy 关系 的 传递 性 


定义 3.7.1 一 个 Fuzzy XK RE FCX XK X)RAEB max-min 传递 的 


(max-min transitive) , 如果 


ReRCR (3.7.1) 
即 (Yl) © XX X)( V Ræ, y) A ROy,z)) < RCOz,z)) (3.7.2) 


yEX 


(1) R&A max- T RBH, MRR ROR; 

(2) R 称 为 max-prod 传递 的 ,如 果 尺 .RCR 

(3) R 称 为 max-av 传递 的 ,如 果 R oa R Z R; 

(4) R RRA min-max Few WRR: ROR. 

在 无 特殊 声明 的 情况 下 ,下 面 所 讨论 的 传递 性 均 指 max-min 传递 . 
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0.5 0.4 0.5 
$j 3.7.1 i R=1/0.7 0.4 0.7|， 则 
0.8 0.4 0.5 
0.9 0.4 0.5 0.5 0.4 0.5 
ReR=]0.7 0.4 0.5|C 10.7 0.4 0.7|=R 
0.5 0.4 0.5 0.8 0.4 0.5 
Bj Fuzzy 关系 R 是 传递 的 . 口 
例 3.7.2 设 R:[0, 十 wm) X10, 十 w) 一 [0,1j, 并 且 
l, xr=y 


R(z,y) -1 { ) 
e 一 maxt 工 2 ， rfy 
WW LO, +0) 上 的 Fuzzy KAR 是 传递 的 . 


事实 上 只 要 证 


Riz,z) > V  (RGry) ARGyz))，VYzzE [0, 十 oo) 
ye [0, +o) . 


an XT 一 之 ， 则 R(x,z) =], 因此 不 等 式 成 立 . 
WMR r £z, M r<> 在 xz < 二 zz 的 情形 下 


l, I= y 
R(x,y) -| —max{ } 
e LV, EY 
l, = 
Rod =d a 
max{y,z , y z z 
F, 0, 
由 此 RCz,y) A Ro = y € LO,2] 
e”, Yy €E (z, +æ) 
于 是 V {R(xz,y) A RCy,z)} =e * =e "rr) = R(x,z) 
yE Lo, +æ) 
mÈ r >z, 则 用 类 似 的 方法 得 
V {(Rezsy) A RO(y,z)) =e™ =e ™™ 2) — R( 7,2), L 
yelo, +o) 


定理 3.7.1 WRHEX ER Fuzzy 关系 ， 则 下 列 条 件 等 价 .: 

(1) R 是 传递 的 ; 

(2) Yryysz E X, R(x,z) > R(z,y) A R(Oy,z); 

(3) Vr,ysz € X, R(T,yY) Za, R(y,z) ža™>R(z,z) Sa, Va € [0,1]. 

证 明 (1) > DEREFCXXX EER, Vry E X, 由 传递 性 
得 

R(z,z) > R? (2,2) =V (RCz,t) A RCt,z)} > RCz,y) A RCy,z) 
故 条 件 (2) 成 立 . 

(2) > (3) R Yz,ysz € X, R(z,z) > R(z,y) A RC(y,z), 则 

R(z,y) 2a Rly.z) > a™R(z,z) Sas, Va € [0,1]. 
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(D > (1) 现 设 (3) 成 立 , Vx,z€ X, FEM ye X,S Ray) A RCy,z)= 
as HERBE R(z,z) Sa, 所 以 VyEX 都 有 
R(z,z) > Rxrsy) A Rysz) 
从 而 R(z,z) > V {R(z,y) A ROy,z)} =R. R(x,z) 


yEX 

即 R 是 传递 的 . 口 

定理 3.7.2 Q R,R R EF(XXX), 

(1) 如 来 R 是 对 称 的 和 传递 的 , 则 RCY) =RC,y) S R(zX,X),， Vary € 
X. BPR 是 弱 目 反 的 ; 

(2) 如 果 R 是 弱 自 反 的 和 传递 的 , 则 R。R=R; 

《3) 如果 R; 和 RR。 是 传递 的 并 且 R, -R,=R,°R,, MR, o R, 是 传递 的 ; 

OME R 是 传递 的 , 则 Yn E N,R" 也 是 传递 的 . 

证 明 (1) Vz,y E€ X, 由 对 称 性 与 传递 性 得 

RCZyy) =R(z,y) A Rly) < V {R€x,z) A R€z,x)} <Ra,z). 


(2) Va yvEX, 由 弱 自 反 性 得 


R». Rzy =V {Rlz,z) A ROz,y)} > Raz) A R(r,y) = R(x, y) 
zEx 


EIR- RDR. 再 由 传递 性 得 , R-R=R. 
(3) 由 定义 3.7.1 及 定理 3.4.2(1)、(3) 直 接 验 证 ， 


(4) 由 (3) 直 接 得 到 . O 
定理 3.7.3 WIR, tf CT} CFCXXX), Æ VLET, R, 是 传递 的 , 则 
门 R, 也 是 传递 的 . 
tE T 


WR 由 定理 3. 4.2(6)(7) 易 得 
(NR) =(NR,) ， (AR) SN R, 门 RED 门 CR 。R,) 
te T sE€T T 


:ET tE T IET t,s& 
Sf (RD Sf) R, 
:ET IET 
从 而 门 R, 是 传递 的 . 口 


人 T 


定义 3.7.2 BREF(XXX), WM 

SEC F(CXXX) BHABHASDR; 

(2) Q € 2 (XXX) 是 传递 的 且 QDR>QDS. 
WW SAR 的 传递 闭 包 (transitive closure), 记 为 (R). 


定理 3.7.4 设 RE ZCXXX), 则 1(R) =|] R. 
k=] 


证 明 DRR UR DR. 下 面 证 明 |) Rt 是 传递 的 . 
k=] k=] 
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RN 


k=l k 


= | U RY) CU R”, 
m=2 \k+j=m m=] 
(2) 设 Q 是 任意 包含 R 的 传递 关系 . 由 Q@ 二 RR 及 定理 3.4.2(1), 得 
Q DR’, VEEN 
又 由 Q 的 传递 性 及 定理 3.4.2(1), 可 以 推出 
QDQ‘. VEEN 


ao 


1 


MA QDR’, VREN 
H k AE SE Ql)R’ 口 
k=) 
定理 3.7.5 设 R,R R €E F(XXX), Mj: 
(D ¿(D =I; 


(2) R Z R> KRD C1R,); 
(3) R? CR=>1(R) =R; 
(4) UIRD! =R); 
(5) R =R=> RD? =R). 
证 明 只 证 (4) HAGE. 由 定理 3. 7.4, 定 理 3.1.1(3) 及 定理 3. 4. 202) 
可 得 
一 1 


URD! =| U R' =(J) (RY =U) R> =R). 口 


keN kEN kEN 


定理 3.7.6 RRE FXXX), Ma =| RS UR DR™. 
k=] k=) 
证 明 MEE CCR) =|] a> R)=|J Rt =|] RDR. (由 定理 3.7.4) 
k=l k=] k=] 


充分 性 w U Rf R, FRAMIER 
k=l 
VLEN, (J Rt R 
k=} 


事实 上 , 当 /二 1 时 ,由 已 知 成 立 ;假设 /==m eB R DR”, 从 而 由 定理 
k=1 
3,4, 2(1) 48 


162 
即 当 /三 m 十 1 时 成 立 . 由 数学 归纳 法 原理 得 证 ， 于 是 
R) =| rt =( U R*) U |{ U R) =U Rt. 口 
kEN k=] k=rtl k=] 


定理 3.7.7 RREFCXXX)HXRAn 个 元 素 , 即 RE [0,1], H 


模糊 理论 基础 


t(R) =|] R*. 
k=1 
证 明 ER =r ax. E (0,1), 则 由 定理 3.7.6 只 需 证 明 
U R* > Rv). 
k=] 


1 R? = (rP xn? 则 Yi j 二 1,2,.…,n, 


u n 
一 V 多 V (ry, A Tij, Acs A rjj? Sry A Ti, Acs A ry’ j 
一 j =l n 站 


sj.) 中 有 相同 者 ,不 妨 设 j=j (gq 二 p). 于 是 消去 p 一 g 个 
元 素 后 ,有 


Crt1) enn -# eF foal “tes td Cm) 
ri < rij! A A ry i A Ti iy A A rjj Sry 


Hp m=n+1—(p—-qg <n, 从 而 


因此 RC RE 口 


k=] 
定理 3.7.8 设 RE Lo,1]"*", 则 存在 msl € N, 使 得 对 序列 Ri ,R? +, 
R,- : 


Rm™tkitt —Rmti (3. 7.3) 
MY KP k>S0,0Si<l—-1, m,l 是 使 上 式 成 立 的 最 小 整数 ， 从 而 
mtl 
(R) =|] R* (3.7.4) 
k=] 


证 AR AW R= )wxn PRA RA pS) 个 元 素 互 不 相同 , 且 这 请 个 互 
不 相同 的 元 素 只 能 排出 p” 个 互 不 相同 的 nn BY Fuzzy 矩阵 ， 再 注意 到 Fuzzy E 
阵 的 复合 只 涉及 入 ，V 运算 ,而 这 个 运算 不 会 增加 新 元 素 . 因此 ,在 序列 R , 


R’ ++, Rio 中 最 多 只 有 g(< p") 个 矩阵 互 不 相同 , 故 必 有 mgomo: 
< q), 使 
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R™ =R” 

成 立 ,其 中 记忆 是 使 上 式 成 立 的 最 小 整数 . MER i Sm, WHA kRSOMiIO< 

i 妇 ! 一 1)， 使 了 一 十 丸 十 二 h R" =R” 立即 可 得 


pRrtèiti 一 R™tt Dt — eee 一 Ri 


从 而 ICR) =U Rt =|] R. 0 

定理 3.7. 8 中 的 : 常 称 为 周期 . 

推论 3.7.1 阁 RE[0,1]”” 是 弱 自 反 的 , 则 R 是 1 周期 的 (=1), 即 存在 
m 之 1, 使 得 i c N, 成 立 R™' =R”, H (R) =R”. 

WEAR 由 定理 3.7.8 知 ,存在 m 和 i, 使 Rm” 一 R”™t', 其 中 & 守 0, Oi 
<l—1, WM R” =R™ =.. =R"! =... 因为 R 是 弱 自 反 的 ,由 定理 3.5. 203) 
Al, R OR’ Cs CRC, MAMBE mE 

R! Z R? C ..， C R” = RH — ess 


这 里 m BER" =R” 成 立 的 最 小 整数 , ! 二 1. 由 定理 3.7. 8 即 得 1(R) =R", 


图 
, 0.3 1.0] , 
例 3.7.3 i R= ， 容 易 验 证 
0.8 0.1 
0.8 0.3 0.3 0.8 A 0. 3 
R? 一 4 R? = bd Rt = 
0.3 0.8 0.8 0.3 0.3 0.8 
0.3 0.8 0.8 0.3 
以 后 与 交替 出 现 , 按 周期 改变 (m =2, ! 一 2). 即 
0.8 0.3 0.3 0.8 
R? = Rt = Rf —...; R? — RŽ =R =... C 
Bl 3.7.4 ik 
0.90 0.50 0.30 
R= |0.20 0.40 0.95 
0.80 0.10 0.25 
容易 验证 
0.90 0.50 0.50 0.90 0.50 0.50 
R? = 10.80 0.40 0.40|, Ri= |0.80 0.50 0.40 
0.80 0.50 0.30 0.80 0.50 0.50 


0.90 0.50 0.50 
R* = |0.80 0.40 0.40| =R" =R° =.. 
0.80 0.50 0.30 
wWm=4,l=—1., C 
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由 例 3.7.4 可 以 看 出 RR 不 是 弱 自 反 的 ,但 !==1, 这 说 明 推 论 3.7. 1 中 的 条 
件 是 充分 的 ,并 不 必要 . 定理 3.7. 8 告诉 我 们 ,对 于 R € [0,1j”", RREAN 
有 限 的 m 次 复合 运算 ,就 可 以 得 到 i(R). 但 是 定理 3.7,8 并 未 给 出 和 大 小 的 佑 
计 式 . 下 面 的 定理 解决 了 这 个 问题 . 
定理 3.7.9 设 RE [0,1]™" ES R, MWR SR", Vn Sn. 
证 明 由 于 R 是 弱 自 反 的 , 故 根据 定理 3. 5.2(3) 得 
RER:CCR’ C= 
再 由 定理 3.7.7 和 定理 3.7.4, 当 mm 之 n 时 ,有 
t(R) -| Rt =R" C R” cl Rt =1(R) 
k=] k=1 
BRLA CR) =R”, Vm Sn. E 
由 定理 3. 7.9,5K :CR) 及 用 平方 法 
R > R? > (R?) —» «++ >» R? 
令 2 > n, HER DS logan, Xi R =R”. 
用 平方 法 只 需要 计算 Logn] +1 次 (复合 ) 便 得 LCR). 例如 n= 二 30, 平方 法 


只 需 5 次 复合 计算 便 得 CR), 这 时 计算 出 R =R? (=R), 
例 3.7.5 iff 


1 0.3 0.1 0.4 0.8 0.7 0.6 
0.3 1 0.5 0.9 0.6 0.8 0.9 
0.1 0.5 1 0.7 0.6 0.2 0.1 
R=|0.4 0.9 0.7 1 0.5 0.9 0.4 
0.8 0.6 0.6 0.5 1 0.7 0.5 
0.7 0.8 0.5 0.9 0.7 1 0.4 
0.6 0.9 0.1 0.4 0.5 0.4 1 
显然 R 是 自 反 的 和 对 称 的 . 用 平方 法 求 :CR) 
1 0.7 0.6 0.7 0.8 0.7 0.6 
0.7 1 0.7 0.9 0.7 0.9 0.9 
0.6 0.7 1 0.7 0.6 0.7 0.5 
R*=R-R= 10.7 0.9 0.7 1 0.7 0.9 0.9 
0.8 0.7 0.6 0.7 1 0.7 0.6 
0.7 0.9 0.7 0.9 0.7 1 0.8 
0.6 0.9 0.5 0.9 0.6 0.8 1 
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1 0.7 0.7 0.7 0.8 0.7 0.7 
0.7 1 0.7 0.9 0.7 0.9 0,9 
0.7 0.7 1 0.7 0.7 0.7 0.7 
Rt =R? > R? = |0.7 0.9 0.7 1 0.7 0.9 0.9 
0.8 0.7 0,7 0.7 1 0.7 0.7 
07 0.9 0.7 0.9 0.7 1 0.9 
07 0.9 0.7 0.9 0.7 0.9 1 
1 0.7 0.7 0.7 0.8 0.7 0.7 
0.7 1 0.7 0.9 0.7 0.9 0.9 
0.7 0.7 1 0.7 0.7 0.7 0.7 
R§=R*.-R*=1|0.7 0.9 0.7 1 0.7 0.9 0.9 
0.8 0.7 0.7 0.7 1 0.7 0.7 
0.7 0.9 0.7 0.9 0.7 1 0.9 
0.7 0.9 0.7 0.9 0.7 0.9 1 
=R, 由 定理 3.7.9 知 1(R) 一 R O 


$3.8 Fuzzy 等 价 关 系 与 Fuzzy 相似 关系 


3.8.1 Fuzzy 等 价 关 系 与 Fuzzy 相似 关系 


定义 3.8.1 设 REZ(XXX), 则 ， 

(1) RRA X ER Fuzzy 相似 关系 (fuzzy similarity relation or fuzzy tole- 
rance relation) ,如 果 R 满足 自 反 性 和 对 称 性 ; 

(2) RRRA X 上 的 Fuzzy 等 价 关 系 (fuzzy equivalence relation) ,如 果 展 满 
足 自 反 性 、 对称 性 和 传递 性 . 

定理 3.8.1 RREFCXXX) WREBRN URN LEM) RADE 
条 件 是 : Va E 10,1], R, 是 自 反 的 (对 称 的 ,传递 的 ). 

证 明 必要 性 

(Di Fuzzy 关系 RR 是 自 反 的 , 则 Ya € [0,1], 由 于 R 二 1T, 有 VzxE€EX， 
R(xz,X) 之 (zx,X) 一 1 Za, MU (2,2) CR, B R, 是 自 反 的 . 

(2) 设 Fuzzy 关系 R 是 对 称 的 , 则 Va € [0,1] 

Yzy E€ X, (z,y) E RI>R(y,T) =R(r,y) > a>(y,xz) ER, 

BD R, 是 对 称 的 . 

(3) 设 Fuzzy KAR BIEN MW Va € [0,1] 
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VT, y;z& X, Czy) E K,,(y,z) E€ R,>R(2,z) > R? (2,2) 
=V (R(z,t) A RCG, y)) 


:EX 
> RC(r,y) A Rly,z) Pa (2,2) E R, 
BI R, 是 传递 的 . 
充分 性 
(1) 设 Ya E [0,1], R ÆR. M) Yre x, r,r) € RƏR, T) Sa, 
H a 的 任意 性 推出 RC(z,zx) =1, 即 Fuzzy 关系 R 是 自 反 的 . 
(2) 设 Va E [0,1], R, 是 对 称 的 . EAE Xxo;yo E X, $ R(xo,yo) 关 
RCyo ,Xo) ,不妨 设 RCo yo) > RCOyo 20) » WME R(yo,X0) < ao < R(xo ,yo0)， 


这 样 (zo ,yo) E Rao B (ooro) E R。, RAR, 的 对 称 性 矛盾 . 从 而 R 是 对 称 
的 . 

(3) 设 Va E L0,1], R, 是 传递 的 , 则 Yzx,y,z E X 

R(z,y) Sa Rly.z) Sar(z,y) € Rz) E R, 
>(xz,z) E R ƏR(z,z) Za 

再 由 定理 3.7.1 知 尺 是 传递 的 . g 

由 定理 3. 8.1 可 以 直接 得 到 以 下 定理 . 

定理 3.8.2 设 REZ(XXX), 则 R 为 X 上 的 Fuzzy 等 价 关系 (相似 关 
系 ) 的 充分 必要 条 件 是 : Va € [0,1], R BX 上 的 等 价 关 系 ( 相 似 关 系 ). 

由 定理 3. 5. 2(5)、 定 理 3.6.1(3) 与 定理 3.7.2(4) 可 以 直接 得 到 以 下 定理 

定理 3.8.3 HREF(XXX) BRAX EW Fuzzy 等 价 关系 (相似 关 
系 ), 则 R” (n E NBE X LH Fuzzy 等 价 关 系 ( 相 似 关系 ). 

定理 3.8.4 设 R 是 X 上 的 Fuzzy 等 价 关 系 , M Yzx,y,z E X, R(x,y)， 
R(x,z) WRZ, y) 至 少 有 两 个 相等 ， 

证 阴 假定 xo ,yo ,zo E€ X, 使 得 民 Czoyyo)，RGzoyzo) 和 R(zo,yo) 互 不 
相等 . API 

Rlzo yy0) R(xo ,Zz0) < R(zo, Yo) 

则 应 用 传递 性 导出 

R(xo ,yo) > Vi {RCOzo,z) A RCZ: y0) = RCzoszo) A RO(zo, yo) 


Hp RC £o s Yo) = R(x Zo)» 这 与 RC xo s Vo) < R(x 1%) 了 矛盾 . o 
3.8.2 Fuzzy 等 价 类 与 Fuzzy 商 集 


定义 3.8,2 设 尺 是 X 上 的 Fuzzy $PHTKAH A zE X, WR Ex RK 
$ R|, WAH Fuzzy 等 价 关 系 生 成 的 Fuzzy 等 价 类 (fuzzy equivalence classes), 
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记 为 Lzjr. 其 中 RIL) = Ray) = [r] O), y E X CBM $3. 3). 
tLzjplz E X) RA X 的 由 Fuzzy $H KA R ARMA Fuzzy 商 集 (fuzzy quo- 
tient set), 7A X/R. 
例 3.8.1 te X=(2),22543}, REX EW Fuzzy 等 价 关 系 
] 0.9 0 


WW Fuzzy 等 价 类 为 


T? x3 
定理 3.8.5 WREX 上 的 Fuzzy 等 价 关 系 , M Vry E X, RNA: 
(1) R€z,y) =0 [ale N Lyle = Z 
(2) V [zjr =1, BI Fuzzy Æ [r] 是 正规 的 ; 


(3) [zlr =Ly]lr >R(z,y)=1. 

证 明 (2) 和 (3) 直 接 由 定义 3.8.2 得 到 .下 证 (1). 

设 R(z,y) =0, A Vee X 

(Lele N Cy] (2=Ladr A Lyle) =Rasz) A RCy,2) 
=R(z,z) A Rlzsy) OF RHE) 
<Y, CRCI, A RG@.y)) 之 R(xX,y) =0 (传递 性 ) 


于 是 [zje N Lyle =P 
反之 , 设 [zjr N [yár =Z, W Vz€ X, R(xz,z) A R(y,z)=0 


定义 3.8.3 设 R 是 有 限 论 域 关 一 {zl,z2，…,Xxn) 上 的 Fuzzy 等 价 关系 ， 
U) R 的 信息 量 (information quantity) 被 定义 为 


H(R) =~ È 0g Izikel Je (3. 8.1) 


其 中 |[z;jr | 是 Fuzzy 集 [zi]R 的 基数 (参见 § 1. 4). 
例 3.8.2 BX —(2,52%.,43},R EX EW Fuzzy 等 价 关 系 
1 0.9 0 
R= 1,0.9 1 Q 
Q Q 1 
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则 H(R)=—3 (log “5° + log E2 + log +) =0. 2913. 口 
定义 3.8.4 wR AS 是 有 限 论 域 X ={T] sT? sty, } 上 的 Fuzzy 等 价 关 


AR, M RA SKR Goint entropy) 被 定义 为 
H(RS) =—1 Ð iog Hea AN Lesl (3. 8. 2) 
i=] 


定义 3.8.5 设 R 和 S 是 有 限 论 域 X={z) ,zs,…,Xzx,) 上 的 Fuzzy 等 价 关 
系 ， 则 在 条 件 S FRR HAE (condition entropy) 被 定义 为 


Xi Ti 
FRIS) =— Dlog He isis! (3.8.3) 
Bi 3.8.3 WX ={2x,,22.,7,;},RAS BX EH Fuzzy 等 价 关 系 , 并且 

1 0.9 0 li 0.6 0.4 

R= {0.9 1 Ol, S= [0.6 1 0. 4 

0 0 1 0.4 0.4 ] 

则 
HCRS)=—3 (log 155 + log EÊ + log +) =0. 1456 

H(R|S)=—~ (log “5° + log “5° + log +3) =0. 1497. 口 


定理 3.8.6 KRAS 是 有 限 论 域 X =(2,,2,,°--,2,} 上 的 Fuzzy 等 价 关 
A, WW: 

(1) H(R) > 0, 等 号 成 立 当 和 且 仅 当 R 一 XXX，; 

(2) HCRS) 之 max{H(R),H(S)}, 特别 地 HCRR) = HR); 

(3) RE SSH(RS) = H(R)SH(S|R) =0. 


$3.9 Fuzzy 偏 序 关系 


定义 3.9.1 REX EH Fuzzy 关系 , 则 ， 

(1) 称 R 是 Fuzzy 伪 序 关系 (fuzzy pseudo-order relation) ,如 果 尺 是 反 自 反 
的 、 反 对称 的 和 传递 的 ; 

(2) 称 R 是 Fuzzy 预 序 关系 (fuzzy pre-order relation) ,如 果 民 是 自 反 的 、 传 
递 的 ; 

(3) 称 R 是 Fuzzy 拟 序 关系 (fuzzy quasi-order relation), MRRBARH. 
反对 称 的 ; 

(4) 称 R Æ Fuzzy 偏 序 关系 (fuzzy partial order relation) ,如 果 尺 是 自 反 的 、 
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反对 称 的 和 传递 的 (Zadeh，1971) ; 
(DIR R i Fuzzy 线性 序 关 系 (fuzzy linear order relation) ,如 果 尺 是 Fuzzy 
偏 序 关系 并 且 (Vx,y € X) A y>Rz,y) > 0 或 RC(y,z) > 0) (Dubois, 
Prade, 1980; Zadeh, 1971). 
定理 3.9.1 设 REZ(XXX), 则 R 是 反对 称 的 充分 必要 条 件 是 : Vat 
(0,1), R, 是 反对 称 的 . 
证 明 必要 性 设 RE FCXX X) RMR Vee 0,1], 
Yzy E X, (zy) E 开 yyT) E R Ray) 之 ayZ) Sa 
>R(r,y) 人 民 (yZ) 2 a > 0>r=y 
充分 性 ik Ya € (0,1], R, 是 反对 称 的 , 则 
Yzy E X,Riz.y) A Rye) = a > 0>R(r,yY) Sa, Rly,x) Sa 
>(z,y) ER lyr) E€ R>r= y O 
推论 3.9.1 EREF(XXX), MR Æ Fuzzy MAR (Fuzzy WFX 
系 ) 的 充分 必要 条 件 是 : Va € 0,1], R, 是 偏 序 关 系 ( 拟 序 关系 ). 
一 般 说 来 ,为 了 建立 某 有 限 集 X 的 元 素 之 间 的 Fuzzy A KA, Boi E 
立 X 上 的 Fuzzy 拟 序 关系 ,再 由 R) 得 到 X 上 的 Fuzzy 偏 序 关系 . 
例 3.9.1 i X={21 T2 z3 t srs) (5 个 旅游 点 集合 ), RE ZXX XX)， 
并 且 


] 0.95 0 0 0 

0 l 0 0 0 
R= |0.85 0.75 1 0.95 0.90 

0.90 0.80 0 1 0 

0.90 0.80 0 0 i 


其 中 ， ri 表示 第 i 个 旅游 点 Zz; 个 优 于 (次 于 或 等 同 于 ) 第 j 个 旅游 点 工 ) 的 程度 . 
显然 , RX 上 的 Fuzzy 拟 序 关系 . 容易 计算 R 的 传递 闭 包 


1 0.95 0 0 0 
0 1 0 0 0 
t(R) =R* = |0.90 0.90 1 0.95 0.90 
0.90 0.90 0 1 0 
0.90 0.90 0 0 1 


这 时 CR) 是 Fuzzy 偏 序 关 系 , 且 与 R“ 差 别 ” 较 少 , 故 可 以 依据 :CR) 进行 排序 ， 
并 将 结果 表示 在 图 3. 9. 1 中 , 图 中 箭头 是 由 “好 的 (前 者 )” 指 向 “次 的 (后 者 )”， 
且 后 者 不 优 于 前 者 的 程度 标明 在 二 者 的 连接 弧 线 上 . 

从 图 3. 9. 1 可 以 看 出 : co 是 最 佳 旅 游 点 ，zl KZ, xz, RE. 
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图 3. 9. 1 


例 3.9.2 I X = {21223324T}: RE F(XXX),#H 


l 0 0 0 0 
0.1 1 0 0.1 0 
R= |0.1 0.8 1 0 0 
0.2 0 0.2 1 0 


0.5 0.3 0.4 0.5 1 
显然 , REX EK Fuzzy PRA. 容易 计算 R 的 传递 闭 包 
] 0 0 0 0 
0.1 1 0.1 0.1 0 
(R) =R= |0.1 0.8 1 01 0 
0.2 0.2 0.2 1 0 
0.5 0.4 0.4 0.5 1 
CR) 显然 不 是 反对 称 的 ， O 
对 于 例 3.9.1 PRR, R 是 反对 称 的 , 且 R) 也 是 反对 称 的 . 然而 例 3. 9. 2 
HA R 是 反对 称 的 ,但 R) 不 是 反对 称 的 . 那么 ,在 什么 条 件 下 能 有 : 若 尺 是 
Fuzzy 拟 序 关系 ,使 得 (R) Æ X 上 的 Fuzzy PRR? 为 了 回答 这 个 问题 ， 
先 引 入 如 下 概念 ,并 给 出 几 个 有 用 的 结果 . 
定义 3.9.2 RX 是 X 的 非 空 子 集 , REF(XXX),R’ EZ(X* XX"), 
A Vry E X*, RA R (z,y) 二 R(xz,yy),， 称 R*” BEREX” EMR A, ic 
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做 R|x:. 

定理 3.9.2 HX" 是 X 的 非 空子 集 , R* =R|x. 
(1) 若 民 是 自 反 的 (有 反目 有 反 的 ), 则 R” 也 是 自 反 的 (及 自 肥 的 ); 
(DG R 是 对 称 的 (反对 称 的 ), 则 RR” 也 是 对 称 的 (反对 称 的 ); 
DE R 是 传递 的 , 则 R” 也 是 传递 的 . 
证 明 只 证 (3), 其 他 类 似 可 证 ， 
Vx,y E€ X”, h REBIER 

R* (z,y) =R(z,y) >R «œ R(z,y)=V {R(z,z) A R(z,y)? 


zE X 
> V {Rlz,z) A Rlz,y)} =R* o R* (x,y) 
ze X’ 
故 R” 是 传递 的 . 0 


由 定理 3. 9. 2 A OR 是 Fuzzy 等 价 关系 , 则 R” 也 是 Fuzzy 等 价 关 系 ; 
若 R 是 Fuzzy 偏 序 关系 , 则 R* 也 是 Fuzzy 偏 序 关系 . 

定义 3.9.3 设 REZF(XXX) 是 XX 上 的 Fuzzy 拟 序 关系 , x EX, 若 
Yy E X, ,yÆ zx, BA Reavy) =0, Kz EX 上 关于 R WEBI (superiority 
element); X LKTR 的 优越 元 的 全 体 称 为 X 关于 R WHR (superiority 
set) , 记 做 RCX). Ep 

R(X) ={z| Vy € X,y A 7,R(r,y) =0} (3.9.1) 
定理 3.9.3 Æ R ERER X 上 的 Fuzzy 偏 序 关系 ; 则 R(X) £ Ø. 
证 明 X} XS {ri rr r) 中 元 素 个 数 使 用 数学 归纳 法 证 明 . n= 


1 0 l b 
2, ate R= | | ,或 R= | | (其 中 ao EL0,1] ), 对 于 前 者 ， {x} CO 


R(X) AD, 对 于 后 者 , (r2) CROOA Ø. 现 设 X 中 有 2 一 1 个 元 素 时 定理 的 
结论 是 正确 的 . SU XSata, ERS; )wnxn 是 XX 一 {X11T2 ,Tn) 
上 的 Fuzzy 偏 序 关系 ,由 定理 3.9.2, R” =(r; )6_vx0_D 是 X* = 二 (Xi L290 
za) 上 的 Fuzzy PKA. 由 数学 归纳 法 假设 R(X") AS, a, EC 
R*(X"). 

CMR r, =0, Wa, E ROXAS; 

(2) 如 果 rm >0, 因为 尺 是 反对 称 的 , 故 ru 一 0. RAR 是 传递 的 ,县 x E 
R*(X"), BOT FER LAR, HL< nA 


0 一 7 > V (ra Nra} =e Ar 之 0 
j= 


又 mm > 0, RRA rua =0. AMMP—-WlAn, PA ru =0, Bf 
T, E R(X) $ Ø. C] 
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定理 3.9.3 PX 是 有 限 集 的 假设 是 不 可 或 缺 的 . 
例 3.9.3 TERE F(NXN).H 


l, m =n 
R(m,n) =<0.5, m<in 
QO, mon 


显然 RR 是 目 反 的 .反对 称 的 ,又 Ym,n,kEN 
Rmn) > 0.5,R(n,k) > 0. 5>m < nsn S k >m < k>Rm,k) > 0.5 
Rmn) =1,RCn,k) = 1>m =n,n = k>m =k>R(m,k)=1 
由 定理 3.7. 1 知 , RR 是 传递 的 . 然而 Vm CN, BA m<n, fH ROm,n) =0.54 
0,B R(X) =Ø. LI 

定理 3.9.3 中 R 是 X 上 的 Fuzzy 偏 序 关系 的 条 件 是 不 必要 的 . 如 例 3.9.2 
中 的 R 不 是 传递 的 ,但 x, € RD =Ø. 

由 定理 3. 9. 2 和 定理 3. 9. 3, 可 以 给 出 由 有 限 集 二 {x1,x;,，…,z,) 上 的 
Fuzzy (FPR AR R 对 其 中 元 素 进行 排序 的 如 下 方法 . 即 先 将 X,R 分 别 记 做 X，， 
Ri, 并 将 R (XD 中 元 素 排 在 最 前 ;再 记 X = XAR (X), Æ X, 关 Ø, Mie 
R, =R| x, ’ 将 R (X;) 中 元 素 排 在 第 二 位 ;继续 上 述 过 程 ,直至 有 man, 使 
X etl =, 

Bl 3.9.4 设 X=({ztryzyyziyriyr) RE F(XXX), HHA 


1 0.8 0.2 0.6 0.6 0.4 

0 1 0 0 0.6 0 

0 0 l 0 0.5 0 
R= 

0 0 0 l 0.6 0.4 

0 0 0 0 ] 0 

0 0 0 0 0 1 


容易 验证 , RÆX 上 的 Fuzzy 偏 序 关 系 . 记 R, 会 R ,XI &X, m R (X) = 
(25 £6} Ra (X1) ={zx ,TIT ), Ry (X,) =(2,)},X,=S. 由 此 获得 X 上 各 元 
素 的 排序 表示 如 图 3. 9. 2 所 示 . 口 

单纯 地 找 出 RICX1)，Rs CXs),，… ,R(X,) (Xi =D) 不 需要 RI 是 X， 
的 Fuzzy 偏 序 关系 。 例 如 , 例 3.9. 1 中 的 R 并 不 是 =={xi tsrs} EM 
Fuzzy 偏 序 关系 hic R, &R,X, aX, 得 到 RCX) = (x,}, R,(X,) = {zx1}, 
R; (X;) = {24,25}, Ra CX.) = {rz} (Xs =D). 

定义 3.9.4 BOX = (ap tee zy}s R= (rg) nxn HEX 上 的 Fuzzy 拟 序 关 
RAA X AAERSES FR X*,.IGR* =Rl xy, PAR CX") AS RRE 
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Xs x, 


X 上 是 可 偏 序 化 的 . 

定理 3.9.4 (1) 任意 有 限 集 X 上 的 任何 Fuzzy 偏 序 关系 R, 都 是 可 偏 序 
化 的 . 

DE R= (7; on 是 上 三 角 阵 或 下 三 角 阵 时 , REX 上 是 可 偏 序 化 的 . 

证 阴 只 证 (1),(2) 易 证 . 

HEH 3.9.3 WRX 和 天 好 ,又 由 定理 3. 9.2 ,对 于 任意 好 天 X” EX， 令 
R* =R|x:, M R” Æ X” 上 的 Fuzzy WFK. MERX) AD, ARE 
X 上 是 可 偏 序 化 的 . O 

E 3.9.5 BR=(r ann Æ X = {tsr} 上 的 Fuzzy 拟 序 关系 ， 
REX 上 是 可 偏 序 化 的 充分 必要 条 件 是 ;存在 m n iE VERO Sk <m), 
X; = XN\R 1 (Xe) FO, R(X) FO, B Xma =X,NR,CX,) HS. 其 
中 Xi =X,R, =R,R,=R|x (A>. 

证 明 必要 性 是 明显 的 ,下 证 充分 性 . £ X* =X, 由 假设 即 知 尺 ”(X”) 天 
O.wX" BX 的 非 空 真子 集 , 并 注意 到 :大 x; € R XD, z; € R(X), 3 
Riff, r; =0, Wig X* = (zi Ti, » Ti ad Lk <n), RR. XAT 
s(1 <s < k), 7,， 使 xi = R; (X; )， TH mints, 17)} = j (x; a 
Ri (X; )) WH stf, ri; =0, 从 而 Zt E R* (X) # Ø. 口 

定理 3.9.6 BW R=(ry)axn 是 XX 一 (71,T2，"… ,Xn) 上 的 Fuzzy 拟 序 关系 ， 
REX 上 是 可 偏 序 化 的 充分 必要 条 件 是 R* = (ri) 、 在 X 上 是 可 偏 序 化 的 . 

证 明 必要 性 ”由 定理 3.9.5, 记 Xi 一 X,RI =R, M R(X) Ø, HX 
X 一 XINR IC IT) FO, Ra 一 及 | x s R(X) AO CRPl<kcm, 
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X ml 一 好 ). XE 


k—-] 
J, =, I= (ile EU R(X.) l<k<m 
3 一 ] 


任 取 &:1 委 & 委 mm 因为 尺 在 X 上 是 可 偏 序 化 的 , 故 必 有 x; E RX). BS 
l ¢ J}, l Arh, rı 二 0; XLE J; NM, WA ls<k, x, € R (X,), K 
Vid eG EJ). WE ry =0. KIM VIET OIA 


ry =V Cry A ry) “Cy (rz A ry) V GY, (rz A ry) =0 


即 zx; € REX.) 关 名 ,其 中 RSR |x. 由 & 的 任意 性 及 定理 3.9.5 知 R? 在 
X 上 是 可 偏 序 化 的 . 

充分 性 ”因为 尺 是 自 反 的 , 故 RS R”, AM ry =O, Mr; =0, BX} X 
的 任意 非 空子 集 X* , 若 z € (RX AD, W ar E RAA R 
中 (R?)* =R |x: ). 口 


定理 3.9.7 设 尽 是 有 限 集 X 上 的 Fuzzy 拟 序 关系 , (R) 是 X 上 的 Fuzzy 
偏 序 关系 的 充分 必要 条 件 是 尺 在 X 上 是 可 偏 序 化 的 . 
证 明 由 定理 33.7.9 ACR) —R". 又 由 定理 3.9.6 知 R? 在 XX 上 是 可 偏 序 


化 的 充分 必要 条 件 是 RR 在 XX 上 是 可 偏 序 化 的 . 故 定理 结论 正确 . 口 
$3.10 区 间 值 Fuzzy 关系 与 格 值 Fuzzy 关系 


定义 3.10.1 $ X, Y 是 两 个 论 域 ,车 RR 是 直 积 XXY={(z,y)|zx EX, 
y € Y) ER KAMA Fuzzy 集 , 即 
R:X XY —> Io. (3. 10, 1) 
M REX 到 Y RAX SY VAD NERA Fuzzy XA Cnterval-valued fuzzy 
relation), R(x,y) Ra z 5y RAR 关系 的 程度 (为 区 间 值 ). 特别 地 , 当 X=Y 
A, R RAX 上 的 区 间 值 Fuzzy 关系 . X 到 Y 的 区 间 值 Fuzzy 关系 集 记 为 
SI(X XY). 
类 似 地 可 以 讨论 区 间 值 Fuzzy 关系 的 复合 . 
定义 3.10.2 设 QEZII(XXY), RE 了 ZI(YXZ2), 则 区 间 什 Fuzzy 关系 Q 
和 R 的 最 大 - * 复合 定义 为 
Q。. 下 (zz) = Vi {Qz,y)*ROy.z)}, Vx EC X, z€ Z (3.10.2) 
其 中 * 是 Iton 上 的 二 元 运算 . 
特别 地 , 当 * 为 上 - 模 T 在 Jo 上 的 扩张 运算 (参见 》2.8), 则 区 间 值 Fuzzy 
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关系 Q@ 和 RR 的 最 大 - 本 复合 为 
Q°,Rlz,27=V (Qtz,y) T Ry,z)}, Ve EC X,2€ Z (3.10.3) 
yEY 


由 定义 3. 10, 1 ,我 们 有 类 似 定理 3.4. 1 一 定理 3. 4. 15 的 结果 ,并 且 还 有 以 
下 定理 . 

定理 3.10.1 设 Q=[Q,Q] E€ A(X XY), R=[R,R] E€ AY XZ), N 

Qe, R(z,z) =[Q °; R(z,z),Q et R(z,z)], Vr EX, zE€Z 
(3.10.4) 

I X = {2122s Fm} BV S= {y1 y2 Yn) A R Æ X XY EWR 
Fuzzy 关系 , 则 表示 R 的 矩阵 称 为 m Xn 阶 的 区 间 值 Fuzzy 矩阵 ,用 IR 表示 
全 体 mX n 阶 的 区 间 值 Fuzzy ER. 类 似 地 ,我 们 有 区 间 值 Fuzzy 矩阵 的 最 大 - 
T 复合. 

例 3.10.1 设 X=(zirz) yy=(yyy yy Z= {zz}. 如 果 区 间 值 
Fuzzy RA QAR 用 下 面 的 Fuzzy PERR. O SR 的 最 大 一 最 小 复合 可 以 
依 如 下 计算 得 到 . 
0.4,0.6] [0.6,0.9] 


0.4,0.5] [0.5,0.7] [0,0.1] | 
= , R= | [0,0.2] 1 
(0. 8,1] 1 [0.1,0.2] i Fo. 5,0. 87 
0.4,0.5] [0.5,0.7] [0,0.1] 0.40.6] [0,650.9] 
Q R= | ro 8,1] 1 ool 10,0. 2] 
» OF e toy 0 [0.5,0. 8] 


一 fee a 


0.4,0. 6] 1 
定义 3.10.3 KEHÄ Fuzzy KR REF CX XX) KAKA Fuzzy 等 价 
关系 (interval-valued fuzzy equivalence relation) ,如 果 民 满足 : 
(1) 自 反 性 , 即 R(xzx,z)= 二 [1,1],Vzx€ X; 
(2) 对 称 性 , 即 RC(z,y) =RCy.z),Va,y € X; 
(3) 传 递 性 , 即 R。RC ER. 
显然 (3) 等 价 于 RC(z,y) A R(z,z) IRR(I,z), VX,y,z € XC Sir 参见 
§ 2.5). 
FR, V, A S) 为 格 ,0 和 1 是 工 中 最 小 元 素 和 最 大 元 素 . 
定义 3.10.4 设 X, 工 是 两 个 论 域 , 若 
R:X XY—~L (3.10.5) 
BP R € F(X XY), MFK RÆX BY (或 在 X 与 Y 之 间 ) 的 格 值 Fuzzy 关系 或 
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L-Fuzzy 关系 (1L- fuzzy relation), R(x,y) 表示 工 与 y 具有 RR 关系 的 程度 (为 格 
值 ). FRR. 4 X=Y RN, RRA X 上 的 上 -Fuzzy $R. 

当 工 二 [0,1] 时 ,L-Fuzzy 关系 即 为 Fuzzy 关系 ; 当 工 = 二 了 0,1] 时 ,L-Fuzzy 关 
系 即 为 区 间 值 Fuzzy KA. 

定义 3.10.5 R RoR € FLX XY), MWEX: 

(1) R, CRY (rey) © XX Y)(R, Cry) LR, (£, y)); 

CZ) CRY U R22, y) =Ry (x,y) V Re (rx,y), 

CR, N Rz)Cry) =R Cry) A Rx,yy), Very E XXY; 

(3) R Cr, y) =RCy,xz), V(r,y)E XXY. 

类 似 地 ,可 以 讨论 L-Fuzzy 关系 的 复合 . 

定义 3.10.6 LÆKKA. QE ZC(XXY),REZ(CYX2Z), 则 
L-Fuzzy 关 系 Q 和民 的 复合 运算 为 

Q.: Rr,z)=V {Qlz.y) A Rysz))}, VTE XR,zEZ (3.10.6) 


yEY 
定理 3.10.2 设 L 是 可 分 配 的 完备 格 , Ri,R,,R € ACX XY), Si,S;,， 
SEFLYXQDHATECF.ZxXW), a, 
G) (R: S =S e R; 
(2) R ZR, >R e SZR, °S, S ZS, >R. SCR.S,; 
(3) (R-S) T=R»e (So T); 
(4) R» (S, U S) =(R» S) U (Re S,), 
(R, UR) e S=(R; ° S) U (R; ° S); 
(5) Re (S MS.) ZR.: SN Re S,), 
(Ri NR- SC (RI. S) N(R,’ S). 
证 明 只 证 明 (4) 中 第 一 式 , 其 他 类 似 可 证 . 由 于 Vlz) EC XXZ, 
[R.(S, U S2) Mas = V {R(xz,y) A (Si(y,z) V S, Cy,2z))) 
y 


| V (Ry) AS16291) V ( V (RCz,y) A S2 (9+2)? ) 
yY yE 


EY 
=(R° SI)(r,z) V (Ro So) Cx,2z) 
=[(R°S,) U (R ° S,) \(z,2z) 
则 得 证 . g 
ÆN 3.10.7 L-Fuzy RRR EC F(X K X) RHA L-Fuzzy SHKACL- 
fuzzy equivalence relation) ,如 果 尺 满足 : 
(1) 自 反 性 , 即 R(x,7z) 二 1,Yx EX; 
(2) XERE, BI R(xz,y) SRCysz), Yzy E X; 
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(3) 传递 性 , 即 R。RCR. 
显然 (3) 等 价 于 RC(zyy) A R(x,z) < R(xz,z), Yr,y,z € X. 

类 似 地 可 以 在 LL 上 引入 a BF: aab=sup{rla Arb}, a,b € L, 并且 讨 
论 L-Fuzzy 关系 的 最 小 -a 复合 运算 及 其 运算 性 质 和 自 反 性 、 对 称 性 与 传递 性 
MYX = (ry, Xo stm) 与 了 一 (yy syn} > REX XY EM L-Fuzzy 
关系 , 则 表示 R ABER m Xn 阶 的 L-Fuzzy KR, H LO 表示 全 体 m Xn 阶 
的 L-Fuzzy 矩阵 类似 地 也 可 以 讨论 L-Fuzzy 矩阵 的 复合 运算 及 其 性 质 ， 对 于 
这 些 内 容 可 以 查阅 相关 文献 (Kehagias，Konstantinidou，2003; Klir, Yuan, 
1991; Nola, Pedrycz, et al., 1995; Sanchez, 1976,1979; 胡 宝 清 ，1988b; 张 
文 修 ，1984) . 
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§ 3.11 Fuzzy 图 


有 限 的 Fuzzy XAR ST FYE eh RATA Fuzzy 关系 图 表示 . 下 面 
我 们 讨论 的 是 满足 一 定 条 件 的 Fuzzy 关系 图 l 

定义 3.11.1 设 V=tov，…'vp) 是 有 限 点 集 , 尽 是 V 上 具有 反目 反 性 
和 对 称 性 的 Fuzzy 关系 , 则 称 序 对 G=C(V.R) 为 Fuzzy( 无 问 ) 图 (fuzzy graph). 
Æ E= {es 二 viv; |R vu) > 0,v;,0; E V), MHEG" = 二 (V,E) 是 G==(V,R) 
的 基础 图 (basic graph). 

X e, = vv; N, AT AE, Rov) 可 以 记 为 Ree) R rg. V 中 元 素 
Vises, RAGAG WRA, V 为 顶点 集 , 中 的 元 素 称 为 G AG’ Hw 
或 枝 , 已 称 为 G RIG" MARREK. E e € E, H evo, ME v 与 通过 
es 在 G 中 连接 ,并 称 v 与 v; BREN My, 与 v; Æ e, 的 端点 . 

定义 3.11.2 设 G 二 (V,R) Æ Fuzzy KH, G* =(V,E) 是 G==(V,R) 的 基础 
图 ,如果 G” 是 连通 图 , 则 称 G 是 连通 图 (connected graph), 并 将 G” 中 连接 4 与 
v 的 路 , 称 为 G 中 连接 与 v 的 路 .否则 称 为 G 是 不 连通 图 . 

定义 3.11.3 设 G= 二 (V,R) 是 连通 的 Fuzzy H, usve V, Hutv, PHE 
G” 中 连接 * 与 v 的 路 ,用 ECP) 表示 P 中 全 部 边 的 集 , 记 

SCP)= A Ree) (3.11.1) 


eC ECP 


SCP) 是 路 PP 的 强度 (degree of path P). 又 设 在 G PHA L gP Pon, 
P, 连接 与 v luv) AKS 


l l 
V SPD =V | A RO), wes 


Slu, v) 一 人 一 eE EP,) (3.11.2) 


l, u = UY 
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称 SCu,v) Hu, v ASA G 中 的 连通 强度 (degree of connectivity) . & 已 是 在 
G 中 连接 与 v 两 点 的 路 , 且 S(P)=Su,v), ME P EEG 中 连接 x 与 v 两 点 
的 最 优 路 (optimal path). 
例 3.11.1 设 V={vi ,vyv3,vssvs5),， 尺 是 VV 上 反 自 反 的 对 称 Fuzzy KK, 
且 
O 0.80 0.60 0.20 0.10 
0. 80 0 0.80 0.85 0.20 
R= 10.60 0.80 0 0. 90 0 
0.20 0.85 0.90 0 0. 10 
0.10 0.20 0 0.10 0 
WW G=(V,R) 是 Fuzzy 图 ,其 基础 图 为 G” 一 (V,E), 其 中 
E = {v1 Uo 9 Vy U3 5 Vy Ug 9 Vy Us s Vg U3 s Ug Ug s U2 Us 9 U3 Ug U4 Us } 


G=(V,R) 5 G* =(V,E) 的 图 形 如 图 3.11.1 Bra. 


(a) G=(VR) (b) G*=(VE) 
图 3.11.1 


在 G=(V,R) 中 ,连接 v, v, WARDA ez, es, e 三 条 梳 中 的 某 一 
条 ,而 R(e;) =R(e,) =0.1, R(es) =0. 2, 且 对 于 任意 e © EE\{e3,e9), 都 有 
R(e,) 20.2, KR Slv; v) =0.2, 从 而 
Us €gU2€5U33 Uze U2) U]E2Uz; Use€g VQ Cy Vy C4 U4 Cg V3 
Us Eg Uz €7 Uzeg Uz; VU; Cg Uz E7 U4 Cg U) E2 V3 
等 都 是 G 中 连接 vs 与 vs 的 最 优 路 . 这 说 明 最 优 路 不 是 唯一 的 . O 
Æ 3.11.1 R G=(V,R) 是 连通 的 Fuzzy H, usv E V, Slus v) 是 zx 与 
v Æ G 中 的 连通 强度 , 则 SC(u,v) 是 V 上 的 Fuzzy 等 价 关 系 . 
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TER 由 定义 知 $ 满足 自 反 性 和 对 称 性 ， 因 


S Cu,v) =V (Slu,w) A Slwsv)), YurvEV 
wEV 


žE u =v, MWA Suyw) = 二 1, BA Slu,u) =S lu, u) =1. Wik u £ v, ER w E 
V, 3% w=u Ñ w =vHhf, h Suyu) =1 KN Slv, v) =1, HFA Slu, v) =Slu, w) 
A Slw,v), 4 w +u Hw Av E P P, 分别 是 G 中 连接 zx 5w Mwovu 
的 最 优 路 , 则 Pi UP, 包含 了 C 中 连接 u 5v WP, Am ECP) C EP) U 
ECP,), 由 此 得 
SC(u,v) > SCP) > S(P,) A S(P,)=S(u,w) A SCw,v) 
从 而 Vw eV, 都 有 
SCu,v) > SCusw) A SCw,v) 

故 SClu, v) > S (lu, v), PARE. C] 

设 G=(Y,E) 是 连通 图 , T EÆGKHERH, AHED 表示 工 的 校 集 , 用 
TG) 表示 G 的 全 部 生成 树 的 集 . 我 们 常 将 由 一 个 顶点 所 构成 的 图 (没有 枝 ) 视 
为 树 . 

定义 3.11.4 R G=(V,R) 是 连通 的 Fuzzy K, THC 的 基础 图 G* = 
(V,E) 的 生成 树 . 记 了 了 ==(V ,R(T)), HP RCT) SET) 门 R, 称 了 为 Fuzzy 图 
G 的 生成 树 (spanning tree). ATHE ARRAN Tid TAT. NET 是 
G* 的 生成 树 , 且 YTE TOG"), 都 有 


XY Re) < > Ree) (3.11.3) 


eE ECT) CECT’) 
称 工 为 G 的 最 大 (生成 ) 树 (maximal spanning tree). 

例 3.11.2 i G=(V.R) 是 例 3.11.1 中 的 Fuzzy 图 , 则 图 3. 11. 2(a)， 
(b),(c) 都 是 Fuzzy 图 G 一 (V,R) 的 生成 树 ,而 (c) 是 一 棵 最 大 生成 树 . (d) 是 其 
基础 图 的 一 棵 生成 树 . 

以 下 我 们 总 约定 : 奉 工 是 连通 Fuzzy 图 G=(V,R) 的 一 棵 树 ,e € E, 从 
TT 中 移出 e 将 工分 为 连通 的 两 部 分 ,并 用 T 与 Ta RAs RA VET) 和 V(T,) 
分 别 表示 T AT, HRB, BRV=VCT,) YU VC(Ts), HVT AVT) = 
D; 令 

E* (ey)={ulu E V(T,),u E€ V(T,), uv € E} (3.11.4) 
容易 看 出 五 QET) ={e}, BHEÆRe E E”, WM Ti T, 加 e” 构 成 G 的 一 棵 
生成 树 . 

定理 3.11.2 设 工 是 连通 的 Fuzzy AG=(V.R) 的 生成 树 , 则 下 列 陈 述 等 
tt : 

(1) 工 是 G 的 最 大 树 ; 


180 


模糊 理论 基础 


?2 e 0.8 vy 


(b) Fuzzy BI G=(V,R) 的 一 棵 生成 树 


(c) Fuzzy G=(V, R) 的 最 大 生成 树 (d) hi G*=(V,£) 的 一 棵 生成 树 


图 3. 11.2 


(2) Ye CET), MT PRM BT, 5T, RE), W 
Rte’) = V Re) (3.11.5) 
ec E' (e’) 

(3) Vusv E Vu £v), u, v EG 中 的 连通 强度 Suv) 等 于 在 工 中 xz 与 
之 间 唯 一 路 P 的 强度 SCP). 

WA (1) > (QDR TEC 的 最 大 树 , 但 Je* € ECT) 使 得 

Re )d)< V Rte) =Rle** ) 
ceEE le ) 

其 中 e"*" EE”), PBRMe** Ae. He** Phe’, 获得 G 的 一 棵 新 的 树 
T* ,因为 
>), Re 一 > Re)+Re)< > Re) +R") = 5 RE) 


e€ ECT) ec ECT) ,ee e€ EIT) exe. e€ ET“ ) 


这 与 工 是 最 大 树 矛 盾 . 故 (2) 是 正确 的 . 
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(2) 二 (3) 设 工 满足 (2), 任 取 w,vE€V,P 是 TT 中 连接 4 与 v 的 唯一 路 . 又 
设 Re’) = 二 SCP), 其 中 e C ECP). MT PRR’, BT, ST, RE), A 
可 以 设 w e VT) ve VCT,). 由 (2) 知 

Re’) = V Re) 
EE Ce’) 
但 在 G 中 任何 连接 * 与 v MRP POR R e" CE Ce), W 
S(P*) <Rle*) < Re’) =S(P) 
从 而 SCu,v) =SCP). BORZ. 

(3) 一 (1) 设 工 满足 (3),T 是 G 中 最 大 树 . 车 T=T*，, 则 (1) 成 立 . Mik 
TAT", BMA erezte, € ECT"), 但 它们 都 不 属于 ECT, HP ek Sl, 
Be, =u,v,, 因为 了 ”是 最 大 树 , 所 以 工 WEG), RA mev HT" 中 连接 
与 vp 的 唯一 路 ATE G 中 S Cu, » Uk ) =RCe,). 从 T” 中 去 挥 ep 得 T, ` T 与 
E* (e,), 且 可 以 设 w CVT). mw E V(T,). AR P ET Hitu, Sv, 的 
唯一 路 , 则 必 有 ex E ECP), 使 得 ex E E”). Ane, CET) Be € 
E(T), Rey Ae. AW TREO) MWA 

Slup suv) SSCP) < Rez ) 
注意 到 T* 还 满足 (2) ,从 而 SCP) =R) > Reef), K 
R(e,)=R(er ) 
用 ex 代替 ex 获得 G 的 一 棵 树 Tr? , 则 有 
>) R= >) Ræ 


eC E(T ) e€E(T, ) 
即 Ty 是 G 的 最 大 树 , 但 仅 有 Ey Eno lp E ECT? ) , M cl19E29 3ER] ¢ 
E(T). 重复 上 述 做 法 ,可 得 G 的 最 大 树 T2 ， 仅 有 eez，…erz E ECT?) ,而 
el1se29""…* 21 2 É ECT). 如 此 继续 下 去 ,经 上 次 后 获得 TT, H 


>，R(e) 一 >) Re) 


ee EIT.) e€ ECT) 


即 ThE G 中 的 最 大 树 . E 

定理 3. 11. 2 告诉 我 们 :如 果 找 到 了 G=(V,R) 的 最 大 树 , 则 这 棵 最 大 树 中 
连接 w 与 v 的 唯一 路 ,就 是 与 v 之 间 的 最 优 路 . 但 对 此 确定 的 u,v, 并 不 排斥 
u 与 v 之 间 还 有 其 他 最 优 路 . 

依据 这 个 定理 给 出 寻求 最 大 树 的 如 下 算法 . 

设 G=(V,R) 是 连通 的 Fuzzy 图 ,V 中 共有 个 元 素 . 

(1) 在 Y 中 任 取 一 元 将 其 记 做 zi o A S= lu), S B SVA. BA E 
B, , 使 得 
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Ru, ,v° )=V R(u:,v) (3.11.6) 
ve B, 


MEIE v* 为 uw.( 这 样 的 vu” 自然 存在 ,但 不 一 定 唯一 , 当 vw” 不 叭 一 时 ,可 以 任 取 
其 中 之 一 为 u). WER uu 与 u, WRN e, W E, S {e}, A, =A, U {uz}. 

《2) 设 已 经 取出 了 个 顶点 CR <p), BR A, = (uj rugs ,U4) 和 上 一 1 条 
校 , 且 Ey) = {el ?CE2 3""" 9p }, 令 B, =V\A, » 记 


E* ={e=uvlu € A,,v € B,} (3.11.7) 
Ra ,v")= V Rav) (3.11. 8) 
uve E- 


将 此 vv” E Bi WM un C wv” 不 了 唯一 时 , 任 取 其 中 之 一 记 和 做 xl ), 记 ej = 


u vu" =u" Uys, Cu" EA), +> 


Arn =A U {urp} Ek = Er U ter? (3. 11. 9) 
(3) 若 十 1 之 Pp, Witk+1 Wk, RED; Wkt+l=p, 则 停止 ,获得 
T=(V,E, 1 NR) (3.11.10) 
JE G 的 最 大 生成 树 . 


定义 3.11.5 设 T 是 G* 的 树 , ET) 是 人 的 全 部 枝 的 集 , Er:E(T) 一 
[0,1j, WR T=(V, E) 是 G 中 Fuzzy 树 (fuzzy tree)( 注 ;未必 是 G 的 生成 树 ). 
例 3.11.3 设 G=(V,R) 是 例 3.11.1 中 的 Fuzzy 图 , 则 图 3. 11. 3(a) 是 基 
RUA] G* =(V,E) 的 一 棵 生成 树 ， 了 = (elyey ,er ,es); 图 3.11.3(b) 是 Fuzzy 图 
G=(V,R) 的 一 棵 Fuzzy W., H 
Erle) =0.5, Erlea) =0, Erler)=0.6, Er(ea)=0.9 


(a) 基础 图 G*=(VE) 的 一 棵 生成 树 (b) Fuzzy 图 G=(V,R) 的 一 棵 Fuzzy 树 


图 3. 11.3 


下 面 总 用 S; G4 j) 表示 Fuzzy 树 T=(V, Er) 中 连接 v 5 0, 的 唯一 路 的 
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强度 (S; 也 可 以 取 0 值 ). 
定义 3.11.6 设 工 =(V,Er) 是 C 的 Fuzzy 树 , 令 


i p 
KR, Ep =>) > (S; —r;j) (3.11.11 


i=1j= 守 1 
称 p(R,ET) 为 G 与 TT 的 距离 ; 设 有 G 中 的 Fuzzy 树 T" =(V, Er ) 使 得 VTEe 
T(G), BA 
KR, Ey) < pR, Er) (3.11.12) 
RT” AG 中 的 最 优 树 (optimal tree). 
定义 3.11.7 BV,» Ve SAE Vy V2 =, Vi UV =V, R OVi, Vo) 
WAV 的 二 分 割 ( 或 二 划分 )(bipartition) , Hid 


E*(Vi,V,)={e=uvlu E€ Viv E V3} (3.11.13) 
EX 3.11.8 4 G=(V,R) Æ Fuzzy 图 , (Vi, VOE V 的 二 分 割 , 记 
1 
ViVa) = — | 3.11. 14 
r(V,,V2) E wove) > ri ( ) 


uv EE (V,.Vv,) 
HA (Vi, V2 ) 是 V 的 二 分 割 , 且 对 V 的 一 切 二 分 割 (Vi, V ,都 有 
rVi Ve) <rWV,,V2) (3.11.15) 
称 (VY ，V? ) 是 在 G 中 VV 的 最 小 二 分 割 (minimal bipartition)， 简 称 为 最 小 二 
分 割 . 
最 小 二 分 割 的 具体 计算 步骤 如 下 : 
设 G=(V,R) Æ Fuzzy K , V={v svtu? R= [ry | pxo RAAT ER 


的 . 
(1) 记 
__1 — . 
Sprig’ 1,2, sp (3.11.16) 
r; = min {r;} (3.11.17) 
“list 
令 yep ={Vi}, Vi? =V\Vi s S =r; (3.11. 18) 
(2) 设 已 经 选 好 了 Vi? = (vi, Ui oor Ui Ck < p -一 1) 9 w 
V =VW®, rV®,V®) =S, (3.11.19) 
n=} X rj: Vi € VP (3.11. 20) 
Rye 
Us ={v |r, > S) CVS” (3.11.21) 


aU, =O, WHA). AU, 是 单 点 集 , 则 令 U, 5U; 转向 (3); 否 则 令 


184 一 一 模糊 理论 基础 


六 =—_} 5 Fijo Uj (< U; (3.11.22) 
| V3 | 一 1 tk) 
v EV, —tu.} 
U, = {u |r; >r} SU; (3. 11. 23) 
DHU, # Ø, HA VSP (CU, CVS) 是 非 空 集 , 使 得 
r(ViP UVP Vip) < Si =r VP ,V2 ) (3. 11. 24) 


(其 中 V22 SVEP DWS V? =V U VP GR = |V |). Did 
k+1 为 上 , 转向 (2). | 
(4) 若 Ui =O, RBA U, 关 名 ,但 对 Ui 的 一 切 非 空子 集 Vi? (CCU, SC 
V), 都 有 
r(V U VSP VSP) > S, =r (Vi? Ve) (3.11. 25) 
转向 (5). 
(ig Vi SVI? , V SVE , UV VERK V EG 中 的 最 小 二 分 割 , 计 
算 结 束 . 
REAM (Vi, VÆV 在 G 中 的 最 小 二 分 割 , 且 在 G 中 ,rC(Vi,V;) 二 $1， 则 
任意 vi 和 Vi» v € Vi, 令 Er(v: ,vi ) =S,. Mic 
E, =(e=v,v;|v,;,0; E Va}, R=1,2 (3.11. 26) 
G,=(V,,E, N R), k=1,2 (3. 11. 27) 
再 使 用 上 述 方法 分 别 就 上 = 二 1,2 计算 出 Vi 在 Gi 中 的 最 小 二 分 割 , 设 为 
CVasVi), 且 rOVasVie) 一 Sa, 任 取 v € Vas u, € Ves S Erhv ,v0 ) = 
Sa (R= 1,2). 继续 上 述 过 程 , 即 可 得 G 的 近似 的 最 优 树 . 
例 3.11.4 设 G=(V,R) 是 例 3.11.1 中 的 Fuzzy Æ, BI V = {v v ,vs， 
vvs), RÆV EBRR ARK) Fuzzy 关系 , 且 
0 0.80 0.60 0.20 0.10 
0.80 0 0.80 0.85 0.20 
R=|0.60 0.80 0 0.90 0 
0.20 0.85 0.90 0 0.10 
0.10 0.20 0 0.10 0 
BHU rs =0.1= min [F Drs J HVE = (os), VP VV = (o rve, 


03904), (V$? VS") =S, =0.1, US ={v; |r; > 0.1} = {v vsu} CVP 


ri =r({v,} VP Wo D =a ` ri; 一 0. 2 
IV |-1 
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x 1 
7 2 =ru} VE MaD =e 74 ra; = 0. 825 
2 v EV, Mo) 
* l 
ra =ru Vi MaD = gj > ry, = 0. 529 
? v EV, Mo) 


U, =(ulrs >r’ =ø 
te Vy = (u), Va = (ey svn ets vh 以 (VisVa) 作为 V 在 G 中 的 最 小 一 分 
Ri, H. r(V, Va) 一 0. l. 可 以 取 E+ Cus Uz) 一 0. l. 用 同样 的 方法 可 以 求 出 V, = 
(u, 4 Uz U3 904) TE Gz = (V, E; N R) (E; = he = vv) Ivou E V2)) 中 的 最 小 二 
分 割 为 Va = fod, Vz = (zu yo y》，r(VayVaz)》 = 0.9335 可 以 取 
Erlvi ,v2) =0. 533. 继续 上 述 过 程 , 可 以 取 E> Cug 904) = 9. 825,Er(vs v3) = 
0.9. 由 此 获得 最 优 树 ,表示 在 图 3. 11. 4 中 .G 的 最 大 树 见 图 3. 11. 2(c). 依据 
这 两 棵 树 及 定义 3. 11.6 中 的 距离 公式 ,计算 出 
oR,Er) 一 0.2083，  p(R, Er) =0. 4625. 


图 3. 11.4 


对 于 Fuzzy 关系 的 研究 主要 集中 在 不 同 角 度 的 推广 上 ,如 :Fuzzy BK A 
(Gonzalen, Martin, 1997). Fuzzy 集 间 的 Fuzzy 关系 (Chakraborty, Das, 
1983; Gonzélen, Martin, 1995, 1996; Morsi, 1994) 、 在 : - 模 下 的 Fuzzy 关系 
(Baets, Meyer, 2003; Bodenhofer, Kiawonn, 2004; Boixader, 2003; Jacas, 
Recasens, 1995) 、 偏 序 值 与 关系 值 Fuzzy 关系 (Segelja，Tepavcevlc， 1995 ) ， 
1 Fuzzy 关系 ( 张 文 修 ，1984; Cirié, Ignjatović, et al. , 2007, 2009) 与 直觉 
Fuzzy 关系 (Bustince， Rurillo, 1996b; Deschrijver, Kerre, 2003b) 等 . 对 Fuzzy 
关系 的 代数 结构 (Kawahara， Furusawa，1999) 等 也 有 所 研究 . 

本 章 所 介绍 的 Fuzzy 图 是 基于 具有 反目 反 狂 和 对 称 性 的 Fuzzy 关系 ;有 的 
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Fuzzy 图 是 基于 带 约 束 的 Fuzzy 关系 (Bhattacharya,1987; Bhutani, Rosenfeld, 
2003; Mordeson, Nair,2000; Mordeson, Peng, 1994; Rosenfeld, 1975). 
Fuzzy 和 矩阵 是 Fuzzy 关系 理论 中 最 重要 的 内 容 ,其 主要 研究 论题 有 Fuzzy 
矩阵 的 可 实现 性 及 其 容 度 ( 刘 旺 金 ,1982).Fuzzy 矩阵 的 震 周 期 与 寒 序列 收敛 性 
(Fan, 2000; Imai, Okahara, et al. , 2000; Li, 1994; Lur, Wu, et al. , 2007; 


Thomason, 1977; Zhou, Liu, 1997,1998) 3. 关于 Fuzzy 知 阵 的 逆 将 在 第 7 章 
中 讨论 ， 
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第 4 章 Fuzzy REA 


“ 物 以 类 聚 , 人 以 群 分 ”, 聚 类 是 一 个 古老 的 问题 ,这 个 问题 伴随 着 人 类 社会 
的 产生 和 发 展 而 不 断 深 化 ,人 类 要 认识 世界 就 必须 区 别 不 同 的 事物 并 认识 事物 
间 的 相似 性 . 按 确定 的 标准 对 客观 事物 进行 分 类 的 数学 方法 称 为 聚 类 分 析 . 例 
如 ,工业 上 对 产品 质量 的 分 类 ;工程 上 对 工程 规模 的 分 类 ;生物 学 中 对 优良 种 子 
的 分 类 ;图 像 识别 中 对 几何 图 形 的 分 类 等 都 是 聚 类 分 析 问 题 . 聚 类 分 析 是 数量 
统计 中 多 元 分 析 的 一 个 分 支 ,这 是 一 种 硬 划分 ,把 每 个 竺 辨识 的 对 象 严格 地 划分 
到 某 个 类 中 ,具有 非 此 即 和 披 的 性 质 ,因此 这 种 分 类 的 类 别 界限 是 分 明 的 . 由 于 现 
实 的 分 类 往往 伴随 着 模糊 性 ,所 以 用 模糊 理论 来 进行 聚 类 分 析 会 显得 更 自然 ,更 
符合 客观 实际 ,这 就 是 Fuzzy 聚 类 分 析 (fuzzy cluster analysis). 人 们 提出 了 多 
种 聚 类 方法 ,如 本 章 将 要 介绍 的 基于 Fuzzy 等 价 关 系 的 Fuzzy RAH AAA 
Fuzzy 图 的 最 优 树 聚 类 以 及 基于 Fuzzy Rot. RAP Fuzzy 划分 和 Fuzzy 预 序 关 
系 的 各 类 Fuzzy REDS. BARRON KE. Fuzzy 聚 类 分 析 得 到 了 广泛 
的 应 用 ,是 模糊 理论 应 用 最 广泛 和 最 富 成 果 的 领域 之 一 . 


$4.1 基于 Fuzzy 等 价 关系 的 Fuzzy 聚 类 分 析 


4.1.1 基本 方法 (Fuzzy 传递 闭 包 法 ) 


对 于 Fuzzy 等 价 关 系 尺 EF(XXX), 由 定理 3.8.2 知 , Ya€ [0,1],R, 
是 普通 等 价 关系 . MA a 取 不 同 的 值 , 便 可 以 将 X 分 成 不 同 的 类 , 且 有 下 列 关 
系 . 

定理 4.1.1 BHREFCXXKX),0<a< Pl, WHR, WX 分 成 的 每 
一 类 必定 是 按 R, 将 X 分 成 的 类 的 子 类 . 

证 明 Vz,y © X, zx € Lyle, >Re(z,y) = 1 Ray) SR a 

>R, (zr,y) =1>2z € [yjg . L 
Bj 4.1.1 i X = (x, 522523 ,XI T5}. 
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PRU, R 具有 传递 性 , 故 RE Fuzzy 等 价 关 系 . 
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相应 的 分 类 : {xy } {Z3} s {T3} {T4 
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相应 的 分 类 : {£ ， 工 2 (位 4 人工: ,Ts } 共 分 为 
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l} 1 1 0 1 
1 1 1 0 1 
Ros=|1 1 1 .01 
0 0 0 1 0 
1 1 1 0 1 
相应 的 分 类 : {xi ,Xs ,zayzi), lra) 共 分 为 2 类 . 
1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 
R=] 1 1 11 
] 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 


相应 的 分 类 : {£1 5X2 5X3 9T4 9X5} 共 分 为 1 类 ， 
从 以 上 分 类 可 以 看 出 : 
当 0 委 aa 委 0.4 时 ,将 X 分 为 一 类 : {zx] ,zs ,XT3 ,XT4, 工 s) 
当 0.4<a 迄 0.6 时 ,将 天 分 为 两 类 : (zyzzyziyz5)y (zi} 
当 0.6<a 委 0.8 时 ,将 X 分 为 三 类 : (zlyzz)， (zi)， (Zayz5) 
40.8 <a<0.9 AY X AAU: (21), {22}54{24}.4 23 25} 
当 0.9<a 委 1 时 ,将 X 分 为 五 类 : {xi} {£2}, (zs)， (zi)y(z5) 
总 起 来 得 聚 类 图 如 图 4. 1. 1 所 示 . 


图 4.1.1 


如 果 R 是 自 反 的 与 对 称 的 ,但 不 具有 传递 性 , 则 求 其 传递 闭 包 aR), 由 
t (R), 给 出 聚 类 结 采 . 
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例 4. 1. 2 W X= (24,52, 9X3 Ta 9X59 Xe »Z7} 


l 0.3 0.1 0.4 
0.3 1 0.5 0.9 
0.1 0.5 1 0.7 
R= /|0.4 0.9 0.7 1 
0.8 0.6 0.6 0.5 
0.7 0.8 0.5 0.9 
0.6 0.9 0.1 0.4 
由 例 3.7. 5 得 
l 0.7 0.7 0. 
0.7 1 0.7 0. 
0.7 0.7 1 0. 
tC(R)= |10.7 0.9 0.7 1 
0.8 0.7 0.7 0. 
0.7 0.9 0.7 Q. 
0.7 0.9 0.7 0. 


t(R) 是 Fuzzy 等 价 矩阵 . 


0 
0.6 
0. 6 
0. 5 
] 
0 
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模糊 理论 基础 


令 a 由 1 降 至 0, 分 别 求 出 : (CR)。( 为 简便 计 对 称 矩 阵 只 写 出 了 下 半 部 分 ). 


0.9<a<1;4(R), = 


WX DAE: {x1}, {22}, {z3}, {z4} {z5}, {re 


0.8<a<0.9:t(R), = 


O o oOo O O O pm 


O 2 o oo O e 


= = O e O me 


Oo 2 O O me 


Oo o OO O = 


1 
0 
0 
0 
} 


故 X 分 为 四 类 : {Xx1}, (x sTo Tg s£} {T3}, {T5}. 


l 
0 | 
0 0 


, {x }. 


æ= S| CS | 一 


oOo O ~ 


] 
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1 
0 | 
0 0 1 
0O7<a<0.8:2(R),=/0 1 0 1 
1 0 0 0 1 
O 1 0 1 O 1 
0 1 O 1 O 1 1 
MX APA HB: {11s e5}5{ Lo Xq Te TI}, (Ta) 
1 
1 1 
1 1 1 
O<aX0.7:t(R),=)]1 1 1 1 
] 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 


d X 分 为 一 类 : {xy sTo 9X3 T4 T53 TG z7}. 
综 上 我 们 也 可 以 绘 出 聚 类 图 如 图 4. 1. 2 所 示 . 


图 4.1.2 


4.1.2 基本 步骤 


聚 类 分 析 的 基本 思想 是 用 相似 性 斥 度 来 衡量 事物 之 间 的 亲 疏 程度 ,并 以 此 
来 实现 分 类 . Fuzzy 聚 类 分 析 的 实质 就 是 根据 研究 对 象 本 身 的 属性 来 构造 
Fuzzy 矩阵 ,在 此 基础 上 根据 一 定 的 隶属 度 来 确定 其 分 类 关系 . 

利用 Fuzzy 等 价 关 系 进行 聚 类 分 析 的 具体 步骤 如 下 : 
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1. 确定 分 类 对 象 , 抽 取 因 素数 据 

设 分 类 对 象 之 全 体 为 六 一 {zi1 ,zx2，…,Xx,}, 而 每 一 对 象 rz; 由 一 组 数据 (m 
个 特征 指标 ) 

Ti = (Ta Tis Lm) E CRT)”, 1i=1,2,.…,n 

来 表征 ， 

2. 建立 Fuzzy 相似 关系 

用 数 r; € 10.1] 来 刻画 对 象 x; ,zj 之 间 的 相似 程度 . 在 实际 中 ,关键 是 如 
何 确定 r; 的 值 ， 由 于 m 个 特性 指标 的 量 纲 和 数量 级 不 一 定 相 同 , 在 确定 相似 
程度 之 前 先 要 对 数据 进行 规格 化 处 理 ， 以 消除 特征 指标 的 量 纲 差别 和 数量 级 差 
所 带 来 的 影响 .当然 如 果 特 征 指 标 没 有 量 纲 差别 和 数量 级 差 , 数据 可 以 不 必 规 
格 化 处 理 . 

下 面 介 绍 几 种 常用 的 数据 规格 化 的 方法 . 

方法 1 数据 标准 化 


ry =, i=1,2 peni j=1,2,.,m (4.1.1) 
Oj 
_ 1 » 1 2 | 
其 中 Xj = ut + 0; >> (xj; — I) ,j=1,2,.…,m. 
方法 2 均值 规格 化 
x ss = 二 ， #=1,2,°° 9715 7 二 1,2， sm (4 l 2) 
Tj 
方法 3 中 心 规格 化 
X'i =T; — Tj, 1],2,.…,n; 7 二 1 ,2,* 5m (4. 1. 3) 
方法 4 最 大 值 规格 化 
/ Tij ， . 
T i SM,’ t= 1,2,°,7; 7 一 1 ,2，…77 (4.1.4) 
其 中 M, = max{ T); sE Znaj} J= l,2, 5m, 
方法 5 极 差 规格 化 
/ Xi mM; . 
之 站 一 ? 21 一] 2 J 一 1， 2，… 5m (4.1.5) 
7 M;—™m, 


其 中 Mi = max{ xy; oj et Xap hs My = MIN{ Ty; Topo Tn} j =1l,2, ym. 
数据 规格 化 以 后 可 以 通过 下 列 方法 建立 相似 矩阵 . 
方法 1. 数量 积 法 
l, i=j 
r 


ij 


=4] < SS 
Mate t Ta? FJ 
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其 中 M > 0 为 选 定常 数 ,满足 M > max| 2 za * ca}. 
tm fj k=1 
方法 2. 余弦 幅度 法 


ry at (4.1.7) 
(Deze) 
pai */ kz F 
方法 3. 相关 系数 法 
X [za — zi |e lope — zj. | 
fi (4.1.8) 
S) (ra wad) © | >) Cry arj) 
k=] k=l 
-15 ly 
其 中 Ti. on at , Tj m Da Ti: 
方法 4. 最 大 最 小 法 
ALEF A Tjk) 
r; = 一 -一 一 一 一 (4.1.9) 
DEF V Tjk) 
k=l 


方法 5. 算术 平均 最 小 法 


ry 二 一 一 一 (4. 1. 10) 


方法 6. 几何 平均 最 小 法 


(4.1.11) 


方法 7. 绝对 值 指数 法 


it 


ri =exp{— k 一 Tik | (4.1.12) 
方法 8. 绝对 值 减 数 法 


rj 一 1 一 c， X |a — zn (4.1.13) 
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其 中 < > 0 为 常数 ,可 以 根据 实际 情况 选 定 ,使 r; € LO, 1]. 

方法 9. 主观 评定 法 

对 于 一 些 实际 问题 ,很 难 用 解析 表达 式 来 刻画 事物 间 的 相关 程度 ,这 时 只 有 
请 相关 的 专家 来 打分 统计 评定 . 

如 果 r; 中 出 现 负 值 ,可 以 采用 下 面 方法 将 全 体 r 进行 重新 调整 . 


r. +1 r: Tm. . 。 
Sr =, RO ry = y (2A j),m=minitr, },M—=max{r;,}. 
9 M igi Í 


om i 
FÆ ry € [0,1]. 
3. 改造 Fuzzy 相似 关系 为 Fuzzy 等 价 关 系 
用 上 述 方法 建立 起 来 的 相似 关系 R, 一 般 只 满足 自 反 性 和 对 称 性 ,不 满足 
传递 性 ,因而 还 不 是 Fuzzy 等 价 关 系 . 为 此 ,需要 将 R 改造 成 Fuzzy 等 价 关系 后 
43 2 FESS PS ,在 适当 的 赋值 上 进行 截取 , 便 可 以 得 到 所 需要 的 分 类 . 可 以 用 求 传 
递 闭 包 的 方法 将 R 改造 成 :(R). 此 时 i(R) 满足 了 传递 性 ,于 是 Fuzzy 相似 和 所 
MR 就 被 改造 成 了 一 个 Fuzzy 等 价 关系 和 矩阵 R). 
4. Fuzzy RF 
对 Fuzzy 等 价 关 系 CR) 进行 聚 类 处 理 , 给 定 不 同 置 信 水 平 的 a, 求 矩 阵 
t (R), 得 到 普通 的 分 类 关系 . 当 入 二 1 时 ,每 个 样品 自 成 一 类 , 随 a 值 的 降低 ,由 
细 到 粗 逐 渐 归 并 ,最 后 得 到 动态 聚 类 谱系 图 . 
例 4.1.3 对 于 环境 单元 进行 分 类 . 设 每 个 单元 包含 空气 .水 分 .土壤 .作物 
4 个 要 素 ,环境 单 匹 的 污染 情况 由 污染 物 在 4 个 要 素 的 含量 超过 的 程度 来 衡量 . 
现 假设 有 5 个 环境 单元 ,其 污染 数据 为 
X~=(1,11,11,1V,V} 
I1=(5,9,3,2), I 一 (2,3,4,5), IW=(5,5,2,3) 
IV=(1,5,3,1), V=(2,4,5,1) 
首先 , 按 方法 8( 绝 对 值 减 数 法 ) 建 立 Fuzzy 相似 关系 矩阵 R = ry) W 
c=0.] 


rj =l—c+ X) lay — zy | 
k=] 
从 而 计算 可 得 (为 简便 计 对 称 和 矩阵 只 写 出 下 半 部 分 ) 
l 
0.1 1 
R= |0.8 0.1 1 
0.5 0.2 0.3 1 
0.3 0.4 0.1 0.6 1 
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我 们 用 平方 法 来 求 CR) 


© 2 o O e O O O OO = 
nm oo CO w 
oOo Oo O e 
ft 
OO 
on 
poe 


nn oOo e 


OO jp 
a 


1 
0.4 1 = R* 
0.4 0.5 1 

0.5 0.4 0.5 0.6 1 
这 样 , (R) =R. 令 a 由 1 降 至 0, 分 别 求 出 :CR) . 


Rs 一 


OO © 
wn œo 


1 
0 1 
0.8<c 过 1:CR) =]0 0 1 
000 1 
00001 
AM X 4A 5 FE. (1}, (IT (II {IV}, {V}. 
1 
0 1 
0.6<a<0.8:2(R),=]1 0 1 
0001 
0 0 0 1 


故 X 分 为 4 类 :{I'III),(T) {IV}, {V}. 


0.5<a<0.6:t(R), = 


S o ~ o ~ 
oO o O m 
O © m 
— = 

— 
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KX 4H 3 46: {1,11}, {1}, (1V,V} 


0.4<a 和 0.5:1(R) = 


= >e =e O re 
O 2 © e 
= 
一 


W XA 2 2-{1,1,1V,V}, (1b 


0<a<0.4:1(R), = 


See 
ee 
上 一 
— 


故 X 分 为 ] 4 .{I, II,III,IV, V}. 
综 上 我 们 也 可 以 绘 出 聚 类 图 ,如 图 4. 1. 3 所 示 . 


图 4.1. 3 


例 4.1.4 在 加 利 福 尼 亚 州 产生 断层 的 圣 . 安吉 斯 附近 ,有 5 个 独立 的 地 
区 遭受 地 震 的 灾害 . 为 了 估算 出 保险 公司 给 房 主 的 赔付 ,必须 对 这 5 个 地 区 按 
其 受灾 程度 进行 分 类 . 

对 每 个 地 区 的 建筑 物 进 行 调查 ,把 每 个 地 区 的 所 有 建筑 物 表示 成 三 种 受灾 
情况 之 一 :无 损坏 、 中 级 损坏 和 严重 损坏 . 每 个 地 区 都 给 出 了 这 三 种 受灾 情况 的 
建筑 物 总 数 百 分 数 ( 比 ), 表 4. 1. 1 概括 了 调查 组 所 得 到 的 结果 . 试 根据 这 些 数 
据 对 这 5 个 地 区 按 其 受灾 程度 进行 分 类 . 
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Æ 4.1.1 五 个 地 区 受灾 情况 的 建筑 物 总 数 百分数 ( 比 ) 


zil《〈 无 损坏 的 比值 ) 
ziz《 中 级 损坏 的 比值 ) 
zi3《〈《 严 重 损坏 的 比值 ) 


用 余弦 幅度 法 


建立 Fuzzy 相似 关系 和 矩阵 R = (r; ) 3x3. 例如 ， 对 于 1=1,) 一 上， 得 到 


12" Eco. 3? 十 0.62 十 0.12)(0.22 十 0.42 十 0.42)]172 


计算 该 关系 的 其 他 元 素 得 到 下 列 的 相似 关系 
1 
0. 836 1 
— 10.914 0.934 1 
0.682 0.6 0.441 1 
0.982 0.74 0.818 0.774 1 
经 3 次 最 大 一 最 小 复合 得 到 一 个 等 价 关 系 
1 
0. 914 1 
R? = |0.914 0.934 1 
0.774 0.774 0.774 1 
0.982 0.914 0.914 0.774 1 
现在 ,如 果 我 们 用 两 个 不 同 的 a 值 , Bla =0.914 和 a 二 0.934 进行 a 分 割 ， 
则 可 以 导出 以 下 的 等 价 关 系 及 相应 分 类 


一 0.836 


11101 10001 
11101 0 11 0 0 
Room=|1 1 1 0 1 Roga = 00 1 10 0 
00010 000 1 0 
11101 10001 


{£13 £23 T3 ,Ts hoi xq} {ry To} { T23} {X4} 
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因此 ， 当 保险 赔付 时 ， 如 果 我 们 要 在 修改 的 Mercalli 等 级 的 基础 上 将 地 震 损 害 
分 成 两 种 强度 (Mercalli 等 级 是 一 种 对 给 定 区 域 因 地 震 而 造成 结构 上 平均 损害 
的 地 震 强 度 的 测量 )， 则 区 域 1 .2、3 和 区 域 5 属于 大 的 Mercalli 强度 ,而 区 域 4 
则 属于 一 个 较 小 的 Mercalli RAE CHL a =0.914). 但 是 如 果 我 们 想 要 有 一 个 较 细 
的 划分 ， 如 3 个 Mercalli 等 级 , RA WFR 4.1.2 对 区 域 分 类 . 


表 4.1.2 当 4 二 0.934 时 对 地 震 损 害 地 区 的 分 类 
地 区 Mercalli 强度 
(arg } VII 
(2) ,Ts ) VIII 
{xp +23) IX 


4.1.3 直接 相似 关系 聚 类 法 


上 述 方法 是 应 用 Fuzzy 等 价 关 系 将 元 素 聚 类 . 当 分 类 的 元 素 比 较 多 时 ,这 
种 方法 显得 麻烦 ,下面 介绍 几 种 比较 简单 的 方法 . 

1. 直接 聚 类 法 

定理 4.1.2 设 REL[Lo,l” EBRA, Ya € [0,1], GRD), = 
(R"), =(R,)" =1(R,). 

定理 4.1. 2 ULAR FRA RO a -REE R, 分 为 相似 类 后 ,再 增加 传递 
性 ,所 得 的 分 类 结果 ,与 按 CCR), ARAB. 由 此 我 们 得 到 下 述 聚 类 原 
则 . 

聚 类 原则 : 设 RE [0,1]”” 是 Fuzzy 相似 关系 , 则 x; 与 x) 在 a 水平 上 同类 
等 价 于 在 Fuzzy A G=(X, RD P, z;, 2; ÆG 中 的 连通 强度 S(xi,Xx)) Ba, 
即 存在 一 条 强度 不 低 于 a 的 路 连接 z; 与 工 ;. 

Gil 4.1.5 (Tamura et al. ，1971) 照片 分 类 , 现 有 3 个 家 庭 , 每 个 家 庭 由 
4 一 7 人 组 成 ,每 人 1 张 照片 ,共有 16 张 . 通过 照片 按 相貌 相像 程度 分 类 ,把 3 个 
家 庭 区 分 开 来 . 

首先 ,建立 相似 关系 ， 用 主观 评定 法 得 到 相像 关系 的 Fuzzy 矩阵 R 如下: 
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 #13 14 15 16 


l l 

2 0 1 

3 oO 0 1 

4 0 0 0.4 1 

5 0 0.8 0 0 1 

6 0.5 0 0.20.2 0 1 

7 0 0.8 0 0 0.4 0 1 

8 0.4 0.20.2 0.5 0 0.8 O 1 

9 O 0.4 0 0.8 0.4 0.2 0.4 0 l 

10 0 0 0202 0 0 02 0 02 1 

1] 0 0.5 0.20.2 0 0 0.8 O 0.40.2 1 

12 0 0 020.8 O 0 0 0 0.40.8 0 1 

13 0.8 0 0.20.4 0 0.4 0 04 0 0 0 0 l 

14 0 0.8 0 0.20.4 0 0.8 0 0.20206 0 0 1 
15 0 0 0.408 0 0.2 0 0 02 0 0 0202 0 1 


16 |0.6 0 0 020208 0 0.4 0 0 0 0 0.40.2 0.41 
45 BiG R 为 Fuzzy GMER, WR 4 KTR. 这 个 矩阵 的 传递 
闭 包 R) =R" =R?. 但 按 聚 类 原则 ABA R, 直接 将 G=(X,R\D 中 强度 
不 低 于 a (r; 之 a ) 的 路 连接 起 来 ,构成 最 大 连通 子 图 , 在 连通 子 图 上 的 所 有 元 
素 就 是 一 类 . 取 a 从 1 到 0, 便 可 以 得 到 所 有 的 分 类 . 
例如 , 取 wx 一 0. 8, 强度 不 低 于 0.8 的 路 如 图 4. 1.4 所 示 , 共 5 个 最 大 连通 子 
图 (包括 3 单独 一 点 ). 共 分 为 5 类 . 


图 4.1.4 


者 a=0.6, 则 强度 不 低 于 0.6 的 路 在 上 述 路 上 把 @@ 和 人 多 连接 起 来 . 这 时 , 除 
外 ,其 余 15 张 照 片 可 以 分 为 3 类 ( 即 三 家 ). 聚 类 图 如 图 4. 1.5 所 示 . 
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a 1 13 6 8 16 4 9 10 12 15 2 5 7 11 14 3 


图 4.1.5 


2. 编 网 法 

编 网 法 的 主要 步骤 如 下 : 

CR EREE R,, 且 空 去 该 布尔 矩阵 的 主 对 角 线 的 右上 半 部 分 ; 

(2) 将 主 对 角 线 上 的 “1” 对 应 地 用 其 对 象 zx; 的 标号 i 来 代替 ; 

(3) 将 剩 下 的 “0,1” 中 的 “0” 去 掉 , 而 用 “x ”替代 “1”; 

(4) 用 经 线 ( 竖 线 ) 与 纬 线 ( 横 线 ) 将 ”* "与 对 角 线 上 的 序号 连接 , 即 编 网 , 通 
过 如 此 打 结 而 连接 的 对 象 归于 一 类 . 

按 聚 类 原则 , 编 网 法 聚 类 与 :(R) 聚 类 是 等 价 的 . 

仍 以 例 4.1.5 中 照片 分 类 为 例 . 取 a=0.6, 按 上 述 步 又 我 们 作 图 如 图 4. 1.6 
所 示 . 

由 图 4. 1.6 可 得 在 a 二 0.6 水 平 下 的 分 类 ， 

{1,6,8,13,16}, {2,5,7,11,14), {4,9,10,12,15}, {3} 

可 见 聚 类 结果 与 直接 法 所 得 结果 一 致 . 

3. 最 大 树 法 

设 尺 是 X=(ziyzz，……zn)》 上 的 相似 关系 , I BX 上 的 恒 等 关 系 , 则 G = 
(X,R\D 是 Fuzzy K. Mik T ÆG 的 基础 图 G* 的 生成 树 , Er 一 下 (CT) 门 R, 则 
T= 二 (X,Er) 是 G 的 生成 树 ， 因为 荆 中 恰 有 nn 一 1 条 枝 , 故 Er 最 多 只 有 7 一 1 个 
不 同 的 值 , 设 为 al Dae > a dnl). ERa, HE le) <a; MRM 
中 全 部 移出 , 即 可 以 获得 在 水 平 a 上 的 分 类 . FUER G=(X,R\D 的 最 大 
树 聚 类 与 用 Fuzzy 等 价 关系 UR) 的 聚 类 结果 完全 相同 . 

定理 4.1.3 B X = {2122n}, R= Cy) Æ X 上 的 相似 关系 ， 


第 4 章 Fuzzy 聚 类 分 析 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 201 


1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 


ee ee p 


图 4.1.6 


RSR =P) yn 是 R 的 传递 闭 包 ,并 且 Fuzzy AG=(X,R\D 是 连通 的 ， 
SCzizi) 是 G 中 不 同 两 点 zx; 与 zj 的 连通 强度 , 则 
(CR) Cxi) =r? = SClar), (x; Æ x) (4.1.14) 
证 明 任 取 zizi € X, Hr; Æx. W 


n 


tCR) Cz; »x;) =r? = V 


Now Ary} 
j,=,=1 ml 
IER G 中 连接 x; 与 xz; 的 路 P = xix) Tj Ty Tj 其 中 7 之 一 1, 则 
CR) Cx; sT; ) =r > ri Ara Act Arg A Ti; A 
~ 


i 
... | V (ri A r; 了 
joo} l 172 


AA T 
za 一 :一 1 个 
=ry, 人 六 了 人 … 人 六 = SCP) 
这 里 SCP) =r; Ao Ar); 是 路 P 的 强度 . 设 在 G 中 有 Pi, Pro Pa 共 k 条 


路 连接 z; 与 zj， 则 由 上 述 已 的 任意 性 有 
KRC ai) SV SCP) = Slez) 
为 一 方面 , 任 取 x;y tj ovoz; EX, Wear; sz; zj onoz; zj PRA 
含有 从 «; 到 zj WHP, 且 该 路 P 的 强度 
SCP) Sry Arna Noe Ary 
用 Plr) RNG PH sz; Ne, 的 全 部 路 的 集 , 则 


yf 
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SlCr; zj) = V SCP) 之 V V V {Tj Ar; ; A Ar; j? 
PE Pla sz) J =l, 5l j 7! l v2 一 ! 
=tCR) (x; ,Zz;) 
故 CR) (ax; +2;) =S(2;52;). C] 


由 定理 3. 11.1 知 , 若 SC(x;,x;) 是 连通 的 Fuzzy ÆA G=(X,R\D 中 连接 z, 
与 zj (zi 天 zi) 的 连通 强度 , 且 SCzizi) 一 10 王 1, 2 ), 则 S: XXX 一 [0， 
1] X ER Fuzzy 等 价 关 系 . 定 理 3. 11. 2 WA TG 的 最 大 树 , 当 x; £ 
x, 时 SGCzizi) 是 工 中 由 xz; 到 zi 的 唯一 路 的 强度 ,定理 4. 1. 3 则 进一步 表明 
S=t(R), RHAH R) 聚 类 与 按 最 大 树 聚 类 是 等 价 的 . 

仍 以 例 4.1.5 照片 分 类 为 例 , 可 以 绘 出 其 最 大 树 , 如 图 4.1.7 所 示 . 


0.8 (9 04 他 
T . 
0.6 7 © Ds 5) og D 
16 1 E 08 G04 Gy 0.8 O 
0.8 a © 0.8 0.8 
bo p28 _@ T 
图 4.1.7 


Wa=0.6, 去 掉 权 重 低 于 0.6 的 连 线 后 ,得 图 4.1.8, 分 为 4 类 (直线 连 起 来 
的 归 一 类 ) ,这 与 前 两 种 方法 所 得 结果 一 样 . 


4.1.4 最 佳 算法 
由 于 Fuzzy 相似 矩阵 R 一 般 不 满足 传递 性 , 我 们 通常 以 R 的 传递 闭 包 
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(RO 来 近似 R, 而 :CR) 的 本 质 在 于 以 最 小 的 幅度 提高 R 的 每 个 元 素 ， 以 达到 
传递 性 . 这 样 :CR) 对 R 就 产生 了 传递 误差 . 下 面 介绍 一 个 选取 最 佳 算法 使 这 
种 误差 最 小 的 方法 . 

定义 4.1.1 BW R=) axe 为 Fuzzy 相似 矩阵, tR) 一 《六 nxn 为 R 的 传 
eA. CR) 对 R 的 传递 偏差 定义 为 


7 一 ] n 


o(R) 一 5 > (ri; — ri) (4.1.15) 


i=1j=i+1 

RCiR), MU Vij € (1,2, nh}, 7, 一 ry 之 0. 并 且 尺 满足 传递 性 
当 且 仅 当 o(R) =0. 

当 采 用 直接 聚 类 法 、 编 网 法 或 最 大 树 法 而 未 经 CR) 进行 Fuzzy 聚 类 时 ,可 
以 取 

= max{Arp € AR |£; £; 在 AR 水 平 上 属于 同一 个 等 价 类 ) 

其 中 , Ag ERR = (ri ) ;x 中 全 部 不 同 的 元 素 所 构成 的 集合 . 

设 用 来 构造 R= (ri ) ,xa 的 算法 为 

Y={L,,L,,°5L,,} (4.1.16) 

对 于 算法 L, € L, 求 出 Fuzzy 相似 矩阵 Ro AMA GP) xs， 然 后 求 得 传递 偏 
ZR). 求 出 一 个 算法 Lo。E€ L, 使 其 传递 偏差 达到 最 小 , 则 该 算法 L 就 是 最 
佳 算法 . 


4.1.5 最 佳 置信 水 平 的 选择 


上 面 的 聚 类 方法 是 动态 聚 类 ， 方 法 本 身 无 法 知道 该 分 多 少 类 ， 即 置信 水 平 
a 取 多 少 . 下 面 介 绍 一 个 选取 最 佳 置信 水 平 的 方法 . 
定义 4.1.2 BWR=Criy) axe A Fuzzy HERE, C, HER) 的 a 水 平 的 一 
TENK, 称 
S(C,) =max{a—r, |z;.7;, E€ C, Hr; <a} (4.1.17) 
AR, 的 a 偏差 ; MER 
S(R,) = max{S(C,)| C, 为 1(R) 的 a 水 平 的 一 个 等 价 类 ) (4. 1. 18) 
H R= Crj) nxn 的 a 偏差 度 . 
由 定义 可 以 推出 下 面 结论 . 
定理 4.1.4 设 R=(ri )wxn A Fuzzy 相似 和 矩阵, SCR,) 为 R= 二 (7; ) ;xn 的 a 
偏差 度 ， 则 CR) =R 当 且 仪 当 Ya € [0,1],SCR。) 一 0. 
证 明 iR) =R, W Vee [0,1], Bzz; € Ci TARH ri =r; Se. 
如 果 r; <a, 那么 a 一 rj; =0, FH S(C,) =0. 因此 Ya E L0,1],SCR,) =0. 
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反之 , 设 Ya € [0,1],S(R,) =0, WF a= Fy, hA SCR) =0. 于 是 
Yi,j, Ty =ry» BD 
ICR) =R. L) 
MA SCR,) =0, 这 时 RR 形成 的 Fuzzy 聚 类 称 为 元 偏差 聚 类 . 
对 于 有 偏差 聚 类 ,可 以 采用 下 面 的 方法 . 
选 定 al 和 as 满足 0 二 al <a <l, 对 每 个 a E La az IA SR, W 
SCR, ) = min{S(R,) |a; Sa <S az} (4.1.19) 
称 S(R。) 为 置信 约束 Caa] 之 下 的 最 优 聚 类 . 
以 例 4. 1. 3 环境 分 类 为 例 , 给 出 R 的 a MER S(R。) : 
4a=-0.8 时 ,相应 的 等 价 类 为 
{I, I}, {IV}, {V}, {IB 
这 时 S(Co 6) =0, 0, 0,0, W SCR, 8) =0. 
4a=0.6 时 ,相应 的 等 价 类 为 
(1, ID, {IV, V}, 《IT) 
这 时 SCC 6) =0, 0, 0, KK SCR.) =0. 
X a =0. 5 时 , 相应 的 等 价 类 为 
(I; I, IV, V}, {ID 
这 时 S(Co s) =0.4, 0, W SCR, 5) =0. 4. 
X a =0. 4 Af, 相应 的 等 价 类 为 
{1, ll, lll, IV, V) 
这 时 SCC, s) =0.3, W SCR, ;) 一 0. 3. 
这 时 min{S(R,)|0.4<a< 0.8) =0, a 0.6 HO. 8. 


$4.2 基于 Fuzzy 相似 关系 的 最 优 Fuzzy 聚 类 


对 于 一 般 实 际 问 题 通 常 只 能 获得 样本 X 上 的 Fuzzy 相似 关系 R, MERR 
Fuzzy 等 价 关 系 聚 类 , 即 按 该 Fuzzy 相似 关系 RBA CR) 聚 类 ,这 必然 
导致 “失真 ”. 但 “失真 "是 不 可 避免 的 ,为 了 失真 性 达到 最 小 ,可 以 使 用 Fuzzy 图 
的 最 优 树 聚 类 . 

定义 4.2.1 R R=; dann Æ X =( ay Zoey Z,} 上 的 Fuzzy 相似 关系 ， 
S* = (s ax, EX 上 的 Fuzzy 等 价 关 系 ,使 得 对 X 上 的 任意 等 价 关 系 S = 
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Csi) nxn 都 有 


n—] n 


n—|] n 
PCRS) = Dd) Dd) (sy — ry)? < DD] (sy — ry) =0CR,S) 


i=1j=i4tl i=1j it] 
(4.2.1) 
WIE S* 对 X 进行 聚 类 分 析 的 结果 称 为 关于 R 对 X 的 最 优 Fuzzy RÆ Coptimal 
fuzzy clustering). 
容易 证 明 以 下 定理 . 
定理 4.2.1 # T=(X,Er) 是 G 一 (X,R\7) 的 任意 一 棵 Fuzzy 树 , 当 ri; 天 
x; 时 ,用 SlCr) 表示 工 中 由 zi; 到 zi 的 唯一 路 强度 , 且 SCzizi) 王 1，( 一 1， 
2,…,2), 则 S 是 X 上 的 Fuzzy 等 价 关 系 . 
由 最 优 树 的 定义 知 ,使 用 G 二 (X,R\D 的 最 优 树 作 聚 类 时 ,所 得 结果 就 是 关 
于 R 对 X 的 最 优 聚 类 . 
例 4.2.1 设 卫 二 {zi ,Xs ,Xs3,X4,TXTs)，R 是 上 的 Fuzzy 相似 关系 , 旦 
1 0.80 0.60 0.20 0.10 
0. 80 l 0.80 0.85 0.20 
R= |0.60 0.80 l 0. 90 0 
0.20 0.85 0.90 ] 0. 10 
0.10 0.20 0 0. 10 l 
tl G=(X,R\D Æ Fuzzy 图 ,由 例 3.11.4 得 到 G 的 最 优 树 工 , 如 图 4.2.1 所 
示 . 使 用 最 优 树 可 以 获得 诊 类 图 ,如 图 4.2.2 所 示 . 另外 ,容易 计算 R 的 传递 闭 
包 
| 0.80 0.80 0.80 0.20 
0. 80 1 0.85 0.85 0.20 
(R) =R? = [0.80 0.85 1 0.90 0 
0.80 0.85 0.90 1 0. 20 
0.20 0.20 0.20 0.20 l 
使 用 传递 闭 包 5R) ( 亦 即 最 大 树 ) 可 以 获得 聚 类 图 ,如 图 4.2.3 所 示 . 将 图 
4. 2. 2 与 图 4. 2. 3 作 比 较 , 其 基本 结构 完全 相同 ,只 是 聚 类 水 平 不 同 ， 如 在 图 
4. 2. 3 中 zl ,zy ,zy zy 在 0.8 的 水平 聚 为 一 类 , 而 图 4. 2. 2 说 明 x, 12012352, $ 
为 一 类 是 在 0.533 水 平 上 , 实际 上 ,zi 与 zs 只 有 0.6 的 相似 性 , zl 与 x 只 有 
0.2 的 相似 性 , 仅 赁 zl 与 zz 的 相似 性 为 0.8, 就 判断 zl 在 0.8 的 水 平 上 与 zz， 
ZX3，X4 聚 为 一 类 是 不 太 符合 实际 的 . 但 认为 zi Æ (0.8 十 0.6 十 0.2)/3 ~ 0. 533 
的 水 平 上 与 zz ,xz3 ,x4 合 为 一 类 ,这 是 可 以 被 人 接受 的 . 
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图 4. 2.1 


图 4. 2. 3 


$4.3 基于 Fuzzy 划分 的 Fuzzy 聚 类 分 析 


4.3.1 Fuzzy 划分 


PRES XSata PACK A<c<n), PSX PHBE 
Aa, 必须 属于 且 只 属于 某 一 类 ,以 及 每 一 类 至 少 包含 一 个 样本 . 这 种 问题 的 分 
类 结果 可 以 用 一 个 cX n NEED 来 表示 , D 中 的 元 素 d 为 


ls 2, € A; 
d = (4.3.1) 


A, A; (Gi =1,25°%5¢) 表示 第 i 类 . 
EE D 具有 如 下 和 性质 . 
(1) dg E {0,1}, Visk; 


(2) $da =1, Vk; 
i=] 
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(3) yu， >0, Vi. 
k=] 
RK D A X WIE c -划分 (crispc -partitions)， 当 无 需 强调 c 参数 时 ,就 简称 为 
硬 划 分 . W c -划分 的 全 体 记 做 2(c). 
例 4.3.1 BX =(2,,72,73}), W PARE X 的 硬 2- 划 分 


Tı T2 T3 Ti T2 T3 Ti 42 T3 

1 1 0 1 0 0 1 0 1 C] 
D, = » D, = » D= : 

0O 0 1 0 J] 1 O 1 0 


当 上 述 分 类 和 矩阵 的 元 素 的 取 值 并 非 限 于 (0:1) 二 值 ,而 位 于 区 间 [Lo ,1 时 ， 
则 演变 为 Fuzzy 划分 . 

定义 4.3.1 (Ruspini, 1969) Re nBAECHATSEBRBRA lca, 
D= (dg) xn FE Fuzzy 和 矩阵, 且 满足 条 件 : 

(1)d, E [0,1], Yi,k; 


(2) Sida =1, Vk; 
r=] 


(3) Xda > 0, Vi. 
k= 1 


RK DW Fuzzy c -划分 (fuzzy c -partitions)， 当 无 需 强 调 c 参数 时 ,就 简称 为 
Fuzzy 划分 ，Fuzzy c -划分 的 全 体 记 收 D, Co). 

j 4.3.2 设 X=(ziyzzyrajyc= 一 2, 则 下 列 两 种 情况 是 可 能 存在 的 Fuzzy 
划分 


以 及 
ps 0.3 >o 口 
D, = ` 
0.2 0.7 0.1 
4.3.2 基于 Fuzzy 划分 的 聚 类 方法 


由 于 Fuzzy 划分 可 以 得 到 样本 分 属于 各 个 类 别 的 不 确定 性 程度 ,建立 了 对 
于 类 别 的 不 确定 性 的 描述 ,因此 更 能 客观 地 反映 现实 世界 . 
B X = (2, ,Xs,，,… ,XT,) 是 样本 集 , ay = (Ta Te Tn E€ R”, D= 
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(dx )cxn 为 硬 划 分 矩阵 , v; (1 二 1,2,…,c ) 表 示 第 ;类 的 代表 (典型 ) 向 量 或 聚 类 
原型 (clustering prototype) fh) BM, wv, 二 (vn Vj zy ) E R”. 定义 硬 聚 类 分 析 
的 目标 函数 为 

1(D.V) = >} 5 (sa)? | (4. 3,2) 

i=l z EX, 

式 中 , X; 为 样本 集 X 的 第 i 类 . s 表示 第 i 类 中 的 样本 zx 与 第 i 类 的 典型 样本 
vi 之 间 的 距离 . JOD, V) 表示 各 类 中 样本 与 其 典型 样本 的 误差 平方 和 . 利用 硬 
划分 矩阵 D= (di ) xn »J(D,V) 也 可 以 表示 为 


J(D,V) =>) Sida Ga)? (4.3.3) 


i=lk=1 

FRE HE MW Ay REAR CD, V), 以 使 得 在 满足 约束 D E 9 (c) 条 件 下 
JODY) 为 最 小 . 解决 这 类 优化 问题 常用 的 方法 是 用 迭代 法 求 取 J(D,V) 的 近 
似 最 小 值 . 

Dunn(1974) 按 照 Ruspini(1969) 定 义 的 Fuzzy 划分 的 概念 ， 把 硬 聚 类 的 目 
标 函 数 推广 到 Fuzzy 聚 类 的 情形 . 为 了 避免 产生 平凡 解 ,保证 这 一 推广 有 意义 ， 
Dunn 对 每 个 样本 与 每 类 原型 之 间 的 距离 用 其 隶属 度 平方 加 权 ， 从 而 把 类 内 误 
差 平 方 和 目标 函数 扩展 为 类 内 加 权 误 差 平 方 和 目标 函数 


J(D,V) = > > (dy)? (sy)? (4.3.4) 


i=lk=1 


Bezdek(1981) X Dunn 的 目标 函数 推广 为 更 普通 的 形式 . 下 面 我 们 讨论 基于 
Bezdek 目标 函数 的 聚 类 问题 ,首先 给 We 


定义 4. 3.2 (Bezdek, 1981) 设 X= +09 9° Ln? C R” 是 样本 集 ; V = 
ty TD ) 所 R”, Hlx<cxin; Dea. € Delo; pE R, H p> l, 

令 
J(D,YV) = y` ` (da)? | Ui — Ts, || 2 (4, 3. 5) 


;二 1 二 1 
J(D,V) 称 为 依 Fuzzy 划分 聚 类 的 准则 函数 (criterion function). Hp || 。 || 
为 回 量 的 模 , 即 


1 
| x || = 一 J (xx) =[> Cx | gm (Cr yx yore ye ) E€ R” 


(4.3.6) 
这 里 


(x,y) — XP yP 〔( 远 一 (六 4 re ,oT ) y= (Cy? , y” yy) € R”) 
i=] 
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为 问 量 工 和 >y 的 内 积 或 数量 积 . 
定义 4.3.3 在 对 于 给 定 的 和 一 (zyz…zr CR”, AV" = 二 {vi， 
v2 ott’ tue ) CR™ AD" E92r0c TEXT V= {v vsv) CR” AD E C) 
都 有 
JOD" ,V") < JCD,V) (4, 3.7) 
RK D* AX 的 最 优 Fuzzy c -划分 (optimal fuzzy c -partitions) MR Fuzzy Ri 
AY, V" 称 为 最 优 Fuzzy BAL Coptimal fuzzy clustering centre) RRL KA 
中 心 . 
定理 4.3.1 设 X=tzlzz，…zo)CR" 是 样本 集 ,DE92/(c) 是 确定 的 ， 
W V = {v suv) GR”, H 
5 (dy,)?zx, 
O k=1 
> (dg)? 
k=) 
时 , J(D,V) 取 极 小 值 ( 其 中 p > 1 为 常数 ). 
TEAR 因为 也 =(dx )cxn 是 确定 的 , 故 dx 都 是 定数 , J(D,V) ASV AK, 


和 z 一 1 ,2，…)C (4. 3.8) 


í 


记 


H(V) SJ (D,V) 一 > >) (da)? || v; — xy Il? 


i=lk=1 


为 使 HCV) 达到 极 小 值 , 只 需 对 每 个 能 使 


H; (wv;) = > (dg)? | Uk | i 


k=] 


取 极 小 值 . MEE is HH; Co) 在 v 处 取 极 小 值 , 则 对 于 该 确定 的 :和 任意 确定 
的 u € R”, pK 


ha)= >) (dy)? i V; F tu — x, | 2 =») (dy)? (v; tu — az, sU; F tu — x) 


k=1 k=l 
= >, Cda) Lo; — Ep svi — x) + 2tlv, —a sw +l uw | 
k=] 
当 : 一 0 时 , 取 极 小 值 , 故 EEL) =o, m 


r 


— ` (dy DP L2 Co; — £ su) + 2t(usu) J no 


k=l 


dh 
di 


t=O 


n 


=? (da)? Co; ~ 2450) =2( v; >) (dy)? 一 >) (dy )?x4+u) =0 
] k=] k=] 


k= 
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因为 u 是 任意 的 , 故 只 能 有 


v; Y) (da)? 一》 (dy)? x, 一 0 
k=) k=] 
RADE O(c), K >) (dy)? > 0, 于 是 可 以 得 到 式 (4. 3. 8). 口 
k=] 


定理 4. 3. 2 设 X = {2x1 1X2 9**" » Xn} Z R” 是 样本 集 ,固定 V= (vv 
ve} G R”, ARE p> lre <n ERSS k<n). 


l, i=l 
di “fs (4.3.9) 
0, if¢l 
(DAM FER i, 都 有 r Av,, MS 
dj =——+—,, i=l e (4, 3. 10) 
5 (- vi — xy || ) 
;一 1 | U, T} | 
Ww D* = (d} din? 则 D* = D, Co) 旦 使 
GCD) =J(D,V) (4.3.11) 


取 极 小 值 . 
WEAR 设 D = (dg) xn 令 D, = Cdipsdopotttsd yp)’ > 则 D = CD, ,Dz 5-5 
D,). 因为 V 是 固定 的 , 故 J(D,V) 只 与 D 有 关 , 记 做 GCD). > 


G,(D,) = >) (dg)? |] v; — z |? ,k=1,2,..,n 
i=l 


G(D) =J(D,V) = DED» 


因此 , D=(D,,D,,+,D D 使 GCD) 到 极 小 值 ， 当 且 仅 当 对 于 每 一 个 上，D, 使 
G,(D,) 取 极 小 值 . 

MERRI <k <n). 

(DBA LI [LLS c) xz, =v, MF 


y> f i=l 
* lo, ¿£l 


这 时 GD? ) =0, 达到 了 极 小 值 . 
(2) 若 对 于 任意 i 都 有 xz 关 v;, 由 此 立即 推 知 ,对 于 任意 ; 
| Di | > 0 
可 以 将 Gi CD) 取 极 小 值 的 问题 归结 为 如 下 条 件 极 值 问 题 


minG (D,) = ` Cda)? || vi — z |l? 


i=1 
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S. t, > ,dx 一 ] 
t=] 
记 F,(Dg 一 》 (dy)? uj — 2 |? -af au —1) 
t= 1 i=l 
aF, (Dy, 
& FOE L p dy PO vr)? AHO, P= 12s 
Jda 


因 为 | vi | 0, W 


1 
A\ Fi 1 
dj 一 (全 一 -一 - (4.3.12) 
i= (5) [oz 
由 Sidi =1 
i=l 
, : A 1 
得 l=) dy = 
2 " (>) =1 | vz lr 
由 此 得 
aya 1 
(5) Da o (4.3.13) 


1 lo z l 
将 式 (4. 3.13) 代 入 式 (4. 3. 12) 就 得 式 (4. 3.10). 
由 假设 CAN, 故 至 少 有 一 个 上 ， 使 得 对 于 任意 Ly 都 有 Xp F Vi. 对 此 k, di 


好 


由 式 (4. 3. 10) 确 定 , 显 然 , 对 于 任意 i, 都 有 di > 0. 故 对 于 任意 i, BAD) di 
k=] 


> 0, WD* =Cdg) xn € Bylo). 口 

若 数据 集 X REXI c 和 权重 m 值 已 知 ,就 能 由 式 (4. 3. 8) 和 式 (4. 3. 10) 确 
ERIE Fuzzy 分 类 和 矩阵 和 Fuzzy RX Pb. 这 类 优化 问题 可 以 用 迭代 算法 来 求 
解 . 

现 由 定理 4. 3.1 和 定理 4.3.2 给 出 基于 Fuzzy 聚 类 的 具体 算法 如 下 : 

(1) 对 于 给 定 的 样本 集 XX 二 {zi ,zz ,… z,} CR”, 确定 正 整 数 c (要 求 将 X 
SACK, c< nM p> l REA > 0( 允 许 误 差 ). 

(2) 任 意 置 定 Fuzzy 划分 矩阵 DO = (dP xn E DCO). 

(3) 依 次 取 /二 0,1,2,…. 

(4) 根 据 D'”, 计算 vf? 


m 
> (dP Px, 
__ k=l 


S) (diy)? 
k=l 


vu? 1=1,2,°",€ (4.3.14) 


人 一 模 燃 理论 基础 
(5) 按 如 下 方法 更 新 D'? ADE, 
对 有 一 1,2,…，7 
© BAF <j Sc) fi x, =v, WIS 


l, i=j 
dp = r i 一 1 ,2，…，c (4.3.15) 
0, i#Æj 
D ENFER i, PA x, Æ v, 则 令 
dP =e — l 1 (4.3.16) 
> C v? — zr, |l ) 一 
+ 一 1] | y? — T} | 


(6) 计 算出 JCD? V) HM ICD"? VED), 由 定理 4.3.1 和 定理 4. 3.2 
易 得 
0 < JOD Vid ) < JCD Vi) 
KM lim J(D® ,V®) FE. 因此 若 


o J(D®P VP) —. 了 (DG VID ) < 一 € 
则 停止 ,以 DO? AV? EARR Fuzzy 划分 和 最 优育 类 中 心 ,否则 置 == /十 1， 
并 返回 (4). 
复杂 的 计算 工作 由 计算 机 完成 . 下 面 给 出 简单 的 算 例 . 
例 4.3.3 设 和 =(ziz rz} CR 各 自 的 坐标 分 别 是 zl =1, r, 一 2， 
X 3 =3, T4 =4, Ts =5, 之 6 一 6， T7 =7. 给 定 c=2Z, 即将 X 分 为 2 类 ;又 选 定 
p=2. 如果 取 初始 Fuzzy 划分 为 
l, ¢=1,4=1,3,5,73i =2,k =2,4,6 
dS -1 
0， 其 他 
WVLEN, $A 
ui? = y$” — 4 
0.5 0.5 0.5 1 0.5 0.5 0.5 
DD -一 
a 0.5 0.5 0 0.5 0.5 im 
JCD ,v™ ) =7, 00. C] 
例 4.3.4 对 于 例 4. 3.3, c=2 和 p=2 不 变 , 取 定 初 始 Fuzzy 划分 dP , e= 
0.001, 依据 上 述 算法 列表 计算 如 下 .如 表 4. 3. 1 所 示 ， 
因为 JCDY ,V® )— JDE ,VY) =0. 000746 < 0.001 =e 
故 可 以 取 


第 4 章 ， Fuzzy 聚 类 分 析 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 213 


表 4.3. 1 

yV = {vi + U9 } 

l 

ds? vi? = 3.6 
ds vy” 一 5 

0 
u = 5. 53 

] 
TCD Vil) 
= 8. 625874 
vi? = 2,36 
wf? = 5.83 

2 
JD? VO?) 
=5, 911534 
vi? = 2.23 
vs = 5, 87 

3 
J(D® V) 
= 5, 609265 
vy? = 2.19 
vs = 5. 86 

4 
ICD” ,VC ) 
=5. 590508 
vs) = 2.18 
vs = 5, 85 

5 


| vy — Ti | 
| yf? — x, | 2 


JDP ,v™ ) 
= 5.587598 
ad‘? 0.94 1.00 0.92 0.51 0.08 0.00 0.05 vy? = 2.17 


d® 0.06 0.00 0.08 0.49 0.92 1.00 0.95 vi? = 5.84 


| of — 2, ] 2 11.37 0.03 0.69 3.35 8.01 14.67 23.33) J(D® ,VC ) 
| vf — az, ||? [23.47 14.78 8.09 3.40 0.71 0.02 1.33 一 5. 586852 


214 模糊 理论 基础 


po — 0.94 1.00 0.92 0.51 0.08 0.00 0.05 
0.06 0.00 0.08 0.49 0.92 1.00 0.95 
vi =2.17, vs 一 5.84 


3 
如 采取 p= > 
p® = 0.996 1 0.994 0.519 0.007 0 0.004 
0.004 0 0.006 0.481 0.993 1 0.996 
vy? =2,22, v3? 一 5. 80 
如 果 取 pp 二 3 


po | 813 0.968 0.768 0.502 0.237 0.028 Q. ne 
0.187 0.032 0.232 0.498 0.763 0.972 0.814 


vi? =2.12, vw? =5. 89. [ 


4.3.3 聚 类 效果 的 检验 


在 上 述 聚 类 方法 中 ,不 同 的 c, DO, e Ap, 得 到 不 同 的 局 部 最 优 解 . 如 何 
从 这 些 最 优 解 中 选 出 最 佳 呢 ? 这 就 需要 有 鉴别 聚 类 效果 的 指标 . 下 面 介 绍 两 种 
检验 聚 类 效果 的 方法 . 

考虑 分 类 系数 


F.(D) -15 PA »D=(da) xn € 2Co) (4.3.17) 
=] i=] 


“4 DE SoM, F.D) =1. 因此 , F.D) 越 接 近 于 1， 聚 类 效果 越 好 . 
2. 平均 Fuzzy BH 
考虑 平均 Fuzzy HE 


当 DE BoM, H.CD) =0. 因此 , H.CD) 越 接近 于 0， 聚 类 效果 越 好 . 
4.3.4 目标 函数 的 改进 


H.(D) = 一 1») Da In(dy) (4, 3.18) 


BEX = {r+ 9° yz) GR” PRR; V= {vsv CR”, AILS 
<n; D=(di in E Dp; pER, H p>. 

1. 利用 Fuzzy 协 方差 矩阵 来 刻画 目标 函数 

考虑 目标 函数 
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C 


IDV = DY) da ll la)? (4.3.19) 


i=1k= 
其 中 A, 是 n X n ORR E de (A,) =o; 为 固定 值 ), 而 (| v; — zx | A 一 
(ui — zp) A, (vi — x)’. 当 A 为 单位 阵 时 ， 目标 函数 即 为 定义 4.3.2 中 的 准则 
PR 3. 

为 求 Fuzzy c- 划 分 D 和 Fuzzy 聚 类 中 心 Y 使 目标 函数 J(D,V) 达到 最 小 
值 , 算法 中 的 式 (4. 3. 14) 和 式 (4. 3.16) 分 别 采 用 如 下 和 迭代 公式 : 1 二 0,1,2,… 


` (dP Px, 


vP =F esse = 1,2, 5 (4. 3. 20) 
>) (a)? 
k=1 
dg” = = 一 一 一 一 一 一 =， i =1,2,.,c. (4. 3. 21) 
> | us — Ep | “| pl 
= | vf? — T | a, 


其 中 A, =(o,det(S;))?S;', Mi S; = CdP P (x, ~P Y Cr — 0) (i= 
p 


k=] 
1l,2,°** ,Cc ). 
2. Fuzzy c-shell (FCS) R###(Dave, 1992) 
7 fe H op BRL 
J(D,V) = DD da? Clon la =r)? (4. 3, 22) 
t=le= 


其 中 r= (risrzs" esr, ) 为 半径 . 
为 求 Fuzzy c- 划 分 D 和 Fuzzy 聚 类 中 心 EARRA JD, V) 达到 最 小 
fA, 算法 中 的 式 (4. 3. 14) 和 式 (4. 3. 16) 分 别 采 用 如 下 和 迭代 公式 :2 =0,1,2, 


> (dP Pr, 


vy” =, 1 =1,2,*,c (4. 3. 23) 
>, (dP)? 
k=l 
4 = 一 一 一 一 一 一 ， 一 1],2C (4.3.24) 
5 | v — 2, la ri di 
/一 1 | vy — zh | A Ti 
3. mA Fuzzy 聚 类 算法 


75 FS H hp BR 


° J(D,V) = >) >) (dg)? (|| wo; — za) ||” (4, 3. 25) 


i=lk=] 


216 一 eae real 


其 中 wW 一 Cw) 2 We Wm) 为 指标 权 问 量 ， 
为 求 Fuzzy c- 划 分 D 和 Fuzzy R% hO V 使 目标 函数 J(D,Vv) 达到 最 小 
E., 算法 中 的 式 (4. 3.14) 和 式 (4. 3. 16) 分 别 采 用 如 下 迭代 公式 : /二 0,1,2,… 


>) (dP )?x, 
uy? 一 和 二 一 一 一， i=1,2,*,c (4.3.26) 


>, ap)’ 


k=1 


dtp = 一 一 一 一 -一 一 一 ， i1 =1,2,*,c (4, 3. 21) 
(2) 


| wo? — z) || 7 
> ( | wee? — z) || ) 
$4.4 基于 保 序 Fuzzy 划分 的 Fuzzy 聚 类 分 析 


在 基于 Fuzzy 划分 的 Fuzzy BAA PRT “REDD” MRS. 
所 谓 “ 聚 类 中 心 ? 即 某 一 类 的 代表 ,因此 ,理应 有 远离 这 类 中 心 的 元 素 隶 属于 该 类 
和 但 从 例 4. 3.4 PRR 


类 结果 可 以 看 出 ， KIER p == 1253, z; =7 E z; 一 6 更 远离 u (KAF 2) ,但 


diy > dis; x1 =1t z, =2 TAR zz( 了 略 小 于 6) ,但 dza > doo. 这 是 不 能 令 人 满 
意 的 结果 . 下 面 就 mw 二 1( 即 在 R 内 ?如 何 消除 这 样 的 结果 而 进行 讨论 ,并 提出 保 
FF Fuzzy 聚 类 的 概念 . 

定义 4.4.1 设 DD= (qj)xn 是 Fuzzy 和 矩阵 , 且 满 足 


(1) 对 于 任意 i， Za > 0; 


(2) 对 于 任意 上 ， Dida 一 1, 且 存在 1 <A, <j 二 … <j Sn, 使 得 : 
QD MRSS 时 ， 了 =1, 
© X k >j. 时 ， da =l, 
O ji <k Sj Afs da Hda 51051,2, cc 一 1). 
D 称 为 Ci ,72，… ,fj.) 型 保 序 Fuzzy 划分 (order-preserving fuzzy partition) , 简 
称 为 保 序 Fuzzy 划分 . 
例 4.4.1 设 
0.8 0 0 0 0 0 0 
0.2 0.3 0.8 0.4 0 0 0 
0 07 0.2 0.6 0.9 0.8 0 
0 0 0 O 01 0.2 1 


O O O Hm 
O O O =e 
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则 已 是 (2,3,6,8) 型 保 序 Fuzzy 划分 . O] 

Bil 4. 3.4 中 所 给 的 DD 都 不 是 保 序 Fuzzy 划分 . 

A F RAE X =( 2,529," CR, 2, Sar S- <ar, MATH EB 
L<c<in, REYS {yyy} CR, y <y << y.s RME yo = — o, 
Ya = +o, > 

J, = (Rhye < T S yi} 一 1,2, cc 十 1 (4.4.1) 
定义 4.4.2 MR VIC (1.2.75), WEJ ED, LAJ =D H, y= 
Ln KY 为 关于 XX 的 中 心 集 , 也 简称 为 中 心 集 . 
定义 4.4.3 BYS {y yy) HEX Hla zee z,}) 的 中 心 集 , 令 


j; =maxtk}, 1=1,2,°*'5€ (4,4, 2) 
kEJ, 


如 果 D=Cdig exn 是 《1,72，… ,jc) 型 保 序 Fuzzy 8A, WK DAKFX SYK 
保 序 Fuzzy 划分 . 

定义 4.4.4 设 X=(tzizz，…zi CR 是 样本 集 ;Y 是 X 的 中 心 集 , DH 
KF X 5Y 的 保 序 Fuzzy 划分 , p ER, Hp >l,e 


J(D,Y) = >) >) (da)? Cy, —~ en)? =>) DD (dad? Gy, -— 2)” 
i 二 1 上 二 1 i=1kEJ UJ a 


(4.4.3) 
J(D,Y) 称 为 保 序 Fuzzy 划分 聚 类 的 准则 图 数 (Ccriterion function of order-pre- 
serving fuzzy partition clustering). 
定义 4.4.5 对 于 给 定 的 样本 集 X, 若 有 中 心 集 Y* 和 关于 X SY MRE 
Fuzzy 划分 D" , 使 得 对 于 一 切 关 于 X 的 中 心 集 Y 和 关于 X 与 Y 的 保 序 Fuzzy 
划分 D, 都 有 
JCD" ,¥*) <JCD.Y) (4.4, 4) 
称 D” 为 关于 X 的 最 优 保 序 Fuzzy 划分 (optimal order-preserving fuzzy parti- 
ton, RY” HAF X WR Fuzzy BA. Corder-preserving fuzzy cluste- 
ring centre). 
为 了 找到 最 优 保 序 Fuzzy 划分 和 保 序 Fuzzy 聚 类 中 心 的 算法 , 现 证 明 如 下 
定理 . 
定理 4.4.1 给 定 样本 集 X ={21,22,-,2,) CRUR p>1. REY= 
(yyt y) Æ X BAUD SE. 则 对 此 确定 的 Y, 使 


€ n 


GD) =] (D,Y) =>) >) (dag)? Qia) (4. 4. 5) 
P= 1kRES UI, 


取 最 小 值 的 D= (Cda) eon 由 以 下 方式 确定 : 
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(DE £ < Vis 则 取 diz =l,d, = Ci =2ert 50), 
$x, > yes WR da = 二 1,d;y =0 G=1,2,°,c—1). 
DEA LIE r, =y, WS 


, 1， i=l 
*“ lo，i 关 1/ 


(3) 熙 有 /使 y Ka <y ME 
1 


T’ 1 一 /一 上 
1 十 (2 一 到 
Vi T} 
d = l —, i=l (4.4.6) 
— Pp) 
1 十 (2 Z) 
Yi-1 ~~ T} 
0， 其 他 


且 由 以 上 方式 确定 的 D=(da) xn MERI: ViE (253550), A Yim LT S 
yi， 即 &E Js,;, W 

(DD diay < dg Oia — a)? > (yi — 2)’: 

(2) dia Sda =0. 59 Cy) S t)? =O; — Tp)’. 

WEAR 使 用 证 明定 理 4. 3. 2 的 方法 , 即 可 得 当 Y 被 确定 时 定理 中 所 列 D = 
(di )cxn DHADE. WER k E 万 (一 2,3，…，c) 由 式 (4. 4.6) 可 得 


da — diia Qn Sa OA 
(Yi dP + Cy; — Ee) 
由 此 得 dx — dii,k >0 4BMY4 Cys 一 x,)° — Cy; 一 L) > 0; dy Sdi, = 
0.5 当 且 仅 当 
(ya —2,)? =(y; — 2)’. | | 

定理 4.4.2 SERRE X =(xz 2.0 >7,); CR R pol. RD= 
(di )cxn 是 由 关于 X 的 某 个 中 心 集 Y 依 定理 4.4.1 中 计算 方式 所 得 的 结果 . 则 
固定 这 个 D, 使 


€ n 


H(Y)=J(D,YI= >) > (dad? (yi — 2)” (4.4.7) 
i=] EJ UI, 
取 最 小 值 的 Y” = {yr sy? stoop } FAME 
> (dy)? x, 
Ve = Si 1=1,2,°%*5¢ (4.4. 8) 
> (da)? 
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证 明 使 用 证 明定 理 4. 3. 1 的 方法 即 可 得 式 (4.4.8) 成 立 . 下 证 Y” 是 关 
于 X 的 中 心 集 . 首先 注意 到 Y 是 关于 XX 的 中 心 集 , 则 任 取 … 当 1 委 : 委 c< 时 ， 
Ji 天 好， 
(DEI AS, WHERi>S2, BAIL AD, Ji AØ, Ja AO. wWt= 
ji tl, 则 J 二 全,t 十 1,…,j;}, 出 定理 4.4.1 知 
di, 之 diit 之 … 之 di 1 di,! S diat <-<d 
又 因 x, S Ta ni 故 


J, 


CARRO LE TES (d,)?x,=6b 
ay 一 5 元 BET Saw ey 1) LES 5 Say u? T] 1 


REJ. IET, 


(4.4.9) 
4 AY zx, Sra 一 … 一 zi 时 才 有 等 式 成 立 . 再 注意 到 y; 1 <y ， 故 对 于 任意 
RE Ja MLE Ja WA 


Tk < Yi S Y; S Tı 


因此 
1 
az = a (diaa) ri < c (dy)?x, =b 
D da TRT kes »> CRA 
RES LEJ 
由 此 得 
一 ia > (di1)? +a) > (d;1,)?) 
> in? ET, bed, 
kEJ US, 
< —— ha dd)? +b. SD (dy?) yi. 
Dd, (dad? el, ET, 
EJ UJ aa 


(D H J oy = Ø, My, =2,. 因为 对 于 任意 k& EE J el Fl l E Je 都 有 
Xk L y < zi， 参考 式 (4.4.8) 也 可 得 


DY (Cd vrre = >) dy)? x, 


` J_ UJ, a Er ‘ 
a =y. 
5 aa dg)? 
EJ a UJ, IEJ, 


SAM EMCEE Y" = (yr oyl soxt h Bol <y? Soe <y. Wy = 


— 0, yeu = 十 oo 


JI; ={kl ysis <x, y; }, 1 二 1,2,"…,c 十 1 (4.4.10) 
注意 到 J =D, Ye 一 Zn TL 
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Dy daz, 


* ted, 


Ye WTS a 
Si (dy)? 
le J. 


PRIA, AD CEA" RVR) MIA, =O. E yi =x, (上 式 “ 二 ”成 立时 ). 
MERREJ, AD U=1,2,,c+). 先 设 在 式 (4.4. 8) 中 成 立 a, =), 从 而 
Ly ~ Hyp "°° Xj» 又 由 式 (4. 4.8) 和 式 (4. 4.9) 立 即 可 以 推导 出 as < yt < 
ay =b yf 过 6b， 由 式 (4.4.10) 即 知 tyi 十 1,… ,ji; E Jè ASD. BARREN 
(4. 4.8) 中 成 立 al <b, AK b, Bx, taoti Tj AY AOE SA. DA tE; 
使 x, => b. 现 设 

Z, 一 min{z,|z, 之 由 GE J;) 


其 
XT; — Y; 


GJ? =Ø, UDI y? <L z, W= 


> 0, y? 一 {y yy H 


0 > 十 人 ， [一 1: 
yi . 
Yt: Lf 
则 对 于 任意 Xp, €E J fy 9 Cy? —z,)° < Cy; — r)’ 9 从 而 
H(Y") — HW) = > SY (dy)? Gy? — 2)? Y (dg)? O= n)? ) > 0 


i=] 


KET ya kE Jii 
这 与 前 面 证 明了 的 Y* AY) 取得 最 小 值 予 盾 . 故 J]? AS, ERREA Y 
是 关于 X 的 中 心 集 . 口 


现 由 定理 4.4. 1 和 定理 4.4.2 给 出 R 中 保 序 Fuzzy 聚 类 的 具体 算法 如 下 : 

(1) 对 于 给 定 的 样本 和 集 XX== {2ta} CR, z Sr: S Sax, 并 
设 X 中 共有 > 个 元 素 互 不 相同 . MEEBMl<ccrMp>li REP e> OR 
许 误 差 ). 

(2) 任意 置 定 保 序 Fuzzy 划分 矩阵 DO = (dD) xy. 

(3) 依次 取 /==0,1,2,…. 

(4) 根据 D? ,计算 y” 

>> (dP Pr, 


ay FSU], 


D apr’ 


kE] Uly 
IEP = {kl y P < at Sy GS 1,2, e1). 
(5) 按 如 下 方法 更 新 DY 为 Die). 
对 处 二 1] ,2,.… ,nn 


7 一 ],2,.……，C (4.4.11) 
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着 kE TS?, Say? =1,dP? =0G 一 2,… ,Cc)， 
k € TY) ? 令 dv =1,d t” =0(1:=1,2,**,c — 1). 
© dt, E r =y”, S 


0, ix 
Oke JO G=2,e,) Ha, £y, S 
UH) _ l HH) — 1 
di-1,k 一 cD T? di = oD = 
Yi XN Yi TX, \F! 
1 十 (=) 1 十 ( CD ‘| 
Yi £ Yi-1 T} 


ditP=0,lAi-1, li 
(6) 计 算出 ICD” , YV) m JDL, YH), 由 定理 4. 3. 1 和 定理 4. 3. 2 
易 得 


0 委 JCODCD SYED) < JCD” ,YY) (4. 4. 12) 
故 lim J(D ,Y) 存在 . 因此 若 
[-+-+ao 
TCD” SY) — TOD YD ) < € (4.4.13) 


则 停止 ,以 DED MYP EARR Fuzzy 划分 和 保 序 聚 类 中 心 ,否则 置 
/一 /十 1, 并 返回 (4). 

例 4. 4. 2 BW X=(2, 5220727) CR, 各 自 的 坐标 分 别 是 xz 和 1,，zy 一 2， 
a, = 3,24, =4, Xs =5, Xe 二 6, z; 二 7. BE c=2,¢€=—0.001, 为 了 保 序 地 将 X 


分 为 2 类 ,分 别 选 定 p 一 2, p= > M p= 3, 计算 结果 列 于 表 4. 4. 1 中 


4.4.1 


$4.5 基于 Fuzzy 预 序 关系 的 Fuzzy 聚 类 分 析 


在 实际 应 用 中 ,有 些 Fuzzy KR R 只 满足 自 反 性 和 传递 性 , 即 R 为 Fuzzy 
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预 序 关系 . 下 面 将 讨论 基于 Fuzzy 预 序 关系 的 聚 类 问题 . 为 此 ,首先 讨论 普通 预 
序 关 系 . 

X 的 一 个 关系 玉 称 为 预 序 关 系 , 如 果 满 足 : 

(1) 自 有 反 性 zRz 

(2) 传 递 性 Ry, yRz 二 rRz. 

设 R 是 X 的 预 序 关 系 ,在 X 中 规定 关系 ~ 

x ~ yeoaRy H. yRa 

RK~ ADR BSH SOK. 

在 商 集 X/ ~={La]iz E X) 中 规定 关系 一 

Le] + Lyl@zRy 

不 难 验证 (X/ ~, >) 是 偏 序 集 , 因 此 预 序 关系 尺 也 可 以 将 X 分 类 ( 按 其 诱 
导 的 等 价 关 系 一 分 类 )， 同 时 还 给 出 类 之 间 的 一 个 帆 序 关系 >. 很 容易 得 到 一 
的 性 质 . 

定理 4.5.1 BEX Hlap ays r), R=) EX 的 一 个 预 序 关系 , 则 

(1) ri RI; Sra Zr VRE (1,2,.,n); 

(2) Ti ~ TOra =r Yk E (1,250); 

(3) z; Rx; Hr;R r; Jksra <ra A dlri <ra. 

WEAR (DE r;Rz;, W Yksra =1>r; Rr, >; Rr; >r} =1. RZ 

Vk, Oak 2 ry? S rj =? a,Rz;. 
(2)、(3) 可 以 由 (1) 直 接 推 出 . O 
Bj 4.5.1 BX = (x) 529 T3 T4 zs), H 


1 1 0 1 1 
l 1 0 1 1 
R=}! 1 1 1 1 
0 0 0 1 1 
0 0 0 1 1 


则 易 知 r; =], R: RSR, 即 R 是 预 序 关系 ， 


(xy 1X5} 所 {x3} 人 人 {Xa 9X5} 


加 | 
定义 3.8.1 给 出 了 Fuzzy 预 序 关系 的 概念 . HEM 3.7.1% RÆ Fuzzy M 
序 关 系 当 且 仅 当 Ya € L0,1], R。 是 预 序 关系 . 从 而 Fuzzy 预 序 关系 可 以 通过 
预 序 关 系 R,, PAK a, BAX 的 不 同类 . 
例 4.5.2 ie X= (xy Xo ,Ts TI Ts T6 TI7}, A 
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1 1 

1 1 

1 1 

R= |0.8 0. 

0.7 0. 

0.7 0. 

0.7 0. 

UAA ri =1, R- R=R, Bl 


DO oOo O O =e ~ 


0 
0 
0 
1 
l 
l 
0 


当 0.8<c 委 1 时 , X 的 分 类 有 类 的 偏 序 关 系 为 


{x£} T2 »X3} "— {x4} - {zs} — {x} 


40.7 <a<0.8 时 , X 的 分 类 有 类 的 偏 序 关 系 


{xy 909 »X3} = \T4 


oD o O m we m Ee 


—_ oe | 


] 


OO © =œ me m 


0 


1 
1 
1 
1 
1 
1 
l 


l 


l 
l 
l 
0 
0 
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当 0.6 <a <0.7 Hf, X 的 分 类 有 类 的 偏 序 关系 为 


{xy 909 9%359%5 116 ) 工 7 } 用 {x4 } 


i 1 1 1 1 11 
1 1 1 1 1 1 1 

1! 1 1 1 1 1 1 
Rogs—/1 1 1 1 1 1 1 
l 1 1 1 1 1 1 

1 1 11 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 1 


H a <0. 6f, X WAAR KAA 
{LiT TI L4 Ts 6 L7) =X 


其 关系 如 图 4.5.1 所 示 .- 


图 4. 5.1 


{ij 4.5.3 设 X 一 《2Z] 9X9 9X3 Hythe L} H. 


1 08 1.0 0.6 0.5 0.4 0.3 
1 1 0.8 0.6 0.4 0.8 0.5 
08 1 1 0.6 0.7 0.8 0.4 

R=|0.6 0.3 0.8 1 1 05 0.3 
0.5 0.2 0.5 0.5 1 07 0.6 
0.5 0.5 0.7 0.3 1 1 1 
0.3 0.6 0.4 0.5 0.5 0.8 1 
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WAA rı =1, BP RR 是 自 反 关系 . 但 


1 1 1 0.6 0.7 0.8 0.5 
1 1 ] 0.6 0.8 0.8 0.8 
1 1 1 0.6 0.8 0.8 0.8 
R.R=|0.8 0.8 0.8 1 1 0.8 0.6/DR 
0.5 0.6 0.7 0.5 1 0.7 0.7 
0.7 0.7 0.7 0.6 1 1 1 
0.6 0.6 0.7 0.6 0.8 0.8 1 
1 1 1 0.6 0.8 0.8 0.8 
1 1 1 0.6 0.8 0.8 0.8 
1 1 1 0.6 0.8 0.8 0.8 
Rt = 0.8 0.8 0.8 1 1 0.8 0.8| =R. 
0.7 0.7 0.7 0.6 1 0.7 0.7 
0,7 0.7 0.7 0.6 1 1 1 
0.7 0.7 0.7 0.6 0.8 0.8 1 
R* 是 Fuzzy 预 序 , 例 4.5.2 Ba Re 的 分 类 结果 ， O 


基于 模糊 关系 人 们 提出 了 多 种 聚 类 方法 ,如 本 章 所 介绍 的 基于 相似 性 关系 
和 模糊 关系 的 方法 (Tamura，Higuchi，etc，1971) ,基于 模糊 等 价 关系 的 传递 闭 
包 方 法 (Zkim，1996) 和 基于 模糊 图 论 最 大 树 方法 (Wu，Leathy，1993) 等 ,然而 
上 述 方法 不 适用 于 大 数据 量 情 况 ,难以 满足 实时 性 要 求 高 的 场合 ,因此 其 实际 的 
应 用 不 够 广泛 . 实际 中 受到 普 刀 欢迎 的 是 基于 目标 画 数 的 方法 ,该 方法 设计 简 
单 .解决 问题 的 范围 广 ,最 终 还 可 以 转化 为 优化 问题 而 借助 经 典 数学 的 非 线性 规 
划 理 论 求 解 ,并 易于 计算 机 实现 . 由 Dunn(1974) 定 义 并 由 Bezdek 推广 的 Fuzzy 
c 均值 聚 类 算法 FCM( 即 本 章 介 绍 的 基于 Fuzzy 划分 的 Fuzzy RES) EB 
与 应 用 上 为 这 种 Fuzzy 聚 类 分 析 方 法 更 定 了 基础 . 随 着 计算 机 技术 的 应 用 和 发 
展 , 这 类 方法 成 为 聚 类 研究 的 热点 (Hathaway，Bezdek，Hu，2000; Hoppner, 
1997; Kamel, Selim, 1991; Li, H., 1989; Li, Mukaidino, 1995; Pedrycz, 
Loia, Senatore, 2004; Wang, Hu, et al. , 2009.). KF Fuzzy BAFREHKR 
统 成 果 可 以 参阅 综述 性 的 文献 (Anderberg，1973; Dubes, Jain, 1988; Ryzin, 
1977; Yang, 1993; 何 清 , 1998) 和 专著 (Hoppner, Klawonn, et al., 1999; 
Miyamoto, Ichihashi, Honda, 2008; ARH], 1994). 
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第 $ 章 Fuzzy 模式 识别 


在 日 常生 活 中 ,人 们 常常 通过 感官 来 识别 图 形 .文字 .语言 等 ;在 气象 科学 领 
域 ,可 以 通过 卫星 和 气象 资料 的 分 析 处 理 ,对 未 来 天 气 属于 何 种 类 型 作出 预报 ; 
在 工程 勘察 领域 ,可 以 通过 地 质 资料 分 析 ,对 矿藏 资源 情况 作出 判断 ;在 环境 工 
程 领域 ,可 以 根据 各 级 环境 标准 浓度 ,对 环境 的 污染 程度 进行 评判 ;在 医学 领域 ， 
可 以 通过 对 病人 的 病情 分 析 , 对 病人 所 患 疾病 作出 诊断 ;在 刑侦 工作 中 对 指纹 图 
像 的 鉴别 ;在 军事 上 对 雷达 目标 的 识别 ,等 等 . 这 些 工作 有 一 个 共同 的 特点 ,就 
是 已 知 各 种 类 型 来 识别 给 定 对 象 属于 哪 一 个 类 型 的 问题 ,这 就 是 模式 识别 问题 ， 
模式 识别 问题 广泛 地 出 现在 工程 科技 领域 中 ， 由 于 客观 事物 本 身 的 模糊 性 , 例 
如 雷达 目标 识别 时 ,目标 环境 由 于 杂 波 干扰 的 存在 以 及 其 他 因素 的 影响 受到 严 
重 污染 , 目标 信息 转换 过 程 中 特征 信息 的 随机 交 码 等 ,加 上 人 们 对 客观 事物 的 反 
映 过 程 也 产生 模糊 性 ,使 得 经 典 的 识别 方法 越 来 越 不 适应 客观 实际 的 要 求 . 
Fuzzy 模式 识别 正 是 为 了 满足 这 一 要 求 而 产生 与 发 展 起 来 的 .Fuzzy 模式 识别 
大 致 有 两 种 方法 :一 种 是 直接 方法 , 按 “ 最 大 隶属 原则 ” 归 类 ,主要 应 用 于 个 体 的 
识别 ; 另 一 种 是 间接 方法 , 按 “ 择 近 原 则 ” 归 类 ,一 般 应 用 于 群体 模型 的 识别 . 本 
章 分 别 从 单 特征 模式 识别 和 多 特征 模式 识别 的 基本 原则 出 发 ,通过 实例 介绍 几 
何 图 形 识别 .文字 与 图 像 等 识别 的 方 格 矩 阵 法 与 Fuzzy 方位 转换 技术 以 及 与 聚 
类 分 析 相 结合 的 Fuzzy 模式 识别 . 


$5.1 单 特征 模式 的 识别 


模式 识别 的 典型 问题 就 是 从 物理 过 程 中 收集 数据 并 将 数据 分 类 到 已 知 的 模 
AP, 这 种 已 知 模式 通常 都 是 用 类 结构 表示 的 , 每 一 种 类 结构 由 若干 特征 来 描 
述 . 为 了 表示 的 简便 , 下 面 提 出 的 类 或 模式 均 用 一 个 特征 来 描述 ， 因 此， 这 种 
表示 是 一 维 的 . 


5.1.1 个 体 的 识别 


最 大 隶属 原则 1 设 Ai,A,,…,A, E FCX). 取 定 对 象 zu CX, 如果 存在 
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指标 71.€ (1,2,…,n})，, 使 得 
A, (to) = max{ A; Czo) A, (2p) ,A, (ro)) (5.1.1) 
则 认为 ze 相对 隶属 于 A,. 
最 大 隶属 原则 2 SHARD 设 A Azs An E F(X). REMR x E 
X, 规定 一 个 阔 值 (水 平 ) € (0,1], 记 
a=max(Al(zo) ,A, zo) , ,A, (x9 )} (5.1.2) 
Ba<a, WER HAR WARRAREOM. Bala, 则 认为 识别 可 
ÍT , 按 最 大 隶属 原则 1 判决 . 
最 大 隶属 原则 2 可 以 避免 因 隶 属 度 都 很 小 而 由 最 大 隶属 原则 1 做 出 偏离 实 
际 较 远 的 判决 . 
例 5.1.1 考虑 人 的 年 龄 问题 ,分 为 年 轻 、. 中 年 、 老 年 三 类 ,分 别 对 应 于 
Fuzzy 集 A; ,A, ,43. WHER X =(0,100] (单位 : 岁 )， 而 且 


2 
1 一 2 (7S), 20 < z L 30 
A Cr) = 5 
2 (7). 30 < x < 40 
0, 40 < x X 100 
0, O<24<50 
2 
2 (>), 50 < z < 60 
A; Cr) = 2 
1 一 2 (<37)， 60 < x < 70 
20 
l, 70 < x 100 
而 
0， 0< zX 20 
x— 20\? 
2 ( 元 E 20 < x L 30 
x—40\? 
1—2( 元 ) ， 30 < x < 40 
A(z) =1— Alr) — A; (ax) =4]1, 40< r50 
— 2 
1 一 2 (7 2y, 50 < x <60 
20 
r— 70\? 
2 ( 元 ) ， 60 < x X70 


0 70< x < 100 


228 
其 曲线 如 图 5. 1. 1 所 示 . 
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图 5.1.1 年 轻 . 中 年 与 老年 的 隶属 函数 曲线 


设 ze =40, 则 由 于 A (40) =0, A, (40) =1, A, (40) =0, 故 
A, (40) = max{ A; (40), A (40), A, (40)} = max{0,1,0} =1 
按 最 大 隶属 原则 ,40 岁 应 为 “中 年 若 又 取 r =30, 则 A, (30) =A, (30) =0. 5, 
而 A, GO =0, 故 同 样 由 最 大 隶属 原则 ,30 岁 既 可 以 视 为 “中 年 ">, 也 可 以 视 为 
“年 轻 ”. C 
例 5.1.2 许多 模式 识别 ,常常 归结 为 对 一 些 简 单 的 几何 图 形 的 识别 (Lee， 
1972). 例如 ,机 器 自动 识别 染色 体 , 就 是 应 用 几何 图 形 识 别 . 三 角形 是 几何 图 
形 中 最 基本 的 ,所 以 首先 考虑 三 角形 的 识别 问题 . 三 角形 的 主要 特征 是 三 个 内 
角 , 故 取 
X={z|x=(la,ß, y) |a +8+y=180, 180 >a > 8> y>0)} 
其 中 apy 为 三 角形 的 三 个 内 角 . 下 面 给 出 各 种 “近似 三 角形 ”的 隶属 函数 . 
(1) R 二 “近似 直角 三 角形 ”. 令 1==|a 一 90|, 因为 z= 二 (a,B8,Y) EX 是 直角 
三 角形 的 充 要 条 件 是 a 二 90, Pt —0; 而 上 的 上 确 界 是 90, 故 令 


se- 向 00 关 0 ane xX 
l, t= |a — 90|=0 

(2) I 二 “近似 等 腰 三 角形 ”. 令 1 二 min{a 一 B,8 一 7), AA r=, y EX 
是 等 采 三 角形 的 充 要 条 件 是 a 二 8 或 8 二 y, 即 上 一 0; 而 上 的 上 确 界 是 60, 故 令 


EE 
of e t= minta — -f VEO Cay) EX 
l, t= minfa — 8; B— y} =0 
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(3) IR = 近似 等 腰 直 角 三 角形 ”一 了 工 门 R. 
下 (z) =x) A R(x), Yr=(a,ß,) EX 
A) 王 三 “近似 等 边 三 角形 ” > 上 一 wa 一 7， 因 为 工 一 (ay8,7) E X 是 等 边 三 
角形 的 充 要 条 件 是 w=”， 即 上 = 一 0; 而 上 的 上 确 界 是 180 , 故 令 
E(x) 一 1 — (T80) ”Te ?YA VYz 一 (a;8,7) EX 
l, t =a — y= 0 
(5) 三 非典 型 三 角形 ?一 (I URU ES = NR ANE 


1 


HE BA a >> 0, M lim (+) 一 0, 上 面 定义 的 R,1,E,IR ,都 是 连续 


t->0 


NW. Z4a>ti >on 
HOTE -n> 
即 (人 关于 : 是 严格 单 增 的 ,从 而 R,T,E 都 随 :的 增 大 而 减 小 .这些 都 是 合理 


的 . 
现在 给 定 阔 值 和 一 0.95 和 zl = (61,60,59), xz, 一 (60.7,60,59.3), x, = 

(89,46,45), z4 一 (85,50,45)， 则 

R(z,) =0. 038,1€z,) =0. 983, ECzl) 一 0.895， 

IR Cx) =0. 038, T(zx1) =0. 017 

R(x) =0. 038, IC(x;) = 0. 998,E(2z.) =0. 969, 

IR (x2) =0. 038,T(z,) = 0. 002 

R(x) =0. 989,1( x3) =0. 983,E(x3) =0. 032, 

IR (x3) =0. 983, T(z) =0. 017 

R(a,) =0. 439,102.) =0. 392, Elx) =0. 284, 

IR (x,) =0. 392,T(z,) =0. 561 
由 给 定 的 阅 值 = 二 0.95 和 最 大 隶属 原则 2 可 知 : zi 近似 于 等 腰 三 角形 ,但 不 是 
等 边 的 ,因为 E(xi) 一 0.895 < 0.95; za 近似 于 等 边 三 角形 ,自然 也 是 等 腰 的 ; 
因为 IR(zxs) =I(23) A RC) =0. 983 > 0.95, Mz, 近似 于 等 腰 直 角 三 角形 ; 
因为 

max{RCz,), I(x) E(xs)} =0. 439 < 0.95 
说 明 r 不 是 直角 三 角形 .等 腰 三 角形 .等 边 三 角形 中 任何 一 种 . 当然 按 阔 值 1== 
0.95, 2, 也 不 是 非典 型 三 角形 . 例 5. 1.2 也 说 明 在 进行 识别 中 ,和 立 值 的 设 定 是 


230 一 一 一 模糊 理论 基础 


不 可 或 缺 的 . FEAR OR max{R(2,),1Cr,),ECr,)} =R( xy) =0. 439, RBKE 
属 原则 1( 不 设 国 值 ) , 则 仅 以 此 判断 zs 是 直角 三 角形 ,这 是 欠 妥 的 ,因为 x, 属于 
直角 三 角形 的 程度 还 不 到 O.S, O 

值得 注意 的 是 ,在 使 用 最 大 隶属 原则 进行 Fuzzy 模式 识别 时 ,首先 应 合理 地 
刻画 模型 才能 使 识别 的 结果 具有 实际 意义 ， 以 上 面 的 三 角形 识别 为 例 , 如 果 将 
R,1,E 的 隶属 函数 分 别 设 为 


R(x) =1— Š |a — 90| , Ix) =1— Š min(e — 8p — 7) 


E(x) =1— zla — y), YVr=la y) EX 


则 对 于 给 定 的 z, = (85,50,45) 应 有 
- k(xzi)=0.994, Cry) =0.917, ECx,) =0.778 

这 说 明 最 大 角 只 有 85 的 三 角形 可 以 0. 994 的 程度 属于 直角 三 角形 ;两 底 角 
分 别 为 50 和 45 的 三 角形 ,以 0.917 的 程度 属于 等 腰 三 角形 ;甚至 最 大 内 角 与 最 
小 内 角 之 差 达 40 的 三 角形 还 以 0.778 的 程度 属于 等 边 三 角形 . 这 是 很 难 使 人 
信服 的 . 

例 5.1.3 利用 同样 的 方法 可 以 识别 四 边 形 ,值得 注意 的 是 ,四 边 形 不 仅 与 
AAA ,而 且 也 与 各 边 长 的 比例 密 不 可 分 ,所 以 此 时 取 

X={zr|zr= (a,B,Y,0;a,b c,d) lat Bt y+@ 
= 360, a,8s7,0,a,6,c,d > 0} 

下 面 用 定义 “近似 三 角形 ”的 方法 给 出 “近似 四 边 形 ” 的 隶属 函数 如 下 : 

G) P 二 “近似 平行 四 边 形 ”, Vz=(a,B,yY,0;a,b,c,d) € X 


f \+ 
ee i max yl +18 Al) #0 
l, t= max{ļe— y|. |8—0|}=0 
(2) RE 一 “近似 矩形 ”， Vz=(a,8,7,0;a,b,c,d) EE X 


ENT 
eoj (50) » t=|a—90|+ |B—90|+ |y—90|+ |@—90| 40 


l, t= |a—90|+ |B—90|+ |y—90|+ |6—90|=0 
(3) T 二 “近似 梯形 ”， Vr=(a,B,y,0;a,b,c,d) < X 


EAF o 
rofl ， t=min{|a+8—180|,|8+y— 180|} 40 
l 


, t= min{ la +8— 180|,|8+y— 180|} =0 
(4) RH =“EWMRÆE”, Vx 一 (a,B,yY,0;a,b;c,d) E X 
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RH (x) po (ssa) »max{la—6|,Jb—cj,lc—d|,\d—al} #0 
l, max{la —6|,|Jb—c|,|c —d|,|d —a|} =0 
(5) “UE WiE WTB” = RE N RH. LJ 
例 5.1.4 通货 膨胀 识别 . 
设 论 域 X=[0, 十 o)， 对 zEX,z 表 示 物 价 上 涨 z%， 通货 膨胀 状态 分 为 
5 个 类 型 : 通货 稳定 ， 轻 度 通货 膨胀 , 中 度 通货 膨胀 , 重度 通货 膨胀 和 恶性 通货 
ise AK 这 5 个 类 型 依次 用 X 上 的 Fuzzy 集 A Ay ,As , As ,Ai 表示 ， 根据 统计 
资料 分 别 取 其 隶属 函数 为 


l, OKrTAS 
A, (x) = 2.2 


A, (zx) 一 ecz-10) /5 
A; (x) = e7207 


2,2 
A, (x) = e (4730) /9 


l, x > 90 

试问 zi =8, z: =40 相对 隶属 于 哪 种 类 型 ? 

A, (8) = 0.3679, A,(8) 一 0.8521，A; (8) = 0.0529, A,(8) = 0. 003, 
A; (8) =0; 

A, (40) =0, A,(40) =0, A; (40) =0. 0003, A, (40) =0. 1299, A; (40) = 
0. 6412. 

由 最 大 隶属 原则 1, zl =8 应 相对 隶属 于 A 即 当 物价 上 涨 率 为 8% 时 , 应 
视 为 轻 度 通货 膨胀 ; zz 一 40 相对 隶属 于 As, 即 应 视 为 恶性 通货 膨胀 . E 

例 5.1.5 癌 细 胞 的 模式 识别 取 论 域 

X={r|z={NA,NL,A,L,NI,MI,ME))} 

式 中 :NA 一 一 核 面积 (拍照 ); NL 一 一 核 周 长 ;A 一 一 细胞 面积 ;L 一 一 细胞 周 长 ; 
NT 一 一 核 内 总 光 密 度 ;MI 一 一 核 内 平均 光 密 度 :ME 一 核 肉 平均 透 光 率 . 

根据 病理 医生 的 实际 经 验 , 选 出 下 列 6 种 主要 因素 ， 它 们 都 是 X 上 的 
Fuzzy 集 . 


A: Ba AG) = (1 ta, (SGe) ) ， 其 中 NA, 是 正常 核 面积 ; 


—2 
B : 核 增 深 B(x) 一 (1 十 wa] , 


232 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 模糊 理论 基础 


C. ww Ce) =(1F 585) ， 
Qå (ME )? -7 
D: 染色 体 不 均 D = (14+ ME + leM?) 
一 2 
E : 核 畸 变 E(x) = a CML 可 


一 ] 


» 其 中 4。,L。 是 正常 值 . 


ta 
(ZTA) 

以 上 al ,az，… ,a6 是 可 以 调整 的 参数 . 

A, By =, 下 这 6 个 因素 的 Fuzzy 集 可 以 组 成 如 下 细胞 识别 中 的 几 个 标准 


F : 细胞 畸变 。 F(x) = 


i 
R 


IA zI” 


1 (D UED) UF 


轻 度 核 异 质 B 
其 中 ， A? 表示 一 个 Fuzzy 集 ， A? (x) = /A(xr). 

K: EX K=M NN NR 

给 定 一 个 具体 细胞 , 按 最 大 隶属 原则 1, 鉴别 它 应 归属 M, N, R, R 中 哪 一 
种 . LJ 

最 大 隶属 原则 3 择优 原则 ) 设 A € F(X). 取 定 7n 个 对 象 zl ,za ，…， 
xz, © X, 如 果 存 在 指标 i © (1,2,…,n), 使 得 

A(az;) = max{ Alz) Alr), A(z, )) (5.1.3) 

则 认为 z; 相对 隶属 于 A. 


5.1.2 群体 的 识别 


择 近 原则 1 设 A,,B € F(X) G=1,2, n), N 为 贴近 度 函 数 或 格 贴近 
BE PCB SL 3 1.4). 若 存在 i € {1,2,…,n}，, 使 得 
N(A;,B) = max{N(A,,B),N(A,,B),-+;N(A,,B)} 6.1.4) 
WAA BSA, 最 贴近 ,将 BARA; 归 为 一 类 . 
择 近 原则 2 (HERDE A;,B € F(X) (i 一 1,2,…,n), NAMIE A 
数 或 格 贴近 度 函 数 , 规定 一 个 装 值 (水 平 ) X E (0,1], 记 
a 一 max{(NC4A，,B),NCA,B)，…， NA ,B)) (5.1.5) 
a a<id, 则 作 “ 拒 识 ?” 的 判决 ,应 查找 原因 另 作 分 析 . Bala, 则 认为 识别 可 
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行 , 按 择 近 原则 1 判决 . 


例 5.1.6 


设 岩 石 按 抗 压强 度 可 以 分 为 很 好 、 好 、 较 好 、 差 \ 很 差 5 类 ,它们 


都 服从 半 梯 形 分 布 与 梯形 分 布 . 每 类 对 应 的 Fuzzy 集 分 别 为 Al,Azi ,As ,Ai， 
45， 其 隶属 函数 如 下 


0， x < 1800 
A, (1) = sag (e— 1800), 1800 < z < 2200 
0， x < 900 
l 
305 77 900), 900 < xz < 1100 
A, (x) =41, 1100 < z < 1800 
1 
10(z 一 2200)， 1800 < z < 2200 
0, x > 2200 
l 
z007 400), 400 < x < 600 
l 
z007 1100), 900 < z< 1100 
0, x >> 1100 
l 
2007? Os r200 
A, 一 41， 200 < z < 400 
1l 
zog 600), 400 < x < 600 
0, x `> 600 
A; (x) =4— (rx 200), 100 < z< 200 


100 
0, x > 200 


其 曲线 如 图 5.1.2 Bra. 
今 有 某 项 岩 体 工程 ,经 实地 测量 ,用 统计 的 方法 获得 了 以 抗 压强 度 为 论 域 的 


Fuzzy Æ B, Ep 


IXY /\ 搞 压 强度 


100 200 400 900 1100 1800 2200 (kg/cm?) 


O 


图 5.1.2 5 类 岩石 的 隶属 函数 曲线 


ss (zx— 712), 712 < x < 800 
Box) 一 <1， 800 < x < 1000 


— = (a— 1120), 1000 < x < 1120 


其 曲线 如 图 5.1.3 BRR. 


B(x) 
1 


抗 压 强度 
0 712 800 1000 1120 (kg/cm?) 


图 5.1.3 待 识别 岩石 的 隶属 函数 曲线 


利用 格 贴近 度 Nin (参见 定义 1.4.11), 显 然 
Nin (A1,B)=0, Nin(As3,B)=1, Ni,(As,B)=0, Nz, (A,,B) <0 
而 由 
(zr 900) =— -l (zr 1120) 
200 120 


得 ze = 1037.5, 计算 A, (zy) =0. 6875, 于 是 Nun CA? +B) =0. 6875. 
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因此 , 按 择 近 原则 ,该 岩 体 应 属 较 好 ”的 岩石 . CJ 

例 5.1.7 假 者 你 是 一 名 咨询 工程 师 , 要 对 大 地 震 影 响 某 一 地 区 的 地 震 损 
害 进行 评估 . 你 的 损害 评估 对 该 地 区 居民 来 说 是 非常 重要 的 ， 因 为 保险 公司 将 
根据 你 的 评估 对 他 们 的 索赔 进行 支付 , 你 必须 尽 可 能 地 公平 . 根据 以 前 的 历史 
记录 你 确定 了 最 适合 于 这 一 地 区 建筑 物 损坏 程度 的 6 种 表示 Mercalli 强度 的 等 
级 (从 VI~XI)， 这 些 损坏 模式 都 能 用 下 列 形式 的 高 斯 分 布 函 数 来 表示 : 
—(x-—a,)’ 


2 ) ， i=1,2,3,4,5,6 


a; 


式 中 的 参数 a Mo; REBT RANE, 原来 的 数据 库 所 提供 的 有 关 6 
个 地 区 的 信息 如 表 5. 1. 1 所 示 . 


Ai(z) = exp| 


5.1.1 高 斯 分 布 函 数 的 参数 


根据 观察 你 决定 用 具有 以 下 特征 的 Fuzzy Æ B 来 表示 某 一 个 所 给 地 点 建 
筑 物 损坏 的 模式 . 
—(x— 41)? 
ie) 
用 格 贴近 度 Ni。( 参 见 定 义 1.4. 11) 进 行 下 列 计算 
N; (B,A,) =(0.0044+1)/2 + 0.5, Nz, (B,A,) =0.98 
N (B,A,) =0. 67, Ni, (B,As) =0. 65 
Ni (B,A;) =0. 97, Ni (B, Ag) =0.5, 
从 以 上 所 列 我 们 可 以 看 出 : 与 受灾 地 区 最 接近 的 是 Mercalli 强度 IX( A,). 
如 果 你 假定 受灾 地 区 的 分 布 辆 数 是 单个 具有 下 列 特性 的 样本 


l, 工 二 xo =41 
Box) = 


BCx) = exp| 


0, xr -~4il 
考虑 格 贴近 度 , 这 时 有 Ni (B,A;) =A; Ca.) A 15A; C), 计算 得 
Ai (41) 一 0， A,(41) 一 0.91 
A,(41) = 0. 01, As(41) =0. 06 
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基于 最 大 隶属 度 (0. 91) 仍 将 选择 Mercalli 等 级 IXA), 如果 我 们 不 考虑 分 布 
明 数 的 形式 , 而 仅 根 据 每 一 个 区 域 的 平均 值 来 做 出 选择 , 我 们 将 错误 地 选择 区 
域 VIIL, 因为 该 区 域 的 平均 值 (35) 要 比 区 域 IX 的 平均 值 (49) 更 接近 所 给 定 的 
单个 样 值 (41). a 

5.1.8 文字 识别 . 

在 计算 机 内 存放 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 等 10 个 数字 模板 ,如 图 5.1.4 所 
示 , 是 一 个 样本 数字 放 在 一 个 4X4 的 小 方 格 内 . 我 们 规定 :每 一 个 含有 笔画 的 
小 方 格 用 1 表示 ,不 含 笔画 的 小 方 格 用 0 表示 . 于 是 ,样本 6 的 模板 可 以 记 为 

XH 一 (0,1,1,0,0,1,0,0,0,1,1,0,0,1,1,0) 


也 可 以 用 和 矩阵 
0 1 1 0 
vel 1 0 0 
0 1 1 0 
0 1 1 0 
表示 . 


现 有 竺 识别 的 手写 字 ( 未 知 模板 ), 如 图 5.1.5 所 示 . 按 上 述 规定 ,该 手写 字 
记 为 


图 5.1.4 


Y =(0,1,1,1,0,1,0,0,0,1,1,1,0,1,1,0) 
1 1 


| | 一 


0 ] 
0 0 0 
Q 1 1 
0 1 0 


— 


FA Hamming 贴近 度 ,计算 得 


第 9 章 Fuzzy 模式 识别 TT 237 


16 
Ny Y, X®)=1 LS |y; — r® |=1— 4 =0.875 
16 = 16 


同样 可 以 计算 出 与 其 他 数字 模板 的 Hamming 贴近 度 , 由 择 近 原则 识别 . 
RM IH BA A=0.8, ME Nyu, XO )=0. 875 > 0.8, 则 可 以 斯 言 图 
5.1.5 中 竺 识别 的 了 就 是 6. C 

例 5.1.9 条 码 识别 . 

条 码 识 别 技术 有 成 本 低 .识别 率 高 的 特点 ,因此 若 将 字母 或 数字 转换 为 条 码 
进行 识别 ,是 一 种 简易 实用 的 途径 . 

以 数字 为 例 . 每 个 数字 可 以 用 黑白 不 同 的 五 条 条 码 来 确定 ,其 中 三 条 黑 ,两 
KA. 若 黑 条 记 为 1, 白 条 记 为 0, 则 数字 0,1,…, 9 对 应 的 条 码 如 表 5. 1. 2 所 
7N. 


表 5.1.2 
数 F 
0 


l 


H 
— 


对 于 每 个 条 码 ,将 其 等 分 为 4 段 , 于 是 黑白 对 应 的 条 码 分 别 如 图 5. 1. 6(a) 、 
Cb) BAR. 

于 是 ,一 个 数字 kC(k 二 0,1,2,…,9) 就 对 应 于 4X5 的 0 一 1 和 矩阵 Mi , 称 为 模 
AIE RE ,例如 数字 0 的 模板 矩阵 为 
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] 0 
1 0 
1 0 
ab l 0 
(a) . — (b) 
图 5.1.6 
l 1 1 0 0 
M, = 1 1 1 0 0 
1 1 1 0 0 
1 1 1 0 0 


由 于 条 码 在 印刷 过 程 中 会 产生 污点 `\ 飞 白 点 .颜色 深度 不 够 或 背景 灰色 不 一 
等 干扰 ,因此 竺 识别 的 数字 条 码 所 对 应 的 矩阵 变 成 L0,1j 上 4X5 阶 的 Fuzzy 4 
阵 


Pal 742 743 744 745 
其 中 x; 表示 位 置 (i,j) ORE śr 一 1 时 表示 黑色 , 当 ry 一 0 时 表示 白色 , 当 
0<7r, 过 1 时 表示 灰色 , 随 着 灰色 程度 的 不 同 在 L0,1j 中 取 相 应 的 值 . 
例如 , 设 待 识别 条 码 对 应 的 矩阵 为 
0.5 0.8 0.5 0.1 0.3 
0.5 0.9 0.9 0.2 0.2 
0.8 0.5 0.9 0.8 0.3 
0.7 0.5 0.8 0.5 0.5 


A 5 
用 Hamming 贴近 度 公 式 ON, (M,,R) =1— >> S Im; —r, | ,计算 得 
i=] j=] 


Ny (Mo +R) = 0.67, Ny(M,,R) =0.52, Ny(M,,R) =0.56, Ny (M3, 
R) = 0.58, Np (M,,R) = 0.49, Ny(M;,R) = 0.53, Nyp (Ms, ,R) = 0.55, 
N(M, R) =0. 38, Ny (M,,R) =0. 40, Ny (M, ,R) 一 0. 44. 

A Ny (M,>R) 最 大 ,由 择 近 原则 , R 应 判断 为 数字 0 的 条 码 . 图 
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$5.2 多 特征 模式 的 识别 


到 目前 为 止 , 我 们 所 讨论 的 都 是 一 维 模式 识别 ,也 就 是 说 这 里 的 模式 仅仅 
局 限于 单个 特性 . 例如 Mercalli 地 震 . 假若 前 面 的 例子 不 仅 要 考虑 地 震 损害 ， 
还 要 考虑 地 震 震 级 强度 .特殊 建筑 物 (学校 或 工厂 ) 的 重要 性 `. 地 区 灾害 地 震 的 历 
年 记录 等 因素 时 , 那么 在 进行 模式 识别 时 我 们 应 如 何 考 虑 这 么 多 个 特征 呢 ? 
对 每 一 个 数据 样本 我 们 可 以 考 虚 m 个 特征 ,这 样 每 一 个 样本 xz; 就 是 一 个 特 
征 问 量 
Ti 一 (Ziy Ti Xm) E X XX Ko KX, HX 


5.2.1 个 体 的 识别 


最 大 隶属 原则 1 RE m 维 空间 中 的 每 个 已 知 模 式 就 是 由 A; = {Ai， 
Ajz ss Åm? 表示 的 一 个 模糊 类 (或 模式 ), 这 里 Ai 是 论 域 X, 上 的 Fuzzy 集 ， 


2 一 1 2 7, 7] 二 1 ,2,*"* ,mm, 


j=l 


FOR c= (zi ,zx2，… ty) E X, w 为 加 权 因 子 , 0<w; <1, Dow, =1. RE 


j=] 
对 象 ze = (zol s Toz» Lom) E 站 ， 如果 存在 指标 i € (1,2,…,n}，, 使 得 
A; Cx) = max{A, (19) As (zo), ,A, CT)? (5.2.2) 

则 认为 单数 据 样 本 zy 相对 隶属 于 A; 或 最 接近 模式 A. 

也 可 以 有 类 似 的 最 大 隶属 原则 的 疹 值 原则 2( 略 ) 和 择优 原则 3. 

最 大 隶属 原则 3 RRID RE m 维 空间 中 的 已 知 模式 就 是 由 A = 
{A Azs Am) 表示 的 一 个 模糊 类 (或 模式 ) ,这 里 Ai PMX, 上 的 Fuzzy 
集 , j= 二 1,2,…,m. 


A(x) = >) wA; Cz) (5. 2. 3) 
i=] 


2 


其 中 x= (x; Xo er ) E X, W; AMAA 0 < w; <l, De; =l. RE 


j=l 
n 个 待 录 取 对 象 工 1 tes z, E X, 如 果 存 在 指标 i E (1,2,…,n}，, 使 得 
ACx;) = max{( Alr) ACT) ACT)? (5.2.4) 
则 应 优先 择 取 z. 
例 5.2.1 学 生成 绩 的 综合 评价 . 
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设 茶 班 学 生 某 阶段 共 学 习 了 4 门 课程 :数学 .物理 .化 学 .外 语 ,4 门 课程 
“ 优 ” 的 隶属 函数 为 


A, (2) =A, (x) =A, (x) =A, (x) = z=, 80 < r <90 
l, 90 < x < 100 


RA 3 位 学 生 张 三 . 李 四 和 王 五 的 4 门 课程 成 绩 分 别 为 : ri = (96,84,76,92), 
zy = (86,74,76,90), z3 =(78,66,67,76). 考虑 权重 w, =w, =w; =w, =—, 
相对 于 这 3 位 学 生 , 看 谁 最 接近 优 . 

将 zl ,zz ,zs 分 别 代 入 式 (5.2. 3) 中 , 计算 
Alz1) 一 [A1(96) 十 As(84) 十 As(76) 十 A4(92)] 一 于 (1 十 0.4 十 0 十 1) = 0.6 


A(z) =A (86) + A, (74) +A, (76) +A, (90) ] =0.4 


ACz) = 地 [A (78) 十 As(66) + A, (67) + A, (76)]=0 
由 最 大 隶属 原则 3 知 , 张 三 最 接近 优 . 口 ] 
5.2.2 群体 的 识别 


择 近 原则 1 设 在 m 维 空间 中 的 每 个 已 知 模 式 就 是 由 A; = (An Ags, 
Aim} 表示 的 一 个 模糊 类 (或 模式 ), 这 里 z 一 ,2 n, 定义 在 相同 m 维 空 间 的 
一 个 由 相互 独立 的 Fuzzy 集 所 组 成 的 集合 = 二 {Bi1,B2,，…,B,} 为 识别 对 象 , 计 
算 


N(B,A;) = >) w;N(B,; Az) (5.2.5) 


j=l 
其 中 w, 为 加 权 因 子 , <w <1, 2w; =1. 如 果 存 在 指标 i € {1,2,…,n)， 
使 得 
N(B,A,) =max{N(B,AI),N(B,A,),…, N(B,A,)} (5.2.6) 

则 认为 样本 B 最 接近 模式 A,. 

类 似 地 也 有 择 近 原则 的 阔 值 原则 . 

例 5.2.2 某 工厂 产品 的 生产 过 程 可 以 用 3 种 特征 来 描述 :(i) 压 力 ; Gi ih 
度 ; (iii) 流 量 . 这 些 特 征 的 组 合 ， 可 以 指示 产品 生产 过 程 中 当前 操作 模型 ( 模 
A). 对 于 每 一 种 操作 模式 的 各 处 特性 的 典型 语言 表述 值 用 表 5. 2. 1 中 的 Fuzzy 
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集 来 定义 . 


表 5.2.1 操作 模型 和 特征 值 的 关系 


oo oe 


传送 


to 
Ja 
小 
09 
x 


压力 /kPa/( 千 帕 斯 克 ) 
图 5.2.1 压力 的 隶属 函数 曲线 


200 400 600 800 x 
温度 /*C 


图 5.2.2 温度 的 隶属 盟 数 曲线 
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10 20 40 60 80 x 
流速 /g/h (每 小 时 加 仓 ) 


图 5.2.3 流速 的 隶属 函数 曲线 


考虑 到 生产 过 程 中 存在 一 个 与 压力 值 有 关 的 爆炸 危险 , 给 予 “ 压 力 ” 比 另 两 
个 特征 较 重 的 权重 : WEA =0.9, TO 温度 一 0. 25, WwW 流量 一 0. 25. 


C1) 假设 系统 从 一 组 传感器 读 得 一 组 清晰 值 x( 压 力 =5kPa, 温度 二 150°C， 
流量 二 5g/p). 由 式 (5. 2. 1) 我 们 求 得 
“WE” Ce) = wpF 力 X“ 压 力 高 "(5) 十 wg 度 X“ 温 度 高 ”(150) 十 ww 量 X“ 流 量 零 ”(5) 
二 0.5X0.25 十 0.25 K0+0.25 XX0.5 一 0. 25 
“SEK (a) = wy y, X “压力 高 "(5) 十 wg 上 度 X “HL BE FR” (150) ++ wg ge X “流量 零 ”(5) 
=0.5 X 0.25 +0.25 X 0.75 +0. 25 X 0.5 =0. 4375 
“烧结 ”(z) 一 wga X “压力 低 ”(5) 十 wg X “HAE” 150) + wy RX “流量 低 ”(5) 
=0.5 X 0.75 +0.25 X0.25 十 0.25X0.5 一 0.5625 
“传送 ”(z) 二 wp X “RHE” (5) + wpe X “温度 零 "(150) 十 zx 是 X “流量 高 ”(5) 
=0.5*0+0.25 X 0.25 +0.25 XXX0 一 0.0625 
清晰 值 zx 一 (5kPa, 150C, ，5g/p) 与 烧结 过 程 的 压力 .温度 和 流量 最 相符 合 
(0. 5625 最 大 ), 所 以 ,我 们 可 以 将 生产 模式 记录 为 “烧结 ”, 作 为 三 个 传 感 数值 所 
指示 的 生产 模式 . 
(2) 假设 这 时 压力 .温度 和 流量 的 信息 或 取 值 是 Fuzzy 集 而 不 是 清晰 的 单 
个 数据 样 值 , 即 B= {Bgy Baw Bam) ;图 5. 2. 4 一 图 5. 2. 6 给 出 了 这 些 Fuzzy 
集 的 定义 . 由 新 模式 B 的 这 些 模 糊 定 义 , 我 们 用 式 ( 5. 2. 5) 可 以 求 新 值 B 所 最 
适 配 的 模式 . 
对 于 新 模式 的 压力 特征 和 所 存储 的 热 压 模式 的 压力 特性 (如 图 5.2.7, 可 得 
By 力 * 热 压 压力 二 0,BE 力 * 热 压 压力 二 0，Njs (BE ， 热 压 压 力 ) 一 (0 十 1)7/2 一 0. 5. 
对 于 新 模式 的 温度 特征 和 所 存储 的 热 压 模式 的 温度 特性 (如 图 5. 2. 8), 可 得 
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O 1 


2 3 
压力 /kPa 


图 5.2.4 模糊 传感器 的 压力 读数 


流量 


O 10 20 30 
流速 /g/h 


图 5.2.6 ”模糊 传感器 的 流速 读数 
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O 100 300 500 700 x 
温度 /'C 


5.2.5 模糊 传感器 的 温度 读数 


压力 热 压 压力 (高 ) 


O i 2 3 4 5 6 7 8 x 
压力 /kPa 


图 5. 2.7 热 压 模式 的 压力 比较 


Bagge ° 热 压 温 度 = 0. 375, Byr e 热 压 温度 一 0， Nia (Baro 热 压 温度 ) -一 


(0. 375 十 1)72 王 0. 6875. 


对 于 新 模式 的 流量 特征 和 所 存储 的 热 压 模式 的 流量 特性 (如 图 5. 2.9), 可 


得 


Bag PERE =1, Bye? 热 夺 流量 一 0，N1 (By， 热 压 流 量 ) 二 (1 十 1) /2 二 1. 


热 压 温度 (高 》 


O 100 300 500 700 
H/C 
图 5.2.8 热 压 模式 的 温度 比较 


0 10 20 30 x 
流速 /g/h 
图 5.2.9 热 压 模式 的 流量 比较 
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到 此 ,可 以 利用 格 贴近 度 公 式 和 式 (5. 2. 5) 确 定 新 的 传感器 与 热 压 模式 之 间 
的 贴近 度数 值 . 
Na (B, 热 压 ) 一 0.5Njs (Bry, ， 热 压 压 力 ) 十 0. 25N (Bag: AEWRE) + 
0. 25 Nis。 (Baa, PVE) 
一 (0.5)(0.5) 十 (0.25)(0.6875) 十 (0.25)(1) 一 0.671875. 
同 理 可 以 得 到 
N (By ys RK A) =(0+1)/2=0.5, 
Nia (Bugg BKR) = (0. 75-+1)/2=0. 875, N, (B, 退火 ) =0. 71875 
Nia (Bw 量 ， 退 火 流量 ) 二 (1 十 1)/2 二 1 
Nu (Bry > BEAK A) = (0.61+1)/2=0. 8, 
Nia (Bgg. ai mE) = (0. 25-+1)/2=0. 625, N (B, B28) =0. 764575 
Nia (Bym. BERLE) = (0, 6667+ 1)/2=0. 8333 
N (Bgy. IKKE A)=(0.6+1)/2=0. 8, 
Nya (Bagge > (EIR WBE) = (0. 254+-1)/2=0. 625,$ Ni, (B, 传送 )= 二 0. 695125 
Ni (Bgas EE) =O. 11114+1)/2=0, 5555 
按 择 近 原理 , 结合 压力 .温度 和 流量 的 模糊 读数 ,最 为 匹配 的 模式 是 烧结 模 
式 , 所 以 我 们 确定 该 生产 过 程 为 “烧结 ?过 程 , 并 记 人 运行 情况 记录 表 中 . O 


$5.3 图 像 处 理 


有 些 图 像 的 识别 ,如 指纹 识别 .染色体 分 析 .细胞 识别 .景物 分 析 等 . 若 规定 
每 一 小 格 按 其 内 图 形 的 有 、 无 情况 ,分 别 记 为 1 和 0, 就 显得 不 够 精确 ; 若 改 用 
[0,1] 上 的 实数 来 表示 有 图 的 程度 , 则 比较 
准确 . 
例如 ,让 机 器 识别 如 图 5. 3. 1 所 示 的 简 
单 图 形 ,对 这 4X4 个 小 方 快 , 按 其 灰 度 确定 
各 小 快 的 隶属 度 ,得 一 模糊 矩阵 
0.5 1 07 0 
0 0 04 1 
0.7 0.4 0 0.4 
09 0 07 0.4 
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也 可 以 将 及 看 成 一 个 用 4X4 王 16 维 的 Fuzzy 向 量 表示 的 Fuzzy 集 
R=(0.5,1,0. 7,0.0,0,0. 4.1,0. 7,0. 4,0,0. 4,0. 7,0,0.7,0. 4). 

当 人 们 能 够 对 图 像 进行 有 效 的 模式 识别 操作 之 前 ,人 们 有 必要 对 这 个 图 像 
进行 预 处 理 , 以 获得 尽量 好 的 图 像 用 于 识别 处 理 . 与 所 有 图 像 处 理 技术 一 样 ,我 
们 必须 特别 注意 :车 被 处 理 后 的 图 像 与 原始 图 像 并 无 明显 的 差别 , 则 图 像 处 理 是 
无 效 的 . 为 了 增强 一 幅 图 像 的 对 比 度 , 可 以 使 用 下 列 的 增强 算 子 (该 算 子 将 在 
$ 10. 3. 2 中 详细 讨论 ). 

BACH CX) Bie m X 上 的 Fuzzy 集 , 定 义 男 一 Fuzzy Æ I? (A) € 
F(X) ,并 且 

I (A)(x) ay oe a eae 
1—2(1—Alr))? Alz) € (0.5,1] 
AF IO 使 Fuzzy 集 A 的 模糊 度 降 低 了 (Pal,King,1980) , 称 之 为 清晰 度 增 强 算 
Ta 

下 面 将 用 图 5. 3. 2(a) 所 示 的 图 像 说 明 图 像 增 强 过 程 . 图像 5. 3.2(a) 所 示 
的 黑色 方形 图 像 中 有 一 浅 色 方块 ,由 于 背景 阴影 与 浅 色 方块 几乎 相同 , 故 该 方块 
不 是 很 明显 . 表 5.3. 1 列 出 了 图 5. 3.2(a) 的 10 x 10 像素 阵列 中 个 像素 在 256 
种 灰 度 强度 中 的 取 值 . 将 这 些 值 除 以 256 得 强度 集合 的 隶属 度 , 如 表 5. 3.2 所 
AR. 表 5.3.3 是 表 5.3.2 经 过 增强 算法 后 的 强度 . 图 5. 3. 2(b) 是 增强 后 的 图 
像 . 图 5. 3.3(a) 一 图 5.3.3(f) 分 别 显示 了 重复 利用 增强 算 子 IO 对 图 像 增强 的 
结果 . 


(a) 原始 图 像 (b) 经 过 一 次 1® 运 算 操 作 后 的 图 像 
图 5.3.2 小 方形 的 浅 色 方块 
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表 5.3.1 图 5.3.2(a) 所 示 图 像 的 10X10 像素 阵列 中 各 像素 灰 度 强度 值 


表 5.3.2 表 5.3.1 强度 值 的 标 度 矩阵 


0.30 | 0. 0. 0. 0, 0. 0. 0. 0.15 
0.30 | 0. 0. 0. 0. 0. 0, 0. 0. 10 
0.38 | 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0.12 
0,32 | 0. 0. 0. 0. 0, 0. 0. 0. 09 
0.33 | 0. 0. 0. 0, 0. 0. 0. 0.07 
0.30 | 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0.05 
0.31 | 0. 0, 0. 0, 0. 0, 0. 0. 07 
0.28 | 0. 0. 0. 0, 0. 0. 0. 0. 08 
0.25 | 0. 0, 0. 0. 0. 0. 0. 0.07 
0.20 | 0, 0. 0. 0, 0. 0, 0. 0.05 
5.3.3 经 过 增强 算法 后 的 强度 矩阵 
0. 18 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0, 0.05 
0.18 | 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 02 
0.29 | 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0, 0, 0. 03 
0.20 | 0. 0. 0. 0. 0, 0. 0. 0, 0. 02 
0.22 | 0. 0. 0, 0. 0. 0. 0. 0. 0.01 
0.18 | 0. 0, 0. 0. 0, 0. 0. 0. 0.01 
0.19 | 0, 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0.01 
0.16 | 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0.01 
0.12 | 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0.01 
0.01 | 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0.01 
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(b) 


(d) 


(e) | ares 
图 5.3.3 图 像 5. 3. 2(a) 的 带 浅 色 方 决 的 小 方形 的 增强 算 子 IO 的 递归 应 用 结果 


85.4 Fuzzy 方位 转换 技术 


数字 与 西 文字 母 的 笔画 都 具有 一 定 的 方向 与 位 置 . 所 以 只 要 把 相应 的 方位 
描述 清楚 ,数字 或 字母 就 可 以 唯一 确定 . 我 们 将 待 识别 的 文字 固定 在 一 个 方 框 
框 内 , 方 框框 的 位 置 不 能 倒置 ,然后 确定 各 方向 的 编码 ， 如 图 5. 4. 1 所 示 共 有 8 
个 方向 ,分 别 用 0,1,2,3,4,5,6,7 Hm. 
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现 给 定 一 数 327, 则 可 以 将 这 个 数 分 解 为 如 图 5.4.2 所 示 的 形式 . 


f / 
LY / 
{ # / 
he 
/ y / 
5.4.1 图 5.4.2 


从 而 ,获得 如 下 三 个 号 码 串 向 量 
3=(10055776554 4 3) 
2=(10075555566000) 
7=(100055555555) 
显然 , 沿 着 文字 的 方向 ,与 给 定 的 八 个 方向 不 完全 一 致 . 例如 ,327 这 三 个 
数字 中 的 方向 “5” 彼 此 都 不 相同 . 所 以 ,所 示 的 方向 都 是 模糊 的 , 即 可 以 用 Fuzzy 
集 来 表示 . 在 实际 应 用 中 ,为 了 使 识别 结果 保持 较 高 的 精度 ,要 给 出 16 个 以 上 
的 方向 . 
下 面 建立 对 应 于 这 16 个 模糊 方向 的 隶属 函数 . 取 X= [一 11.25', 
348.75° |], 各 方向 的 隶属 函数 如 表 5. 4. 1 所 示 , 表 5. 4. 1 中 所 给 隶属 函数 在 标 


ap o 1l 
定 区 间 以 外 均 为 零 , 且 有 一 条 75， 


可 以 将 10 个 数字 0,1,2,…,9 的 Fuzzy 方 门 用 隶属 度 给 定 , 称 其 为 号 码 串 
Fuzzy 回 量 ,将 10 个 Fuzzy 向 量 存 储 到 计算 机 中 去 作为 标准 向 量 . 将 待 识 别 字 的 
号 码 串 Fuzzy 向 量 与 标准 向 量 相 比较 , 利用 择 近 原则 即 可 以 对 该 字 进 行 识别 . 


表 5.4.1 


方向 名 称 模糊 方向 码 隶属 函数 表示 式 标定 区 间 


右 0 | | z= 0] [—11. 25,11. 25] 


在 上 全 和 CII. 28, 99.781 
Zz (35.75.56. 25] 
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续 表 

r (78.75, 101. 257 
左上 偏 上 5 [101. 25, 123.75] 
左 pk 1—& | z— 180 | [168. 75, 191. 25] 
左下 偏 左 1 一 &| x— 202.5 | [191. 25, 213.75] 
下 1—k|z—270| [258. 75, 281.25] 

A F F 1—k | x— 292.5 | [281. 25, 303.75] 
A FRA 1 — k | x— 337.5 | £326.25, 348.75] 


$5.5 Fuzzy 聚 类 分 析 与 Fuzzy 模式 识别 


聚 类 分 析 与 模式 识别 常常 是 同一 问题 的 两 个 方面 (Bezdek，1973; Bezdek, 
Pal, 1992). 没有 聚 类 就 无 所 谓 识别 ,没有 识别 问题 也 就 没有 进行 聚 类 的 必要 
RREFERA RID. 下面 给 出 先 作 聚 类 分 析 再 进行 模式 识别 的 实例 . 

例 5.5.1 设 某 矿区 常 依照 6 种 微量 元 素 5 ,5,,… ,be 的 含量 判断 成 矿 类 
别 , 依 据 历史 情况 知道 含 矿 区 大 体 上 有 5 类 . 现 给 出 cl ,as，…,as 共 9 个 有 显著 
特征 的 历史 上 的 测量 结果 ,希望 据 此 可 以 给 出 这 5 类 较 好 的 “代表 ”. 设 有 给 定 
的 4 个 新 测量 结果 ar ,az ,ai ,as， 需 要 判定 它们 各 自 所 属 类 别 . 原始 资料 均 
BAR 5. 5.1 中. 且 表 5.5.1 中 第 : 行 第 7 列 数据 是 在 作 a; (或 a; ) 测 量 时 ,得 
到 的 6; 种 微量 元 素 的 含量 与 5; 元 素 可 能 有 的 最 大 含量 之 比 ( 相 对 含量 ). 
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现 使 用 Euclid 贴近 度 ( 参 见 
Ut Fe RE Ne (a;,a;) 会 
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rx) 
Il 
PP PP PP er 


coo foo oF 


702 
740 
859 
684 
237 


. 672 
0. 


555 


Oo Oo Oo O QO oO rm 


918 
627 
896 
237 
680 
. 576 


1 
0. 687 
0. 
0 
0 


828 


.217 
. 663 
0. 


968 


] 

0. 582 
0. 266 
0. 604 
0. 502 


§ l. 4, DHA E 他 17C29 ”CC9 各 元 素 之 间 的 贴 
rj» WR=(ry oxo 是 A={al,as，,…,a9) 上 的 相似 关系 ， 


1 

0.278 1 

0.701 0.491 1 

0.974 0.352 0.756 1 


利用 3 3. 11 中 介绍 的 方法 获得 Fuzzy 图 G= (A,R\D 的 最 优 树 , 如 图 5.5.1 


所 示 . 


由 图 5. 5. 1 可 得 ,在 0. 814 的 水 平 上 可 以 将 A= {asaza} 分 为 A, = 
{az}, Az ={ag}, As = {ag}, A, = (a) 02545}, As ={a3 a4 145} } 共 5 类 .用 每 
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图 5. 5.1 


类 中 所 有 元 素 对 于 b; (J 一 1 2，…，6) 的 相对 含量 的 平均 值 作 为 某 一 类 的 “中 心 ” 
(代表 ) ,并 仍 记 做 A; ,A, a"r „Ås. 并 将 A, ;和 A, °°" »As 对 于 bi TF 9"”" sOe 的 相对 
含量 列 人 表 5. 5. 2 BF. 


仍 使 用 Euclid 贴近 度 计算 出 待 分 类 的 ay sag 723 CQ4 与 Ai »Ag tt »A; 之 
间 的 贴近 程度 Ne (a* Aj), 并 列 人 表 5. 5. 3 H. 
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若 给 定 阅 值 * 二 0. 8, 由 择 近 原则 2, 应 判 ay ,ay 属 第 3 类 (A;);as 属于 第 
5 
5 类 (As) HEA az ,因为 V Ne Ca? ,A;) =0.795 < 0. 8 =å. g 
j 


Bj 5.5.2 给 定 15 只 昆虫 :, 表 5.5.4 给 出 了 它们 各 目的 触角 长 u; MAK 
vi. X 
w(z;) =—58, 03u; +37. 76v; +6.14 


的 值 . 


1.3011.2011.1411.2811.2611.18 
1.74 | 2.08 | 1.82 | 1.90 | 1.72 | 1,96 | 1,86] 1. 78 | 2,00} 2. 00 | 1.96 
—7. 08 — 5, 85)—-5, 221-2. 20—0. 81] 4. 71 | 6. 74 | 7.2017. 38 | 8. 54 11. 67 


大 体 上 认为 wer) 取 负 值 的 是 传粉 者 , 且 负 值 越 小 是 传粉 者 的 可 能 性 越 
大 ;又 w(x;) 取 正 值 的 是 疾病 载体 , 且 正 值 越 大 是 疾病 载体 的 可 能 性 越 大 .就 
wla) (i 二 1,2,…,15) 作 保 序 Fuzzy 聚 类 . 为 了 使 所 得 结果 有 较 大 的 分 明 性 , 取 


E c= > 1, 并 获得 Furry RA D 与 聚 类 中 心 Y. 


w(z;) ~ 14,50 


—12.024—-11. 02-10. 91 


1 1 1 1 1 1 1 0.985 0.796 0 0 00 0 0 
oo oo om 1 
Y = {— 7. 948,7. 507) 

现 给 定 x, = (1. 24,1. 80), cp = (1. 28,1. 84), x, = (1. 40,2.04) 三 只 昆虫 
(rira 中 第 一 分 量 表示 触角 长 HBOTRRARK) ,要求 识别 它们 的 类 别 . 

为 了 识别 zl ,zz ,zi 的 类 别 , 先 计算 zl ,zy yzs 各 自 的 w) 值 

wxz,)=2.151, wr.) =1.340, w(x) =1. 928. 

将 传粉 类 昆虫 对 应 的 Fuzzy 集 记 做 A, 疾病 载体 类 对 应 的 Fuzzy 集 记 做 B. 

由 3 4.4 中 式 (4.4.6) 得 


Aag) =— 0.073, Blr) =0. 927 
— 7.948 — 2.151) Fo 
1+ (Stora sr | 
Alaz) =— l = 0, 163, B(x, ) =0. 837 
1 十 (= 7, 948 ee) 
7,507 — 1. 340 
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A(z3)—— 0.092, B(x) =0. 908 
14 (=1. 948 — 1, 928 
7.507 = 1, 938 ) 


4 AR BU 0. 80 ,可 以 判断 xz1 ,zi sr, 均 为 疾病 载体 类 . 与 确定 性 判断 的 不 同 
之 处 是 在 这 里 可 以 认为 x 12223 分 别 以 0. 927,0. 837,0. 908 的 程度 属于 疾病 
载体 类 ,还 分 别 以 0.073,0. 163,0. 092 的 程度 属于 传粉 类 . 对 于 一 切 原本 不 存 
在 突变 的 事物 ,这 样 分 类 必然 是 科学 的 ， LI 


Fuzzy 模式 识别 通过 对 于 医疗 诊 淅 (De，Biswas,， et al., 2001; Szmidt, 
Kacprzyk, 2001b, c, 2004a, b; 郭 桂 其 ,1993) KAMR( BMS, 1987) .语言 
识别 ( 叶 德 明 等 , 1992)、. 手 写 文字 和 数字 的 识别 (Siy，Chen，1974; Wang, 
Wang, 1980; 朱 学 芳 等 ,1996)、 信 和 号 分 类 ( 郭 桂 区 ,1992,1993; WHER , 郁 文 贤 ， 
1992). 图 像 处 理 (Ghosh，Pal，2003; Pal, 2001; Pal, Majumder, 1986; 
Tizhoosh, 1997, 2005) .知识 表示 (Abbasov，Mamedova，et al. ，2001) 等 问题 
的 研究 ,提出 了 许多 卓有成效 的 方法 (Shkhat，1995,1996,1998) ,取得 了 一 批 具 
有 实际 意义 的 成 果 (Li，Cheng，2002; Mitchell, 2003; Vlachos, Sergiadis, 
2007a). Fuzzy 模式 识别 的 研究 还 很 不 成 熟 , 特 别 是 Fuzzy 集 的 贴近 度 问 题 
(Deng, Shi, et al., 2004; Hung, Yang, 2004; Khatibi, Montazer, 2009; 
Liang, Shi, 2003; Liu, 2005; Mitchell, 2003; Shang, Jiang, 1997; Szmidt, 
Kacprzyk, 2001a) ,有 待 进一步 的 完善 . 
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6H Fuzzy 综合 评判 


按 确定 的 标准 ,对 某 个 或 某 类 对 象 中 的 某 个 因素 或 某 个 部 分 进行 评价 , 称 为 
单一 评价 . 从 众多 的 单一 评价 中 获得 对 某 个 或 某 类 对 象 的 整体 评价 , 称 为 综合 评 
价 . 综合 评价 是 在 日 常生 活 和 科研 工作 中 经 常 遇 到 的 问题 ,如 产品 质量 评定 、 科 
技 成 果 鉴 定 、 某 种 作物 种 植 适应 性 的 评价 等 ,都 属于 综合 评判 问题 . 在 实际 应 用 
中 ,评价 的 对 象 往往 受 各 种 不 确定 性 因素 的 影响 ,其 中 模糊 性 是 最 主要 的 . 如 服 
装 评价 ,包括 花色 .式样 . 耐 穿 性 .价格 合 理性 以 及 舒适 程度 等 ,这样 ,将 模糊 理 
论 与 经 典 综 合 评价 方法 相 结 合 进行 综合 评判 将 使 结果 尽量 客观 从 而 取得 更 好 的 
实际 效果 . 本 章 首 先 给 出 Fuzzy WRAY Fuzzy 变换 与 Fuzzy 综合 函数 等 概念 , 然 
后 介绍 各 类 Fuzzy 综合 评价 模型 以 及 多 层次 综合 评判 ,最 后 建立 基于 Fuzzy 数 
的 Fuzzy 综合 评判 . 


$6.1 Fuzzy 映射 


定义 6.1.1 (Dubois, Prade, 1981) FRIAR AY 
ff:X— FY, refr) =BE F(Y) (6.1.1) 
EM X AJY 的 Fuzzy 映射 (fuzzy mapping). 
如 定义 1.5.1 中 的 2 型 Fuzzy 集 是 X 到 [0,1j 的 Fuzzy 映射 . 
例 6.1.1 TeX = {27 5501%3}> YY 一 (yyzy ya yt F 
f:X— F (Y) 


£l fa) = E 
¥1 


ey > flay = 4 44 29 E 
Yı 了 2 Y3 Y4 
0.5 , 0.7 
-> f(r.) 一 一 Vet 
“3 fx Yı ty 
WW f MX 到 YY 的 Fuzzy 映射. g 


例 6.1.2 X 3.3.1 H Fuzzy 关系 的 截 影 便 是 Fuzzy 上 映射, 即 对 于 R E 
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F(X XX), ER xE X, MWR Hx DRY R |, EMA X BY 的 Fuzzy 映射 ,其 
中 

R|,(y) =R(z,y), VyE€EY 
R 在 y ARRE R |, ÆA Y BX 的 Fuzzy 映射 ,其 中 


R|,(2) =R(z,y), Yr EX. LI 
定理 6.1.1 任 给 RE F(XXY), 都 唯一 确定 了 一 个 从 XX 到 Y 的 Fuzzy 
BRAY . ic 
fr:X— F (Y) 
使 得 Va E X, 都 有 
fr(=R|, (6.1.2) 
反之 , 任 给 从 和 到 YY 的 Fuzzy 映射 
f:X > F(Y) 
都 唯一 确定 了 一 个 Fuzzy 关系 , 记 做 Ri CF OXKY) ER Ve CX, 都 有 
R,;|,=f x) (6.1.3) 


WAR AREFCXXY), S 
frí) =RG,y) 
由 截 影 的 定义 ,Vx EX 
R|,(y)=R(z,y),y EY 
FE Vre X, #8 
fr (zx) =R|,. 
反之 , 任 给 f:X 一 了 (Y), 邻 
Rly) = f(a) Cy) Cray) E XXY 
于 是 Rj CFCXXY). REKE, VEX 
Rl, =R; (apy) =f) (yy EY 
所 以 
R,| ,= f(r). a 


$6.2 Fuzzy 变换 


先 看 下 面 的 例子 . 
例 6.2.1 在 例 3.2.1 中 给 出 了 身高 (cm) 与 体重 (kg) 的 Fuzzy KAKA. 4A 
论 域 为 
X ={140,150,160,170,180} 
体重 论 域 为 
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Y ={40,50,60,70,80} 
某 地 区 和 映 高 与 体重 的 Fuzzy 关系 为 
40 50 60 70 80 
140 l 0.8 0.2 0.1 0 
150 0.8 1 0.8 0.2 0.1 
160 0.2 0.8 1 0.8 0.2 
170 0.1 0.2 0.8 1 0.8 
180 0 0.1 0.2 0.8 1 
现 有 一 “ 男 少年 "a 在 XX 上 的 Fuzzy RE 
A=(0.8,1,0.6,0.2,0) 
Fuzzy Æ A 可 以 看 成 是 a 到 X 的 Fuzzy 关系 ,那么 A 与 R 合成 便 是 从 a BMY 的 
Fuzzy 关系 , 即 a HEY 上 的 Fuzzy Æ 
B=A.R=(0.8,1,0.8,0. 6,0. 2). J 
由 此 可 见 , 关 系 R 是 一 个 映射 ,这 个 映射 将 一 个 Fuzzy 集 变 为 另 一 个 Fuzzy 
集 , 相 当 于 一 个 变换 . 
定义 6.2.1 (Negoita, Ralescu, 1975) 称 映 射 
Ty: F(X) + FY) (6.2.1) 
A œB =T;(A) (6.2.2) 
AM X BY 的 一 个 Fuzzy 变换 (或 广义 Fuzzy BRAT) (fuzzy transformation). #58 
BRA 4 Fuzzy SRT, FOR T A Æ B 的 原 像 . 
当 |X| =m, | Y| =n 时 ,Fuzzy 变换 T, 就 是 映射 


T,:[0,1]'*" +» (0,1) (6. 2. 3) 
易 证 下 面 的 定理 . 
定理 6.2.1 HBAREFCXXY ), E— MEMA X BY CY BX ) 的 Fuzzy 
变换 , 记 做 


Tr: F (X) > F (Y) (TR: F (Y) > F(X)) 
使 得 VA EC F(X)(YBEFY)), WA 
Trp(A)=Ae,RE KY) (TR B) =Be, R! € KX)) (6.2.4) 


这 里 
(Ao, R)(y)2 V LAGz)TROzyy))yy EY (6.2.5) 
rex 
((Be,R')(2) & V (By) T Rl, y} cE X) (6.2.6) 
yEY 


T #10, 1] 上 的 t+- 模 . 这 时 称 Tk 和 TR ABR 导出 的 Fuzzy 变换 . 
例 6.2.2 设 X=(zi,z2o,X31，Y 二 (yy1,y2 yy)， 且 
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0.5 0.8 0.6 0.1 
R= /|0.2 l 0.3 0 
0 0.4 ] 0.9 
A 一 (ziyzor B=(0.6,0.5,0. 2) 
实际 上 , A 也 可 以 写成 A = (1,1,0). 
MRR THA, W 
0.5 0.8 0.6 0.1 
Tr(A) =A>R=(1,1,0)¢ |0.2 1 0.3 0 | =(0.5,1,0.6,0.1) 
0 0.4 1 0. 9 
0.5 0.8 0.6 0.1 
Tr(B)= B- R= (0.6,0.5,0.2)° 10.2 1 03 O | = (0.5,0.6,0.6,0.2) 
0 04 1 09 
mR T=, Wy 
0.5 0.8 0.6 0.1 
Trp(A) =A+-R=(1,1,0) + |0.2 1 0.3 0 | =(€0.5,1,0.6,0. 1) 
0 0.4 l 0. 9 
0.5 0.8 0.6 0.1 
Trp(B) = B+. R= (0.6,0.5,0.2)* 0.2 1 03 0O | = (0.3,0.5,0.36,0.18). 
0 04 1 09 
E 
EX 6.2.2 RA, BE F(X),F Fuzzy 变换 
Tp: F(X) > F(Y) 
满足 
(TAU B) =T,(A) UTCB); 
(2) T aA) =aT ;(A),a € [0,1]. 
则 称 T; ÆA X BLY 的 Fuzzy 线性 变换 (fuzzy linear transformation). 
由 定义 易 得 Fuzzy 线性 变换 T, TER: 
性 质 6.2.1 T,(Q)=S. 
性 质 6.2.2 WA,BE HX) (AC B>T;(A) CT,(B) ). 
定理 6.2.2 BHREFCXXY), WAR SKK Fuzzy FMT, 和 
Tr CT =A) 是 Fuzzy 线性 变换 . 
证 明 下 面 只 证 明 Tp, 对 TR 类 似 可 证 . VA.BE F(X), Nh Fuzzy 关 
系 的 复合 性 质 ( 定 理 3.4.2(5)), 有 
(Al}B). R=(A> B) U (B- R) 
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By) TrR(A U BY) =TpCA) U Trp B) 
m Ve € [0,1], Vy EY 

(QA)  R)(y)= V (Ca A A(z)) A RCz,y)) 


zExXx 
=a A ( V {A(z) A R(xsy)}) =a(A © R)Cy) 
rex 
THA 
Tr(aA) =aT pA), a € [0,1] 
所 以 , Tp(A) =AeR 是 Fuzzy 线性 变换 . C 
定理 6.2.3 RREFCXXY), Tk 和 TR (THA DR FEH Fuzzy 
变换 , 则 Te ATR 分 别 满足 


Tr(U aA”) =U aT eA”) (6.2.7) 
ACA AEA 

TR ( Ua B®) =U TR (B®) (6.2.8) 
AEA AGA 


其 中 : 4 为 指标 集 , AY E FCX), BY E€ F(Y), a € [0,1], A €A. 
WEAR 下 面 只 证 明 Tp, 对 Tr 类 似 可 证 . 根据 定理 6.2.2 及 Fuzzy 关系 的 
复合 性 质 ( 定 理 3.4.2(5)), Vy EY 


Tr(U @A® )=(U aA) R=U GA”) © R 
ACA ACA ACA 


= aiTRCAD ) =|] Tra, A”) 
ACA ACA 


所 以 
Tr( U aA”) =U aTR(AY ). 口 
AGA 
作为 Fuzzy 线性 变换 的 应 用 ,下 面 介 组 Fuzzy 综合 评判 . 


9 6.3 Fuzzy 综合 评判 模型 


要 正确 评价 一 个 县 体 对 象 ,首先 应 对 这 个 对 象 的 各 于 因素 给 出 评语 ,然后 再 
进行 综合 . 例如 ,要 评价 某 种 服装 , 则 应 先 对 “花色 式样 "“ 耐 穿 程 度 "“ 价 格 费 
用 ”等 进行 评判 ,然后 综合 . 

因素 就 是 对 象 的 各 种 属性 或 性 能 ,在 不 同 场合 ,也 称 为 参数 指标 或 质量 指 
标 , 它 们 能 综合 地 反映 出 对 象 的 质量 ,因而 可 以 由 这 些 因 素来 评价 对 象 . 以 后 总 
假设 U = {u suzu) 为 评判 因素 集 . PFF o T] LAI U = {u suzu}, 
其 中 uy suo za TI RR AE E RI. M F E, RRA. RBA V = {o 
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Us Um) 表示 评判 集 , 例 如 ,工业 产品 的 评价 ,评判 集 是 等 级 的 集合 ;农作物 种 
植 区 域 适 应 性 的 评价 ,评判 集 是 适应 程度 的 集合 ,对 于 评判 服装 ,VY = {很 欢迎 
(v1) ,比较 欢迎 (ws) ,不 太 欢 迎 (ws) ,不 欢迎 (vw )) 等 . 

为 了 进行 综合 评判 ,先进 行 单 因 素 评 判 , 即 确定 U 到 V 的 Fuzzy 映射 y: 
UF (V), H Vu; CU, Ryu) AMAR u; 的 评价 . y KABA REF RR, 
如 评判 服装 

7 ，0. 2 


yu) == + +5 +2 = 0. 7,0. 2,0. 1,0) 
1 


U2 U3 
是 对 花色 式样 D HIEN, ya) Cv, ) =0. TRAR 玄 服 装 在 花色 式样 上 很 受 欢迎 
的 程度 . 
关于 综合 评判 , 则 需 引 入 [0,1j]” 到 [0,1j 的 映射 . 
定义 6.3.1 BH f:[0,1)" — [0,1], 满足 条 件 : 
(DD) 正则 性 :大 zi 一 ze = Hz, =a, W) zz ) 一 工 ; 
(2) 单 增 性 : /zzz，…za) 关于 所 有 变 元 是 单调 增加 的 , 即 对 于 任意 i, 
若 r Szi, W 
帮工 ] Li xy) Titl tte Ly) Sf lays ,Ti ， Tip] Tp) 
(6.3.1) 
(3) 连 续 性 : f(r ,zxs，,… ,Xx,) 关于 所 有 变 元 是 连续 的 . 
称 f An 元 Fuzzy 综合 函数 人 (fuzzy synthetic function). 44K n 5 Fuzzy 24 A 
数 的 集合 记 为 U,. 
设 U 和 VV 分别 是 评判 因素 集 和 评判 集 , yU > F VERA RF] BMS 
为 n 元 Fuzzy 综合 函数 ， 则 
Cf Cy Cay) Co 7 C01) A 
Sy Cay DC Yu Cun) tt YC, Cun) ses 
SYC) CUm) Yu Con) ott y Cu, ) Cv,,))) 
Ma} U 的 综合 评判 ， 
HHR n 元 Fuzzy 综合 函数 总 与 一 个 权 向 量 有 关 , 且 常 涉及 以 下 两 类 权 向 
量 A 一 (alyaz ,av) € [0,1]": 


(1) 归 一 化 权 向 量 : >,a =l; 
(2) 正 规 化 权 向 量 : V a 一 1. 
归 一 化 权 向 量 与 正规 化 权 向 量 是 可 以 相互 转化 的 . 事实 上 , 设 A= Cay, 
aztan) E [0,1J” 是 归 一 化 的 , 则 > ai =1, 从 而 V a; =a, > 0, Bas = 
i=] i=] 
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a;/a, Ci=1,2,--5n), RA“ Ala? say soa, ) 是 正规 化 的 , 且 ag =]. 又 设 


A=(a, 942 9 Q,) E L0, 1 是 正规 化 的 , Wi) Vasil, 从 而 Xia; >0, 4 a; = 
i= i=] 


a/>\a, (1 =1,2,°°°4n ) , 则 A* A (at 145 0 ) 是 归 一 化 的 . 
k=] 
例 6.3.1 下 列 [0,1J" 一 50,1] 的 映射 都 是 元 Fuzzy 综合 函数 


n 
fi Cx, 9X9 ar ae) A A Tis 
i=] 


fa (T) sT? pLa) 全 V aA; Tj’ (a, 39 5°** sa) AY TE BEY A a E; 


fs sapere) & (Tx) 。 [ 
i=] 
定理 6.3.1 Wfe wv, Yz; € [0,1] 


A zi L ftaa) < 


l <u x 
N 


(6.3.2) 


m, 


证 明 注意 到 Yzie [01] A z; Ka, <V zi 和 的 正则 性 以 及 单 增 性 
即 得 . = 
EH 6.3.2 W /zzz，……zr) 是 ?元 Fuzzy 综 合 图 数 ,N 是 [10,11 上 的 
伪 补 ， 则 
J Cair Tsn) 一 人 NONGz)， NOx) NICz ))) (6.3.3) 
是 nn 元 Fuzzy 综合 函数 , 且 G) =f. 特别 地 , 当 NCz) 一 1 一 工时 
f* Cay steer, 一 1 一 1 一 Zi 1 一 Ze 1 一 工 ) (6.3.4) 
是 nn 元 Fuzzy 综合 函数 . 
证 明 由 了 上 的 正则 性 可 得 三 的 正则 性 ;由 f 的 单 增 性 与 N 的 逆序 性 可 知 
三 ”的 单 增 性 ;由 f 与 NN 的 连续 性 (参见 定理 1.3.5) 可 以 推出 /” 的 连续 性 ;由 
N 的 对 合 律 可 得 (f* )* =f. C] 
例 6.3.2 下 列 COo,1]” > [0,1] 的 映射 是 例 6.3.1 中 的 nn 元 Fuzzy RAR 
数 按 定理 6.3.2 生成 的 ( 取 NC) =1— rz), WUER n 7 Fuzzy FARR 
fr Cy Loot Lp) = fa Cy, Tos Tp); 


fa (xy s T9 oe Alh Yay (1 —z0?] ’ p>0， Ca, 2a9 s**t 5a, ) 为 归 


i=l 
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一 化 权 问 量 ，; 

fa (T) 9X9 st 5 ) 全 A (1 — a; (1 — T;)), 《ai sv 0 ) Ay TE FALE AX fo] 
a; 


fi zz) 41-(TTa-2))", 
i=] 


定理 6.3.3 Rf Eu MRA 
flastr En) SS OCF Cf OCF Cay orn) zi)…)z) (6.3.5) 
则 S E U. 
证 明 由 定义 6.3.1 直 接 得 到 . a 
定理 6.3.4 BESS’ eum: € (0,1). AB 


f Àla), fF Cay sree ex, E L1] 
(1) f(x) Lott ,XX ) 会 


Aa f(xy sapere) € [000] 
j= 
(6.3.6) 
(2) gf yA ae Tj’ f "(x sTo s*a) E [2,1] 
ENTE" 9 Ea? 一 = 


f Cay Egs Ep) fO Tga) E CO] 
(6.3.7) 
则 frg E U. 
定理 6.3.5 Rf ECU fPECU,R=1 2.5m), Yz; € L0,1],7€ 
{1,2,…,n}, GE 
f(D LQ 0 Ly) Lf OCS (zl yzzy…yZn)， 
f È Cay starts ty dots f Cary re, Tr,)) (6.3.8) 
mM fe a. 
证 明 由 定义 6.3.1 直 接 得 到 . 口 
定理 6.3.6 设 g:[0,1]->[0,1] 为 连续 的 严格 增加 函数 , 任 取 三 ”E U,, 
如 果 置 
Ff Cx 1 Zoe z,) Eg Cf Cela) ex) g(r, ))) (6.3.9) 
fe UH g(a) 是 g(x) HRA. 
证 明 显然 & '(z) 是 存在 的 ,并 且 g (zx) 也 是 连续 的 严格 增加 函数 ,由 
定义 6. 3.1 直接 验证 易 得 f © a. 口 
例 6.3.3 DES? =A, gla) =z. 显然 ey =r, TE 
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f(x 3X4 stap) =A X; 
j= 


《2) 取 了 = Dajxj, X ja =l, glr) =x?, p>0. 显然 e (a) 一 zz， 于 
j=l j=l 


Parte zs) =( Daye?) C] 
j=] 
以 下 是 Fuzzy 综合 评判 常用 的 几 种 Fuzzy A AR. 
6.3.1 加 权 平 均 型 


设 A=(alaz，…ar) E [01 ”是 归 一 化 权 巾 量 ，VY (zl,zz，…Zn) € 
[0,1j”, 令 
fy (21 ya Ta) = Dd) a;x; (6. 3. 10) 
i=] 
fo 称 为 加 权 平 均 型 Fuzzy 综合 函数 . 其 中 ai 可 以 解释 为 第 i 个 因素 在 综合 评 
判 中 所 占 比重 .fs 除 满 足 正则 性 . 单 增 性 .连续 性 外 ,还 满足 : 
可 加 性 ;V(x costo TT To" ta) © [0,1]’ 
fy Cay Frist Harz o£, HLR) = fy (ar Fart) + fs (x1 rrt ) 
(6.3.11) 
下 面 证 明 满 足 可 加 性 的 Fuzzy 综合 函数 就 是 加 权 平 均 型 Fuzzy 综合 函数 。 
引 理 6.3.1 设 递增 函数 pg:[L0,1] 一 [0,1j 满足 
plr +y) =or) + oy, Vryysri+y EL0,1] (6. 3. 12) 
则 g(x) 一 az (6. 3. 13) 
其 中 a 二 gp(1). 
证 明 由 数学 归纳 法 可 证 onr) 一 np(z)， 于 是 YmnE€E Nm < 委 7 


(T= mel) = aren) Red = Po 
所 以 ,对 所 有 [0,1]j 上 的 有 理 数 r, 都 有 oY) =a. 再 用 数学 分 析 中 的 区 间 套 定 
理 , 可 以 证 得 V2 € [0,1], 有 
g(x) 一 QZ. L | 
定理 6.3.7 设 /是 满足 可 加 性 的 Fuzzy 综合 函数 , 则 


zi za En) 一 Dax; (6.3.14) 
i=l 


H > ,ai 一 1 (6. 3. 15) 
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证 了 明 令 
Ff Ca) = f0, 0, T0000), i=1,2,.,n 
由 引 理 6. 3. 1, 得 
fiXi) =airi, a;=/f(0,.%,0,1,0,..,0) 
于 是 
f(x, sTo st T= f(x, ,0,.… ,0) + f(0,x,,0,..,0) 十 …。 十 CO0，…,0,z，) 


一 fila, = Xat; 
i=1 i=] 
且 由 定义 ,有 
l=f(l,l,.…,1)= f(1,0,..,0) 十 f(0,1,0,.…,0) He + f(O,*+,0,1) 
一 41 十 az 十 … 十 a，. L 


6.3.2 几何 平均 型 


WA = (ajsa; TELET, 19, < [0,1]” 是 归 一 化 权 疝 量 ， V (xy 2 ， Lp) € 
LO,1]", $ 


fu (x, ,2 En) = |] xe (6. 3. 16) 
i=] 
Sa 称 为 几何 平均 型 Fuzzy 综合 函数 ,这 里 a; 是 几何 权 数 . 容易 证 明 几 何平 均 
型 Fuzzy 绿 合 函数 具有 下 列 性 质 : 
性 质 6.3.1 V Casa; o*t saa) CTT? TILE D, € [0,1]", A 
It (xy sT? ，""" Tn) 一 [| 23 < Saiz; 一 了 > Cx) sT? stp) 
i=] =] 


(6.3.17) 
性 质 6.3.2 可 积 性 : Yy Cx, ie rtta) CT] T3 oe ae) €E [0,1]”, 
Ii (ziri T2 T3 oy 2,2.) =f] (xy 9X9 rT Cx} 1X9 p’). 


(6.3.18) 
6.3.3 单 因 素 决 定型 


hw A= (a, saa s*** 5a, ) € [0,1]" 是 正规 化 权 向 量 ， V (x, ;To 5X, ) 人 
[0,1]", $ 
fy (Eiz ss) =V (a; A zi) (6. 3, 19) 


fy 称 为 单 因素 决定 型 Fuzzy 综合 函数 . 
Sy 除 满 足 正则 性 . 单 增 性 .连续 性 外 ,还 满足 : 
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择 大 性 : Y Cz ,Za sta) CX} sZ ostr) E [0,1]" 
f3(a, V x ;To V X > yet, V X= fs {xy EPEE ome) V faliar n) 
(6. 3.20) 


6.3.4 主因 素 突 出 型 


Ww A = (a, +a CQ) = [0,1 ]” 是 正规 化 权 向 量 ， V (zi 9X7 9° 5 X,) Cc 
LO,1]", & 


f(xy Lp 5052p =V (a, Tz,) (6. 3. 21) 
广 称 为 主因 素 突出 型 Fuzzy 综合 函数 . 其 中 CAN) 是 连续 t- 模 . 
f:; 除 满足 正则 性 、 单 增 性 、 连 续 性 外 ,也 满足 : 
择 大 性 : Yy (£) 3.09 ryt (xX, ae L n) € [0,1]” 
fo (x, V T 9.09 V X 9 9° °°, V x)= fray 3.09 »"** ae V f- (x T3 pee p) 


(6.3.22) 
Fuzzy 综合 评判 一 般 可 以 归纳 为 以 下 几 个 步 又 
(1) 建立 评判 对 象 因 素 集 U = {usust Un}. 
(2) 建立 评判 集 V=(u, 9 Ugs t, Un}. 
(3) 建立 单 因 素 评 判 , 即 建 立 一 个 从 品 到 了 (V) 的 Fuzzy 映射 . 
y:U — F (V) 
u; Hey (u,) =E pE 4 p e 
v] U2 m 
0<r, <1, leicsn, 1ejxsm 
由 > 可 以 诱导 出 Fuzzy 关系 ,得 到 Fuzzy HE 
ril 六 12 Fim 
Raf 2 0 Têm (6. 3, 23) 
Yanl Fn? Yam 


称 尺 为 单 因素 评判 矩阵 (evaluation matrix of single factor) ,并 称 三 元 有 序 组 
(U,V, R) 为 评判 空间 (evaluation space). 

(4) 综合 评判 ,选择 合适 的 Fuzzy 综合 函数 SCM fs ,六 Sa + SBE 
综合 . 用 口上 上 的 一 个 Euzzy 集 A 二 (al ,aa,，……， a,) 表 示 各 个 因素 的 权重 分 配 ， 
若 取 f=frnr> 则 综合 评判 为 

B=A-REF¥(V) (6.3. 24) 
该 评判 模型 称 为 MC(V ,A ) 模型 . 
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AR f= f1， 则 综合 评判 为 
: B=A°;RE FW) (6. 3. 25) 
该 评判 模型 称 为 MCV，T ) 模 型 ,特别 地 ，T 一 … MCV, +) 模型 . 
关于 评判 矩阵 ,也 有 两 种 情形 : 


n 


G) 归 一 化 评判 矩阵 , 即 Vi, Dry = 1; 


j= 

(2) 正 规 化 评判 矩阵 , 即 Yis V ry = 1. 

与 权 向 量 一 样 , 归 一 化 评判 矩阵 与 正规 化 评判 矩阵 可 以 相互 转化 . 

设 (U,V ,R) 是 评判 空间 , f fen 元 Fuzzy 综合 图 数 , 令 

Y; Sf ay orate taj ds j=1,2,.,m (6.3.26) 

则 定义 《yi ;yz tt Ym) 为 综合 评判 (synthetic evaluation) .其 中 Yj 是 就 整体 
而 言 ,获得 第 ; 个 评语 的 隶属 度 . 

CD f=fs EMREN n J Fuzzy RA BRM, A RSC) pnm 是 归 一 化 
评判 矩阵 , A = (ai sazit ,an) 是 给 定 的 归 一 化 权 向 量 , 则 
D| Dari) = Va Dry) = Dai=! (6. 3.27) 

1\i=] ; j=l 


即 综合 评判 Cyr ,yz，… Ym) 也 是 归 一 化 的 . 
(DB f=S, RM /: 是 单 因 素 决 定型 或 主因 素 突 出 型 元 Fuzzy 综合 函数 ， 


L R=) nn 是 正规 化 评判 矩阵 , A 二 (a1 ,as ，…,a,) 是 给 定 的 正规 化 权 向 量 ， 
则 
V | V ca, Try) =V | V ca, Try] =V (aT | V r) =V a, =1 
pul [i=l m=] [y= l 一] J=] i=] 


(6. 3. 28) 
即 综合 评判 《yi VD 9 » VY ) 也 是 正规 化 的 . 
(3) 若 f=Sfy 是 几何 平均 型 元 Fuzzy A PAR, A R= Cry ) ;xm 是 归 一 化 
评判 矩阵 , A = (a, ,azs ,…,an) 是 给 定 的 归 一 化 权 辐 量 , 则 因 
(Ils) < > (bars)=! (6. 3. 29) 
ji 


j=] i=l 


WM 《31，y2 Ym) 未 必 是 归 一 化 的 ; 若 R= Cri ) nxm 是 正规 化 评判 矩阵 , 则 
V Te) =1, 当 且 仅 当 Jj, 使 Vi, ry =1, 故 (yiyy2z Ym) 也 未 必 是 正 


j=l 
规 化 的 , 因此 , 当 使 用 几何 平均 型 Fuzzy Se NS OO EIER Con yyz，…， 
Ym) 都 应 作 归 一 化 或 正规 化 处 理 , 以 便 与 使 用 其 他 方法 所 得 结果 进行 比较 . 


r=] 
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(4) 当权 重 是 归 一 化 时 ,函数 /= 或 /1 一 般 不 满足 正则 性 . 但 在 实际 应 
用 中 , 归 一 化 的 权 向 量 与 归 一 化 的 单 因素 Fuzzy 评价 更 容易 被 人 接受 ,使 用 起 来 
更 方便 在 使 用 MCV ，A) 模型 和 AM(GCV ,TI) 模 型 前 将 归 一 化 的 权 向 量 与 归 一 
化 的 单 因 素 Fuzzy 评价 正规 化 ,最 后 将 评价 结果 归 一 化 . 

例 6.3.4 以 服装 评判 为 例 , 设 

因素 集 U 三 {花色 ,式样 , 耐 穿 性 ,价格 ,舒适 程度 } 

评判 集 V 一 《+ 很 欢迎 ,比较 欢迎 ,不 太 欢 迎 , 不 欢迎 ) 

对 某 一 种 服装 ,请 若干 专门 人 员 进 行 单 因素 评判 . 

只 考虑 花色 式样 , 若 有 20% 的 人 很 欢迎 ,有 50 上 的 人 比较 欢迎 ,有 30% KH) 
人 不 太 欢 迎 , 便 可 以 得 出 

花色 HR, =(0.2,0.5,0. 3,0) 

类 似 地 ,假设 其 他 因素 的 单 因 素 Fuzzy 评判 为 

R, =(0.1,0.3,0.5,0. 1) 

R, =(0,0.1,0.6,0.3) 

R, =(0,0.4,0.5,0.1) 

R. = (0. 5,0. 3,0. 2,0) 
所 有 单 因 素 评判 组 成 评判 矩阵 
0.3 0 
0.5 0.1 
0.6 0.3 
0.5 0.1 
0.2 0 


| 

OO 
COP oO oO DO 
Cl 


将 R 正规 化 得 到 
0.4 1.0 0.6 0 
0.2 0.6 1.0 0.2 
R* =|0 0.17 1.0 0.5 
0 08 1.0 0.2 
10 0.6 05 0- 
不 同 的 顾客 ,由 于 职业 、 性 别 \ 年 龄 .爱好 、 经 济 状况 等 不 同 ,对 服装 的 5 个 因 
素 所 给 予 的 权重 也 不 同 . 现 假设 我 们 选 定 某 类 男 顾客 ,所 给 权重 为 
A, =(0.10,0. 10,0. 15,0. 30,0. 35) 
将 其 正规 化 得 Ač 一 (0. 29,0.29,0.43,0.86,1.0) 
则 选用 MCV, A) 模型 可 以 求 得 此 类 顾客 对 这 种 服装 的 Fuzzy 综合 评判 为 
B =Ay > R* =(1.0,0.8,0. 86,0. 43) 
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B, = SPD) ~ (0, 3236,0. 2589,0. 2783,0. 1392) 
即 对 这 种 服装 :32. 36% FRI; 25. 89% Wl; 27. 83% AK MM; 13. 92% 不 
欢迎 . 
在 顾客 为 女性 ,此 时 
A, = (0.3,0.35,0,10,0.10,0.15) 
A; =(0.86,1.0,0.29,0.29,0.43) 
B% =A% 。R" =(0.43,0.86,1.0,0.29) 
j — 4k48 B, = (0. 1667,0. 3333,0. 3876,0. 1124). = 
例 6.3.5 对 茶 教 师 讲课 质量 进行 综合 评定 . 已 知 
因素 集 USAMA CREE AAR BRED RET} 
评判 集 V= RE, 良好, 一般, 不 好 }. 
对 某 教 师 , 请 奋 于 专家 进行 单 因 素 评 判 , 归 一 化 和 正规 化 评判 矩阵 分 别 为 


0.45 0.25 0.20 0.10 1.00 0.56 0.44 0.22 
0.50 0.40 0.10 0.00 1,00 0.80 0.20 0,00 
R= |0.30 0.40 0.20 0.10}, R* = |0.75 1.00 0.50 0,25 
0.40 0.40 0.10 0.10 1,00 1.00 0.25 0.25 
0.30 0.50 0.10 0.10 0.60 1.00 0.20 0.20 


设 归 一 化 权重 为 4A=(0.3，0.2, 0.2, 0.2, 0.1) ,正规 化 为 A* =(1. 00,0. 67, 
0.67,0.67,0.33). 用 MCV. A) 模型 可 以 求 得 该 教师 的 综合 评判 为 
B* =A* 。R* =(1.00,0. 67,0. 50,0, 25) 
归 一 化 为 B = (0. 4132,0. 2769,0. 2066 ,0. 1033) 
按 MCV, A) 模型 ,其 评判 结果 表明 ,对 该 教师 的 课堂 教学 认为 “优秀 ”的 占 
41.32%,“ 良 好 ”的 占 27. 69%,“ 一 般 ” 的 占 20. 66%,“ 不 好 ”的 占 10.33%. 
HMAV, o 模型 可 以 求 得 该 教师 的 综合 评判 为 
B* =A* RR =(1.0,0. 67,0. 335,0. 22) 
归 一 化 为 B = (0. 4500,0, 3002,0. 1508,0. 0990). 
从 上 面 的 评判 结果 看 ,根据 最 大 隶属 原则 ,结论 是 “优秀 ” g 
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由 于 对 复杂 事物 的 评判 要 涉及 的 因素 往往 很 多 ,而 每 个 因素 都 要 赋予 一 定 
的 权 数 , 故 当 因素 很 多 时 ,必然 存在 以 下 问题 : 
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(1) 权 重 难以 恰当 分 配 . 因为 分 配 权 重 主 要 靠 人 的 主观 判断 , 当 因 素 太 多 
时 ,很 难 判 断 准 确 . 

《2) 得 不 到 有 意义 的 评判 结果 . 当 使 用 MGV，A) 或 MIV，, TI) 模型 时 , 容 
易 错误 使 用 归 一 化 权 向 量 或 归 一 化 单 因 素 Fuzzy 评价 矩阵 . 因为 当 因 素 很 多 
时 , 归 一 化 的 权重 必然 很 小 ,这 样 难以 真实 地 反映 各 因素 在 整体 中 的 地 位 . 
“VY ，A“ 便 会 泥 没 ?大 量 单 因 素 评判 的 信息 ,使 综合 评判 得 不 出 任何 有 意义 的 
结果 . 

我 们 来 分 析 一 个 例子 . 

例 6.4.1 评判 一 批 产品 的 质量 ,有 9 项 基本 因素 , 即 U = {u pug ，…,ue ); 
评判 集 为 V 二 {vi 02503504), 其 中 vw 二 一 等 品 , v= TSR, v= Kah, y= KR 
品 ， 评 判 小 组 由 专家 、 检 验 员 和 用 户 三 类 人 员 组 成 ,他 们 分 别 负责 三 项 指标 ( 因 
素 ) 的 评判 ,比如 专家 负责 U, = {ui ,us ,us3}, 检验 员 负 责 U, = (wus ,us ,ue )， 用 
PRU, =(u,,ug,ug}. 分 别 得 出 单 因素 评判 矩阵 


0.36 0.24 0.13 0.27 

wa 0.32 0.25 0.23 

0.40 0.22 0.26 0.12 

0.30 0.28 0.24 0.18 

R, = o 26 0.36 0.12 0, j 

0.22 0.42 0.16 0.10 

0.38 0.24 0.08 0.20 

R, = |0.24 0.25 0.30 中 

0.24 0.28 0.30 0.18 

将 它们 合 起 来 , 便 得 到 总 的 单 因素 评判 矩阵 
0.36 0.24 0.13 0.27 
0.20 0.32 0.25 0.23 
0.40 0.22 0.26 0.12 
1 0.30 0.28 0.24 0.18 
R=|Rz,!=|0.26 0.36 0.12 0.20 
R, 0.22 0.42 0.16 0.10 
0.38 0.24 0.08 0.20 
0.34 0.25 0.30 0,11 
0.24 0.28 0.38 0.18 
假设 确定 出 权重 分 配 为 


W = (0, 10,0, 12,0. 07,0. 07,0. 16,0. 10,0. 10,0. 10,0. 18) 
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这 很 难保 证 权重 分 配 的 合理 性 . 
如 果 直 接 使 用 MCV. A) 模型 ,Fuzzy 综合 评判 为 
B= (0. 18,0.18,0. 18,0. 18) 
我 们 看 一 看 b 是 怎样 得 到 的 . 
b= Cwm Ary) V Cw A ra) Vee V Cag A rg) 
(0.10 A 0.36) V (0.12 A 0.20) V (0.07 A 0.40) V =. V (0.18 A 0.24) 
= 0.10 V 0.12 V 0.07 V 0.07 V 0.16 V 0.10 V 0.10 V 0.10 V 0.18 = 0.18 
不 难看 出 , R 中 的 第 一 列 元 素 在 “ 取 小 ”时 全 部 被 第 选 掉 了 ,其 原因 在 于 每 个 w, 


都 很 小 . o 
这 时 需 采 取 多 层次 (或 多 级 ) 评 判 来 解决 这 类 问题 . 
多 层次 综合 评判 的 步骤 : 
1. 因素 分 类 
将 因素 集 U = (wi ,ws，…,u,) 按 某 种 属性 分 为 ;类 , 即 
U; = (unui tig ds i=1,2,%,s (6. 4.1) 
它们 满足 条 件 : 


CL) my tng ts +21, =n; 
(2)U, UU, Us UU, =U; 
(3) CY jpa 4 j>U; NU; =O). 


2, 建立 评判 集 

V = {v1 V2 ott Vy) (6.4. 2) 
3. 建立 权重 集 
(1) 因 素 类 权重 集 

设 第 i 类 因素 U; 的 权 数 为 a; (i 二 1,2,…,s ), 则 因素 类 权重 集 为 

A = (a) ay "sa,) (6. 4. 3) 
DARRER 
设 第 :类 中 的 第 7 个 因素 u; 的 权 数 为 ay， 则 因素 权重 集 为 

A; = (a ,Qi Ain o» 1=1,2,°%,5 (6.4, 4) 


4, 一 级 综合 评判 
对 每 一 类 的 各 个 因素 进行 综合 评判 . 设 一 级 Fuzzy 综合 评判 的 单 因素 评判 
矩阵 为 
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第 i 类 因素 的 Fuzzy 综合 评判 为 


ri at rip 
(i) (DD ,,, (i) 
roy r 22 r2p 
B; =A; .+t R; = (aj sag aan ) Fj’ 。 。 = (bn ,bi yt Din) 
(i) (i) (i) 
ra Fn? Tap 


5. 二 级 综合 评判 
二 级 Fuzzy 综合 评判 的 单 因 素 评判 矩阵 ,应 为 一 级 Fuzzy 综合 评判 矩阵 
B; A, °; Ry 
R= Bz _ A, °F R, 
B, A, 。 R, 
于 是 二 级 Fuzzy 综合 评判 为 (如 图 6.4.1 Aras) 


Ay °T R, 
A» oT R, 

B=A», RSA ° . = (6, 162 0 ) 
A, T R, 

A B 


图 6. 4.1 


如 果 有 的 子 因 素 集 U; 仍 含 有 较 多 的 因素 ,可 以 将 LU; 再 划分 ,于 是 有 三 级 模 
型 ,自然 有 更 多 级 模型 ， 

例 6.4.2 现在 我 们 用 二 级 模型 解决 例 6.4. 1 中 的 问题 . 

假定 按 某 种 属性 ,将 U 分 为 三 类 因素 集 
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U,= 


Ui = {u ;U2 ,3 } ’ 


Uy ss stg ss 
{ } 


U; 


: {U7 9 Ug » U9 } 


它们 所 对 应 的 单 因素 评判 矩阵 为 : Ris Ros RORA 6.4.1)， 正规 化 为 


1.00 0.67 0.36 0.75 

R* = |0.63 1.00 0.78 0.72 
1.00 0.55 0.65 0.30. 

1.00 0.93 0.80 0,60 

Rž = |0.72 1.00 0.33 0.63 
0.52 1.00 0.38 0.24 

1.00 0.63 0.21 0.53 

Rž = |0.80 0.83 1.00 0,37 
0.80 0.93 1.00 0.60 


U,,U,,U; 各 自 的 权重 分 配 为 
A, = (0. 30,0. 42,0. 28) 
A, = (0. 20,0. 50,0. 30) 
A, = (0. 30,0. 30,0. 40) 
正规 化 为 
Ar* =(0.71,1. 00,0. 67) 
A; =(0. 40,1. 00,0. 60) 
Az =(0. 75,0. 7551. 00) 
于 是 ,使 用 MOV, A) 模型 容易 算得 一 级 综合 评判 
BY =Ar* 。 R? =(0.71,1.00,0. 78,0. 72) 
Bx =A% 。 RZ =(0. 72,1. 00,0. 40,0. 63) 
Bs =A; - Rý =(0. 80,0. 93,1. 00,0, 60) 
由 此 得 到 二 级 单 因素 评判 矩阵 


By 0.71 1.00 0.78 0.72 
R* = |B} |= |0.72 1.00 0.40 0.63 
B° 0.80 0.93 1.00 0.60 

3 


再 设 Ui ,Uaz ,Us 的 权重 分 配 为 
A = (0, 20,0, 35,0. 45) 
正规 化 为 
A* =(0.44,0.78,1.00) 
于 是 义 有 二 级 评判 问 量 
B* 


A* a R* = (0. 80,0, 93,1.00,0. 63) 
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按 最 大 隶属 原则 得 知 这 批 产 品 为 三 等 品 . O 


$6.5 基于 Fuzzy 数 的 Fuzzy 综合 评判 


现在 考虑 权重 与 评判 结果 为 Fuzzy 数 的 Fuzzy 综合 评判 模型 . 
设 U = {ul ios""" yun) 9 VY 一 La vb], 日 对 任意 单 因素 评判 时 给 出 的 评判 结 采 


YR FV) ,又 设 w 在 综合 评判 中 所 占有 的 权重 为 A; E [0,1] Fuzzy 值 , 见 
定义 2.8.5) ,而且 以 后 还 认为 : 当 v € RAY 时 ,已 补充 定义 Ri(v) =0, we 


R\[0,1] 时 ,已 补充 定义 A; Cw) =0; 并 总 假设 A, ,天 ， ER, i=] ,2,*** oN. N A.,， 
R. € R, 则 由 定理 2. 6.10 MAR, € R, 记 


A,R, +A,R, +: +A,R, = > ,AiR， 
i=] 
A, A; +e +A, = DA 
i=] 
MW DAR A: € R, HOE supp( 334; ， 令 
i=] i=l Zi 


C= SAR, = STA, 
i=] i=] 


则 CE R, 并 将 C 定义 为 Fuzzy 综合 评判 . 设 Cv, sU 0 Ev", W = (wi,， 
We 9 ) CE [0 ,1]”， 并 且 W 关 0， 即 Jj? = (1,2, sm}, 使 w; Æ 0, i 


"n 
> wivi 


i=l 一 也 (6.5.1) 


n 


Bw (01 902 > Un) 一 


i=1 


MATERE IMA 
Clwv) es oA A; Cw) | A (A RCo) | Yve V 
(6.5.2) 
依据 式 (6. 5. 2) 可 以 寻求 一 种 计算 C 的 方法 . HE, TOR th MP A. 
引 理 6.5.1 gw (UUs Up) 具有 如 下 性 质 : 
(1)24 w, Æ 0 Ws gw (UU Un) 关于 v, 是 严格 单调 增 的 . 
(2) gyl U st) 关于 wi Av, 汪 区 时 是 严格 单调 增 的 ; 当 vi 到 二 时 是 
严格 单调 减 的 ; 当 vi = UR Bw, 无 天 . 
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证 明 (1] ) 当 Cv; s UD ttt Un) 中 仅 有 Uk 取 增 量 Av, 时 , gw (vy 9 U2 sty Up) 
取 增 量 
S wiv -+ w, AV; — >) wv, 
i=] 


;二 1 _ Ww, Au, 


Sw, >) w,; 
i=] i=] 
即 当 w, Æ O0 时 ， gw (v ? U2 ttt Un) 关于 Up 是 严格 单调 增 的 . 
(2) 当 (w 9 Wo stt W) 中 仅 有 Wy HY 18 A Aw, 时 , gw Cv, 3 Uo s**t) 取 增 
量 
S wv; + Awyv, X wv; 
i=] _ i=l 


— Cv, 一 vi Aw, 


>) w; + Aw, >w, >) w; + Aw, 
— a : 


i 二 1 i=] 


即 对 确定 的 /gw 《vi ,v2 ，…,v,) 关于 wi Yo, > oP EY 4 v, <0 
时 是 严格 单调 减 的 ; 当 vw = 0 OT, h 5=( Dw, + wo) / Dyw 求 出 去 得 二 一 


ixl 

Dwr, Pw, Bp v5 w, TX. 上 
izi izi 

定理 6.5.1 设 A,RiER, 且 0Esupp(A),C= WAR, + SA € 

i=] t=] 

(0,1], ic 

C, = [CY ,C2 ] ， (A,;), 一 [La sas |, CR;), =[ro? wri? |, t=1,2,¢¢ 7 
则 


n 
人 >》 afr 


(1) Cy) 一 二 -一 (6.5.3) 
Save 
t=] a 
AS ri? > CP af, i =1, 4r < CY Bt, i, =2. XES i, 使 R: P) =a 
或 A, (aie?) =a, W CCCP) =a. 


n 
Dar ® 


(2) C 二 全 一 一 一 (6. 5. 4) 
date 
i=] 
HS ro SCY Bt, i, =2, 4r? << CP h, i=l. NEA i, ER C2) =a 
BA; (ai?) =a, 则 CCC) =a. 
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WEAR 由 定理 2.5.2 和 定理 2.6.9 及 0Esupp(A,) (i 二 1,2,…,n ) 的 假设 
立即 可 以 推 知 


2 Ci) 


CY 一 min 二 -一 一 z TF =1,2 (6. 5. 5) 


Sat 
yer } Ci) 


C2 = max = 
G) 
因为 式 (6. 5.5) 的 最 小 值 是 可 以 达到 的 ,可 以 设 
Sale? 


CP 一 一 一 一 (6.5.7) 


yay 


MW i,=1. BAR, FERC. 5. DRERI 使 一 2. POTHMAR PH ry, 
Hre >rP, UE iP RRP. CI? 的 值 减 小 ,这 与 式 (6. 5.5) 不 符 . 又 
由 引 理 6.5.1(2) BA, BrP > CY A, ee, = 1; Yr P< Cl? 时 ,应 取 
,二 2; 4 rP =C. 时 , 因 C Sale? 的 取 值 无 关 , 可 以 约定 取 i, 二 1. RA 
ee s 总 有 A, a) DS a, ROS) 2a, Cs = 1,252). RE i, 使 
RP) =a RA, (a) =a, HCCC) =a. 这 就 证 明了 定理 中 的 结论 (1) ,类 
似 地 可 以 证 明 (2)， 

虽然 式 (6.5.5) 与 式 (6.5.6) 给 出 了 CY? SCY 的 计算 方法 ,但 因 需 要 在 2” 
个 数 中 寻找 最 小 值 和 最 大 值 , 当 很 大 时 ,常常 是 很 难 做 到 的 . 根据 定理 6. 5. 1 ， 
给 出 CW 的 有 效 算法 如 下 (对 CO 算法 是 类 似 的 ). 

if A,,R, € R, AL suppA; CG (0,1],suppR; SZ V =[a,b], a € (0,1], id 
(A,), =[al aP], CR), we ra b i=l, 2n, HA i ER COP) = 
KARE rie Sre So r o BM BERA HRS. 

OED =r , MTER W = Can sty yeu), 痢 有 


ii =1,2 (6.5.6) 


b=] =r), i=],2, „n (6.5.8) 


则 gw Oi? r oS?) 的 值 与 W 的 选取 无 关 . 可 以 按 约定 取 w =a ,i==1， 
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2 ， "on, FE faj (6). 
(2) 1% rip < rv 9 则 对 于 任意 W = Cw, Wg °°" Wa) s 都 有 


rib < 一 二 < 六 (6.5.9) 


由 定理 6. 5.101) ,应 取 w =a, w, =a. 
现 设 已 取 定 ， Wy =a? stt Wh =q? ; Wy 一 ae ot WW, 一 CO thk, > 
k< nl. 

DAU PAT REAL OAT BL. 


(Da 十 Sa | < Sas D 二 Sar D (6.5.10) 
i=] jua-l i=] juni 
Sal (2) r + Sa (Dy (1) < rV, .( a? 十 a? | (6.5.11) 
i=] j=n—i > Le 
则 对 应 地 ,对 于 任意 | 以 下 两 个 不 等 式 也 至 少 有 一 个 成 立 ， 
k n—i-1 
Sart (1) + 5 aP r D 十 > wr o) 
TEV a < Se a (6.5.12) 
X jag (2) 十 > 01) 十 ` w, 
i=] juni t= k41 
k n n—i—] 
Sar 十 > a PG (1) + `> wr (1) 
fei Spee ee gD (6.5.13) 
ja 十 >> a? 十 5 w, 
i=] jun-l t=k+] 


由 定理 6.5.1(1) ,当前 一 不 等 式 成 立时 , AX | =a a} 而 当 后 一 不 等 式 成 立 
时 , 则 wn = An 1,0. 


(4) iW 
k k 
Sart (1) 十 5 ayer ta < < ri. (Da 十 ST a P) (6. 5. 14) 
i=] j=n—i i=1 pon—l 
因为 对 任意 s >k, 都 有 rE Sri, 
k 


Sa! D,D 十 Sare (1) <P (Ra (2) 十 Sia P) (6.5. 15) 


i=] J=n—i i= j=n—l 


从 而 对 于 任意 Wki 0r Wail’ 都 有 


296] i at 


n—i-—] 


De 2) pO 十 ST a! 1) rD + >, wri? 


in th g (6.5.16) 


n—i—] sa 


as? 十 Sa + S) w, 


1 juni t=k+] 


由 定理 6.5.1(1) 应 取 w, Tee SEE Ten BS 
(5) 设 对 于 任意 II <i<n) 


(Da 十 Sa 2 | < Daly D Sa Dyr D (6. 5. 17) 


juacl joa-l 


BRA P EER <n 全 都 有 rm <ra M 
2 ( Se (2) 十 Sa p) < Yet (2) rD + Sa (1) 01) bp=k+1l,*,n—i—]l 
ja F ja , 9 4 


a 


] 


i= jJo=a—l J 一 下 一 ! 
(6.5.18) 
从 而 对 于 任意 we wy 都 有 
n—i—] 
dal (2) rD 十 Sra D, D 十 5 wr D 
re Sr ar o Pkn ae 
Dah + Sal D w 
i= j=n—i t=k+1 
(6.5.19) 


由 定理 6.5.1(1) 应 取 w, 一 ap p=k +l, n—l—1, 转向 (6) 
(6) ££ Th) 9 Wo o°** Wa HERET, 即 可 得 


salir ) (1) 


ce -si (6. 5. 20) 


yay ) 


且 当 rP S>clR,i.=1, 4 r? <eo 时 , i =2. NAA i, ŒR OP) =a, 
则 由 式 (6. 5.2) 知 CCL?) =a 
此 外 , 当 a 王 0 时 ,只 需 取 定 
[aP a J=suppA,, [rP , r? ] = suppR;, (6. 5, 21) 
(这 里 suppA， ,suppR; TILER A: R: 文集 的 闭 包 ) 上 述 算法 仍然 是 正确 的 . 

B 6.5.1 若 需 就 “ 抗 压强 度 ”“ 纵 波 速度 ”“ 节 理 状态 ”“ 地 下 水 ”和 “地 应 
力 ” 等 5 个 因素 对 岩 体 进行 综合 评判 . 采用 计 分 的 方法 ,对 茶具 体 崇 体 ,经 实地 
试验 .测量 ,对 上 述 5 个 因素 进行 单 因 素 评 价 , 获得 如 图 6. 5. 1 所 示 的 5 个 
L0,100J 上 的 Fuzzy 集 . 经 专家 评论 ,认为 各 因素 在 评判 中 所 占 权 重 可 以 用 图 
6.5. 2 中 的 5 个 [0,1]j 上 的 Fuzzy 集 表 示 . 
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O14 18 25 35 Y 
(a) 抗 压 强度 


O45 55 60 70 Y O 75 78 82 85 v 
(b) 纵波 速度 (c) 节理 状态 


R,(v) Rv) 


O 3335 42 45 v O 55 58 62 65 v 
(d) 地 下 水 (e) 地 应 力 


图 6. 5.1 


先 取 定 a=0.5, 得 
(Ri)os =L16,30], (R,)os =[50,65], (Rs)os =[76.5,83.5] 
(Ri)o s =[34,43.5], (Rs)os 一 [56.5,63.5] 
(Ai)os =[0.19,0.235], (A,)os =[0. 145,0.18], (A;), s =[0. 21,0. 275] 
(Ai)o s =LO. 22,0. 28], (A;)os =[0.11,0.145] 
AA r s =16 < ri) 一 34 < r9}; =50 <r), =56.5< rs? ; =76.5, W 
应 取 wi 一 al0.5 = 0.235, w =a$!})} 5 =0. 21; RA 
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O 0.18 0.20 0.22 0.25 W 
(a) 抗 压强 度 


O 0.14 0.15 0.16 0.20 Y 0 0.20 0.22 0.25 0.30 ” 
(b) 纵波 速度 (c) 节理 状态 


Aw) Aw) 


00.20 0.24 0.26 0.30” O 0.10 0.12 0.140.15 W 
(d) 地 下 水 (o 地 应 力 


图 6. 5.2 


(0,235 +0.21) X 34% 15.1 < 0.235 X 16+ 0.21 X76.5 = 19.8 
< (0.235 -+0.21) X 56.5 = 25.1 
故 应 取 wi 一 a40.5 = 0.28, ws =a$ls 5 =0. 11; 最 后 由 
(0. 235 十 0.28 十 0.11 十 0.21)X50 一 41.8 
> 0,235 X 16 +0.28 X 3440.11 X 56.5+0.21 X 76.5 =35. 6 
应 取 w, 二 a s =0.145. 从 而 得 


_ 9.235 X 16 +0, 145 X 50 +0,21 Xx 76.5 + 0. 28 X 344-0, 11 x 56.5 


(1) 
Co.5 0. 235 +0. 145 +0. 21 +0. 28 +0. 11 


第 6 章 Fuzzy 综合 评判 Oe 279 


=z 43. 68 
类 似 地 讨论 ,可 得 
Ce 0.19 X 30 + 0. 18 X 65 + 0. 275 X 83. 5 +0, 22 X 43, 5 +0, 145 X 63.5 
0.19 +0.18 +0.275 +0.22 +0. 145 
az 58.55 


用 同样 的 方法 ,对 分 别 a = 二 0,0. 25,0.75,1 进行 计算 ,计算 结果 列 人 表 6.5.1. 


6.5.1 


由 以 上 所 得 计算 结果 ,近似 地 描绘 出 Fuzzy 综合 评判 C MRR PAR Cv) 
的 图 形 如 图 6. 5. 3 所 示 , 且 从 图 6. 5.3 中 可 以 看 出 ,在 [40. 61,46. 84] 和 [54. 40, 
62. 67] 上 ,CCv) 近似 于 直线 . 这 个 结果 说 明 该 岩 体 的 总 评分 介 于 47 分 到 54 分 
之 间 , 且 最 低 不 低 于 40 分 ,最 高 不 高 于 62 分 . 


0.50 [--------7-- 


— = CO ee — eo = = =- = n m a = 


— = a e m aye — 


A 


0.25 +--—-- -dT 


40.61 42.14 43.68 45.25 46.84 54.40 56.48 $8.55 60.62 62.67 Y 
图 6.5. 3 
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复杂 的 计算 过 程 和 较 大 的 计算 量 可 以 交 给 计算 机 完成 . o 


Fuzzy 综合 评价 模型 、 群 组 决策 Fuzzy 模型 (fuzzy model of group 
decision) . Yager 加 权 目 标 方 法 (Yager's weighted goals method) #0 Fuzzy 层次 
分 析 (fuzzy analytic hierarchy process) 都 属于 Fuzzy 多 属性 群 组 决策 理论 
(fuzzy multi-attribute group decision-making approaches) ,这 些 理论 之 间 有 着 
密切 关系 ,可 以 查阅 相关 文献 (Blin，1974;，Bozdag， 开 ahraman，et al. , 2003; 
Chuu, 2009; Kahraman, Ruan, et al., 2003; Laarhoven, Pedrycz, 1983; 
Wang, Chin, 2008; Wang, Elhag, et al. , 2006; Yager, 1978; Zimmermann, 
2001). KT Fuzzy 决策 问题 我 们 将 在 第 14 章 中 讨论 . AT Fuzzy 综合 评价 方 
法 具有 计算 简单 .容易 建 模 等 特点 ,在 各 个 领域 都 能 找到 其 应 用 (Chang，Chen， 
et al. , 2001; Chen, Yang, et al. , 2002; Lu, Lo, 2002; Lu, Lo, et al. , 1999; 
Sun, Ge, et al. , 2001; Wu, Wang et al. , 1996) . 
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第 7 章 Fuzzy 关系 方程 写 Fuzzy PE Me 


在 Fuzzy 综合 评判 中 ,由 于 权重 分 配 A 的 确定 并 无 通用 公式 ,所 以 A 的 确 
定 的 正确 与 否 往 往 只 能 取决 于 专家 的 判断 或 经 验 , 而 这 些 叉 是 很 难 用 数学 公式 
表达 出 来 的 . 由 尺 和 B 反 过 来 求 A4, 有 利于 总 结 专家 的 经 验 ,使 A 的 确定 得 到 
量化 . 从 这 个 角度 来 看 ,综合 评判 的 逆 问 题 比 其 正 问题 更 有 意义 . 


输入 A R 输出 B =? 输入 A=? R 输出 B 
A-R=B A-R=B 
JE fa) wi [al 


这 样 Fuzzy 关系 方程 的 求解 就 显得 很 重要 . Fuzzy 关系 方程 理论 由 Sanchez 
(1976) 提 出 ,后 来 许多 研究 者 从 不 同 角度 进行 了 推广 和 完善 . 下面 对 各 种 形式 
的 Fuzzy 关系 方程 进行 全 面 的 讨论 . 本 章 首 先 讨论 (区 间 值 . 格 值 )Fuzzy 关系 方 
程 的 概念 及 其 解 的 性 质 ;然后 详细 介绍 最 大 一 最 小 型 Fuzzy 关系 方程 的 各 种 求 
解 方 法 一 一 Tsukamoto 方法 .Fuzzy 和 矩阵 变换 法 有效 路 径 法 .保守 路 径 法 与 三 
角 分 解法 等 ;介绍 最 大 一 乘积 型 Fuzzy 关系 方程 的 求解 .应 用 于 格 化 线性 规划 的 
Fuzzy 关系 不 等 式 的 求解 以 及 与 Fuzzy 聚 类 分 析 中 Fuzzy 相似 关系 相关 的 变 次 
Fuzzy 相似 关系 方程 的 求解 方法 ;最 后 讨论 与 Fuzzy 关系 方程 紧密 相关 的 Fuzzy 
矩阵 的 各 类 广义 逆 一 一 最 大 一 最 小 型 广义 Fuzzy HEE, TEM a 型 广义 Fuzzy 
Wi Fe MAA Fuzzy BRM MURR Mw. 


$7.1 Fuzzy 关系 方程 的 性 质 


SE FUXW) ,而 Fuzzy 关 系 XEGGXW) 未 知 ,X 满 足 


RxX=S (7.1.1) 
mMmeEMQEFVXW), SECFUXKW) RKRXECFUXYV) ,使 得 
X*Q=S (7.1.2) 


WeRR*X =SMRX*Q=S BREF X W Fuzzy 关系 方 程 (fuzzy relation 
equation). 其 中 x 是 Fuzzy 关系 间 的 复合 运算 . 
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利用 Fuzzy 关系 的 逆 ( 对 应 有 限 论 域 上 Fuzzy 和 矩阵 的 转 置 ) ,方程 RRxX= SA 
X*Q= S 从 形式 上 可 以 相互 转换 .所 以 今后 的 讨论 主要 针对 方程 Rx X= S. 

定义 7.1.2 (LX BAR « X=S, MERX 是 方程 R « X=S HH (solu 
tion) ,同时 称 方程 Rx X=S aR) (solvable). 记 方 程 Rx X=S 的 全 体 解 为 
X (R,S)={X EF(VXW) |R¥X=S) RT; 

(2) 若 存在 X(X,) EX., AVX EX. RE XOXK(XDX,), WH 
X(X,) 为 方程 Rx X=S 的 最 大 解 ( 最 小 解 ) (greatest (least) solution); 

DOE Xe E 2, [HR VXDX,, MAXX, WRX, AWER* X= 
S 的 拟 极 小 解 (quasi-minimal solution); 

(4) 若 X(X,) € 4 。, 使 得 如 果 XEY.， 且 XSXICX CX), WX= 
X(CX 一 Xia )， 此 时 称 XXa) 为 方程 Rx X =S 的 极 小 解 ( 极 大 解 ) (minimal 
(maximal) solution). 方程 Rx X =S 的 极 小 解 集 记 为 XX(R,S) aX 2, 

根据 复合 运算 * 的 不 同 定 义 , 可 以 得 到 不 同类 型 的 Fuzzy 关系 方程 . 目前 
主要 讨论 : 

(D V—T (e,) 即 最 大 一 丁 型 Fuzzy 关系 方程 . 特别 地 ， 

ST=A f, V—-A C) 即 最 大 一 最 小 型 Fuzzy 关系 方程 ; 
x T = AT, V—- (+) 即 最 大 一 乘积 型 Fuzzy 关系 方程 . 

(2) 人 一 ar(Cx 一 ar) 即 最 小 一 ar 型 Fuzzy 关系 方程 . 

MF BAX, (RLS) HAL (R,S) ,对 于 。 复 合 %，(R,S) 简 记 为 
KRS) HT- RET, CRS) 简 记 为 %.(R,S) ,而 对 于 a BEX, ，(R,S) 
简 记 为 &。(R,S) . 以 下 均 设 T 是 对 V 无 穷 可 分 配 的 t- 模 . 

定理 7.1.1 (Pedrycz, 1982aizK RE FUUXV),SEFUXW), W 
XRS) AD KHNA R'a S 为 其 最 大 解 . 

证 阴 充分 性 显然 , 下 证 必要 性 . 

wR, SAS MW AXECFVXW) ,使 得 R。 X=S, 由 定理 3.4. 15 
(2) 49 

X CR a(R- X)=R Ig. S 
又 由 定理 3.4.2(1) 及 定理 3.4.15(1) 有 
S=R°,XCRe,(R'a, S)CS 
因此 Rola, SE X,(R,S) HV XE Ii(R,S) BAR XCOR'e,S, W R'a SẸ 
X: (RS) A Ø 的 最 大 元 . o 
定理 7.1.2 BRREFUXV),SEFUXW), H 
X- (R,S) £ Ø= V; {RCu,v)} > Vy {(SCu,w)},Wu E U (7.1.3) 
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证 阴 ik XC F,CR,S) MVvVwew, 
V (Rlu.w} > V (Ru,v) T X(v,w} 
vEV vE V 
=(Re, X)(u,w) =Slu,w), Vu E€ U 
从而 由 双 的 任意 性 得 证 V, (Ro) 之 V {(SCu,w)}, Yu EU. [L 
定理 7.1.3 RREFUXKV),SEFUXW),W 
(1) XI € Ki(R,S),R .+ X, CS 或 X, EX: RS, Re, X, CS 
>X, U X, E X-(R,S); 
(2) Xi € X- R,S, R X% DSMX, € Wi(R,S), R. X; DS 
>X NX: € X-(R,S) ; 
(3) 民 。 X DS, R- X ZS X ©XCX,>X € F-CRSS). 
证 明 (1) Re1(X) U X) =Re, X URe, X,=S. 


w 


(2) 类 似 (1) 可 证 . 
BR, X DS, Re, X} ZTS, X CXEX>SETR., X CR., XC 
Re, X, CSR, X=S>X € Hi(R,S). 口 


定理 7.1.4 WREFUXV),SECFUXW), M X,(R,S) AS 4B 
M4 RT >, S 为 其 最 小 解 . 
证 明 ”充分 性 显然 . 下 证 必要 性 . 
设 % (RS) 4D MIAIXCFVXW) ,使 得 Re X=S, 由 定理 3.4. 15 
(1) 得 
XDR” o, (Ra; X)=R 2, S 
又 由 定理 3.4.11 及 定理 3.4.15(2) 有 
S=Ra, X D Raz(R! >, S)DS 
因此 R o SEX (R,S) A VX E &(R,S) PBA XDR>,S,MR'>,S 
Ær, (R.S) 的 最 小 元 . LJ 
类 似 定理 7.1. 3 可 证 以 下 定理 . 
定理 7.1.5 WMREFUXV),SEFUXW),N: 
(1) Xi € ¥,(R,S), Ra, X D SÈ X, € X,(R,S), Ra, Xi D S> 
X, NX; € X, (R,S) ; 
(2) Ra; X, DS, Ra: X © S,X, TXT X, >XE WR,S). 


§ 7.2 区 间 值 与 格 值 Fuzzy 关系 方程 的 性 质 


在 3 3.10 中 我 们 讨论 了 区 间 值 与 格 值 Fuzzy 关系 ,下面 讨论 区 间 值 与 格 值 
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Fuzzy 关系 方程 . 

定义 7.2.1 设 U,V,W 为 非 空 论 域 , 且 已 知 区 间 值 Fuzzy KR RE F,(U 

xV), SEF; UXW) ,而 区 间 值 Fuzzy KR X CF,VXW) 未知,X 满足 

R*X=S (7.2.1) 
WH R x X=S EATX 的 区 间 值 Fuzzy 关系 方程 . 其 中 * 是 区 间 值 Fuzzy X 
系 的 复合 运算 . 

与 Fuzzy 关系 方程 相同 ,类 似 定义 区 间 值 Fuzzy 关系 方程 的 最 大 解 、. 极 小 解 
等 概念 ,同样 我 们 也 主要 讨论 最 大 一 丁 型 区 间 值 Fuzzy 关系 方程 CV 一 T (,) ) 
和 最 小 一 ar 型 Fuzzy 关系 方程 (A~a C * 一 aT) ). 特别 地 , 当 T=A 时 ， V 一 
A CO 即 最 大 一 最 小 型 区 间 值 Fuzzy 关系 方程 ; 当 T=. 时,V 一 " (+) 即 最 大 一 
乘积 型 区 间 值 Fuzzy 关系 方程 . 

EX, (RS) ={X € F,V KW) |R*X=S), MF e BAX, (R, S) 简 记 
AX, (RS) Fa BAX. (RLS) WATR, S. UTE T X V 是 无 
穷 可 分 配 的 t- 模 . 类 似 Fuzzy 关系 方程 的 证 明 方 法 ,我 们 得 到 区 间 值 Fuzzy 关 
系 方 程 有 下 列 类 似 性 质 : 

定理 7.2.1 WREF,UXV),SEF,UXW) NI-RHASY 
且 仅 当 R ar S 为 其 最 大 解 . 

定理 7.2.2 HREF,UXV),SEF,UXW) ,Ml 

N(R,S) £ Ø=> V, {(R(u,v)} > Vy {(SCu,w)},Vu EU (7.2.2) 


模糊 理论 基础 


定理 7.2.3 WREF,UXV),SEF,UXW) Ml: 

(1) Xl EZ RS, Re, X, DSMX, € X,(R,S), Re, X DS 
>X UX, € &.(R,S) ; 

(2) Xi E X,(R,S), Re, X TSX, € X.(R,S),R°, X, CS 
=X, UX: € 2,(R,S) ; 

(3)R°, XI DS, Re, X,CS,X, XC X,>X € WR,S). 

定理 7.2.4 BRREF,UXV),SEF,UXW) MM XC(R,S) Ø % 
HARK R”! >, S 为 其 最 小 解 . 

定理 7.2.5 WREF,UXV),SEF,UXW) MM: 

(1) X, € ®,CR,S), Ra; X D SMX, E€ WX (R,S), Ra, X, D S> 
Xi 门 X € FCR,S) ; 

(2) Ra, Xi DS, Ra, X © S,X CK CG X,>X EX CR,S) 


定理 7.2.6 WT AEZ te, R=[R,R] E F,UXV) MS=[S,S]E 
F (UXW) , 则 X=[X,X] E81(VXW) BR, X=S 的 解 的 充分 必要 条 件 
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是 XE€ i(R,S) , XE Xi(R,S) KHAXCY, 
证 明 必要 性 设 X 一 [X,X] EF (VXW) BR» X=S 的 解 , 则 
Yy (uw) E U x W,R T X (usw) = V {R(u,v) T XC(v,w)} (参见 定义 3. 10. 2) 
veVv 
=V {[R(u,v),R(u,v)] TLX(v,w),X(v,w) ]} 
vEV ~~ 
一 [LV (Rv) TX(,w)}, V (Ruvo) 下 多 (v,tw))] (参见 定理 3.10.1) 
veV _ vEV 


=[S(u,w),S(u,w)] 
所 以 V {Rl(u,v) TX(v,w)} =Slu, w) 


vEeV 
V {R(u,v) T X(v,w)} = S(u,w) 


v&V 
BD X € X,(R,S),X € Wi(R,S) HAXCY, 

充分 性 BEX E X-(R,S), XE i(R,S) ,并 且 XCX, 则 由 上 述 证 明 反 
HES X=(X,X] Re, X=S 的 解 . 口 

定理 7. 2. 6 给 出 了 一 种 通过 解 Fuzzy 关系 方程 R。 X=SHR-.Y=Sifi 
求解 区 间 值 Fuzzy 关 系 方程 -X= S 的 方法 . 值得 注意 的 是 , 若 X € 和 % (R,S)， 
XE X.(R,S) , 则 并 不 一 定 有 XX 己 Y. 

例 7.2.1 对 于 最 简单 的 区 间 值 Fuzzy 关系 方程 [0.5,0.8] A [x,y] = 
[0.5,0.8], 0.5 A z=0. 5 的 解 集 为 [0.5,1], 0.8 A y=0. 8 的 解 集 是 [0. 8,1], 
虽然 按 普通 区 间 序 关系 (0.5,1] <0. 8,1], 但 对 于 zx €[0.5,1],y€ [0.8,1] 
AER KY. O 

定义 7.2.2 RUV W 为 非 空 论 域 ,日 已 知 格 值 Fuzzy 关 系 RE ZF 1 UX， 
SEF, UXW) ,而 格 值 Fuzzy 关系 XC ALV XW) KAX BE 

Re- X=S (7.2.3) 
则 称 Re X=S 是 关于 X 的 格 值 Fuzzy 关系 方程 或 L-Fuzzy 关系 方程 . 其 中 。 是 
格 值 Fuzzy 关系 的 复合 运算 (参见 定义 3. 10. 2). 

关于 格 值 Fuzzy 关系 方程 解 的 概念 与 复合 记号 与 (区 间 值 )Fuzzy 关系 方程 
类 似 , 并 且 仍 置 UCR, S={ XE F,VXW) |ReX=S). 以 下 假设 是 可 分 
配 的 完备 格 ,我 们 容易 得 到 格 值 Fuzzy 关系 方程 的 性 质 . 

定理 7.2.7 (Sanchez, 1976) BREF, UXV),SEF,(UXW) ,Il 
ECR, S) AO KHN RS 为 其 最 大 解 . 

定理 7.2.8 REF, UXV), SEF, (UXW),H 

XR, S) £ Ø> V {R(u,v)} > Vy {Slu,w))}, Yu EU (7.2.4) 


定理 7.2.9 REF, UXxXV), SEF, UXW) ,NY. 
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(DX EC(R, S)，RXCS 或 X，E TCR, S), Re X, Z S> 
X U X, E FCR, S); 


(2) X, EF(R, S), Re X% DSX, € ECR, S), R» X, D S> 
X, NX: € ECR, S); 


(3) Re X, DS, R-X ZS, X CX CX,>X € TCR, S). 


$7.3 最 大 一 最 小 型 Fuzzy 关系 方程 


4 T =A Rf, R. X=S 称 为 最 大 一 最 小 型 Fuzzy 关系 方程 ,并 且 


rR,S) =(X € FV XW) |R. X=S} (7.3.1) 
b, Q& 

aa A -| (7.3.2) 
l, a< b 


在 本 节 中 多，(R,S) Sa, 简 记 为 % (R，S) 与 wy 由 定理 7.1.1 知 对 于 


R- X=S LR, DAS 4AMY4 RIS 为 其 最 大 解 ， 进一步 我 们 可 以 得 
到 | : V Cv w) € VXW 


R? aS (u, w)= A {R (us, w aS (u,w)} 
“ue 


= A {(R(u,v)aS (u,w)} = A {S(uyw) | Ru,v) > SCusw)}. 
“ue u€ 
定理 7.3.1 BRREFUXV), SEFUXKW) MM Viv.w EVXW 


R- laS (v ,rw) A {Sl(u,w) |R(u,v) > Slu,w)} (7. 3. 3) 
“EU 
0.5 0.8 0.2 0.4 0.5 0.7 
$i 7.3.1 (1) 设 10.9 0.3 0.8 0.6|。X 一 |10.8 0.4], 
0 0.4 0.5 0.1 0.6 0.4 
则 由 于 0V0.4V0.5V0.1 一 0.6, 故 由 定理 7.1.2, 方 程 无 解 ， 


0.3 0.7 0.6 N 0. 2 
ousar [P 0 9]. |- esos 
0.5 0.2 0.4 0.4 


T3 
, 0.3 0.5 0. 2 
0.3 0.7 0.6 0.2 0.2 
a = 10.7 O.2la = 10. 2 
0.5 0.2 0.4 0.4 0.4 
0.6 0.4 0. 2 


但 (0. 2,0. 2,0. 2) 不 是 方程 的 解 ,从 而 关系 方程 无 解 . 该 例 说 明定 理 7.1. 2 的 
充分 性 不 成 立 . 


0.8 0.5 0.6 
(3) 对 于 关系 方程 | | 


0.5 0.8 
0.4 0.8 0.5 


一 一 Bet 4 
= , 求 
0.6 s BOR 
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, 0.8 0.4 0.5 1 
0.8 0.5 0.6 0.5 0.8 0.5 0.8 
aw = |0.5 0.8|a = 10.6 0.7 
0.4 0.8 0.5 0.6 0.7 0.6 0.7 
0.6 0.5 0.5 1 
0.5 1 
0.5 0.8 
从 而 R > (R’aS) = DE 07 =S. 故 原 方程 有 解 , 最 大 解 是 0.6 0.7). D 
0.5 1 


求 出 一 般 Fuzzy 关系 方程 的 全 部 解 是 不 容易 的 ,下 面 对 论 域 是 有 限 的 情形 
进行 讨论 . 这 时 RX.S 都 可 以 用 矩阵 表示 出 来 ,如 果 R= [r] e Loe”, 
X =[z,z]€ (0,1), S=[s;] € [0,1]”™, 则 R。X=SOR.X,=S;,j=1, 
Zycee als 其 中 


Tij Sij 

T2; $2; 

X; = ， 9 S; = 。 

Taj Snj 

所 以 下 面 讨论 下 列 形式 的 Fuzzy 关系 方程 
ri 六 2 Tin T] S] 
7 21 120 Y?n T? So 
o = 

F ml Y m2 F mn Tan Sm 


‘Car A x1) V (rig A To ) V vee Vy (rin A Zy) 一 51 
Cro, A Xx) V (roe A Xo) V “ee V (ro, A Xn d=So 


Crm A TDV rm A 229V O V Ginn A En) Sm 
7.3.1 Tsukamoto 方法 


首先 容易 证 明 下 列 结论 : 

定理 7.3.2 设 R=[r;j] € [0 ,S=[s;] € [0,1], W X= (2, 
zz Tn) 是 R。X=S 的 解 的 充分 必要 条 件 是 Yi,j,r; Axis B Yi, Jjo 
满足 ri, 人 Xj FSi 

推论 7.3.1 X =x, stone ry) FEO, AX) V Cre Ata) View VG, 
A aa) 二 ;的 解 的 充分 必要 条 件 是 Vir Nz Ss; A dio 满足 r; A z; =s. 

由 定理 7. 3.2 知 ,Fuzzy KENE Re X= S 的 求解 问题 变 成 了 最 简单 情形 

rNa=s5rAakxs 
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的 求解 问题 . 容易 求 得 "> Acs 的 解 
{s}, r>s 
se fo r=s 
D, ros 
AZ 工 委 5 的 解 
ed r>s 
[0,1], r<s 
将 r AZz=:* 与 rAz 委 的 解 写 得 简洁 一 些 , 引 入 下 面 的 算 子 ,Ya',oE [0,1] 


{b}, a>ob 
[0,6], a> b 
bea =<[6,1], a=b, bêa = 
[0,1], axb 
Ø, a< b 


则 x Az=s 的 解 zEsrirAz 委 的 解 zE sr. 为 了 简单 起 见 , 记 单 点 集 b) 
为 b. 
对 于 mr ，…rosE[Lo,1j, 引入 区 间 向 量 
Y = (ser, er, Er) 
Y = (£r ,Er2 Er, ) 
由 推论 7. 3.1 知 ;车 Y 的 第 i 个 分 量 非 空 , 则 将 Y 的 第 i 个 分 量 换 成 Y 的 第 i 个 
分 量 得 一 个 解 问 量 
W; (Sri, Er jy ET; SET igot ET,) 
否则 , W =O. 由 此 我 们 得 到 以 下 定理 . 
定理 7.3.3 Fuzzy 关系 方程 (ry Ax) VO, A 22) Voe VG, AZ) = s 
有 解 的 充分 必要 条 件 是 存在 io E {1,2,…,n}), 使 得 er, AD, WA eR 
AW, UW, U U W,. 
例 7.3.2 ”对 于 Fuzzy 关系 方程 (0.8 Ar) V (0.5 Ar) V 0.2 Ar) = 0.5, 
容易 计算 了 一 (0. 5e0. 8,0. 5s0.5,0.5es0.2) 一 (0.5,[0.5,1], 弛 ) 
Y 一 (0. 580.8,0.580.5,0.580.2) 一 ([0;,0.5],[0,1],[0,1]) 


由 此 得 W, =(0.5,[0,1},[0,1]) 
W, =(L0,0.5],L0.5,1],[0,1]) 
W, =Ø 


从 而 原 方 程 的 解 集 为 (0.5,L0,1],[o,1j) U (Lo,0.5]j,L0.5,1j,[o,1). O 
对 于 一 般 情 形 的 方程 
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ml 7 12 Mn T] 5] 
F23 r22 Fon Ty So (7.3.4) 
Tml Fm2 Y mn En Sm 


易 见 该 方程 的 解 是 下 列 m 个 方程 的 解 集 之 交 . 
(ra A a1) V Gig A 22.) VV On A tad Ss; TH1,2 50+ 5m 
今 
S1E7 11 SiE7T12 UT SIET in 


S27 €? 21 $2€1 29 s. S52 E7 on 


Y= 
SmET ml SmET m2 ” SmET mn 
$14] S187 12 “ee $1 & in 
yy 52E7 21 59 €F 92 n. SIEF on 


SmE ml SmE m2 “ee S mE! mn 


这 时 站 是 集 值 矩阵 (有 的 元 可 能 为 O, 其 他 元 为 区 间 值 ), Y 是 区 间 值 Fuzzy 4# 
阵 . 对 于 1 = 1,2, m, E SET jg (a) 天 DB, q(t) € {1,2,.…,n}, 则 将 Y 中 的 
SÈT igi) 换 成 Y 中 对 应 位 置 的 S iET jg (i) 得 下 面 的 区 间 值 Fuzzy 和 矩阵 


W a) .¢(2) 9 -gm = & (w; (qg(1),q(2),°° LMY) ) nxn 
SiEr ig()» J = QQ) 
i C1), C2) 08, ( ) ) 一 9 
其 中 wad 4 Tam Z SE7;， jA%QQ) 
i=1,2, womsj=1s2 2 


dq) € 2 使 得 SEF igi) x Ø, 并 且 方 程 的 解 集 为 


Xo) sq(2) on »qg(m) 
q(1) »q(2) sort sqm) € {1,2,°° rn} 


其 中 X 41) ,9(2)， sqm) 为 


( A wa (a) ,gD a) A) wa DaD g), s 
t=1 r=] 


N wa (q(1) gD nD. 
i=] 


证 明 方程 (7.3.4) 有 解 的 充分 条 件 是 显然 的 .如果 方程 (7.3.4) 有 解 , 任 
oie {1,2,°%:,m), 设 方程 
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(ra A x) V 《ri2 A Xo) V V Cr in A Tn) =S; 
的 解 集 为 W;,， 则 由 推论 7.3.1, W: 可 以 表示 为 
W; == (J Cw, (gO) 5q02) ,gm)) wa Cg), 


q(1) +q(Z) vet iqim€e {1,2,° mh} 


G02) ste Cm) ,Tw (G1) 9C2)， 5qCm))) 


故 方程 (7. 3. 4) 的 解 (T) 9 09 oe ee €E N W., 即 为 
i=] 


N LJ Cw, CaCl) ,q(2) ,gm)) ,tw CqO1) »g(2)5°"°, 


t=1q€1).-+,gCr) ,9 (mm) 


gm)) ,win QOL) ,9(2) gmn) 


一 LU (A wW (D ,gC2) se sglm) | 9 N Wo (q(1),q(2),°°°, 
i=l i=] 


gE {1.,2,° Hn} 


q(m)) 9°" 全 Wa (qg) „q C2) regm) 
i=] 


一 X 91) 962), qb). E 
DEl, 2, sn} 
17.3.3 对 于 Fuzzy 关系 方程 
0.4 0.2 0 Tı 0. 2 $ 


0.6 0.1 0.8|.。 |z| = |0.5 
0.3 0.4 0.2} |z; 0.3 


分 下 列 几 步 求 其 解 . 
(DRY SY 
0. 2g0.4 0.2€0.2 0.2e0 0.2 [0.2,1] Ø 
Y = |0. 50.6 0.50.1 0.5e0.8| =| 0.5 D 0.5 
0. 30.3 0.30.4 0.30.2 0. 3,1] 0.3 Z 
0.20.4 0.20.2 0. 2é0 0,0.2] [0,1] [0,1] 
Y= |0.580.6 0.50.1 0.5€0.8] = |[0,0.5] [0,1] [0,0.5]]. 
0. 380.3 0.380.4 0. 3€0. 2 [0,1] [0,0.3] [0,1] 
(29K Wao FEA 2X 2K2=8 T. 
0.2 [0,1] [0,1] 
Wi 一 | 0.5 [0,1] [0,0.5] 


0.3,1] [0,0.3] [0,1] 
入 1.1 .1 一 (S ,L0，,0. 3 ] ,| 0，,0. 5)’ 


第 7 章 Fuzzy 关系 方程 与 Fuzzy BRP CE 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 291 
0.2 [0,1] [0,1] 
Wii. = 区 [0,1] oo 
0,1] [o.3} [0,1] 
Xi.. =(@,0.3,[0,0.5]>’ 
0.2 [0,1] [0,1] 
Wigi = 区 5] [0,1] 0.5 | 
0.3,1] [0,0.3] [0,1] 
X13,1 = (0. 2,[0,0. 3],0.5)’ 
0.2 [0,1] [0,1] 
Wise= ee 5] [0,1] 0.5 | 
[0,1] 0.3 [0,1] 
X1.3.2 =(0.2,0.3,0. 5)’ 
0,0.2] [0.2,1] [0,1] 
W,1.1 = | 0.5 [0,1] [0,0. J 
0.3,1] [0,0.3] [0,1] 
X,11 =(@,(0. 2,0.3],[0,0. 5y 
0,0.2] [0.2,1] [0,1] 
maa= 0.5 [0,1] 2.0.8 
[0.1] 0.3 [0,1] 
Xo.i1.2 =(@,0.3,[0,0.5])’ 
0.0.2} [0.2,1] [0,1] 
W, ,1 = cos 5] [6,1] 0.5 | 
0.3,1] [0,0.3] [0,1] 
Xo3.1 =(S,[0. 2,0. 3],0.5)’ 
0,0.2] [0.2,1] [0,1] 
W, ,3,2 = be 5] [0,1] 0.5 | 
[0,1] 0.3 [0,1] 
X23,2 = ([0,0.2],0. 3,0. 5y. 


(3) 求 解 集 
CR, S= LJ X 41) 4962) ,9(3) 


g(1),q(2),¢¢3) 
= (0. 2,[0,0.3],0.5)’ U ([0,0.2],0. 3,0. 5y. (] 
以 上 介绍 的 方法 最 初 是 由 日 本 学 者 Y. Tsukamoto 于 20 世纪 70 年 代 提 出 
的 . 该 方法 最 突出 的 优点 是 直观 易 懂 ,但 其 主要 的 缺陷 是 计算 量 随 方程 阶 数 的 
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增加 而 旦 指数 增长 . REY 中 第 ; 行 的 非 零 元 素 有 A; 个 ,i 一 1,2,…，,m， 则 要 
计算 的 矩阵 共有 ki XR, X KR, 个 . 在 计算 中 ,一 是 重复 计算 太 多 ,二 是 许多 
计算 结果 是 空 集 , 这 两 点 可 以 通过 上 例 的 求解 过 程 容易 看 出 ， 如 X CC 
六 1,3,1， X1,3,2 C 及 2,3,2， 其 余 的 均 为 空 集 , 所 以 真正 有 用 的 计算 只 有 三 个 矩阵 ， 
大 部 分 的 计算 是 无 效 的 . 那么 如 何 避 免 这 些 无 效 的 计算 呢 ? 下 面 的 方法 是 针对 
这 一 问题 产生 的 ， 


7.3.2 Fuzzy 和 矩阵 变换 法 


设 R = (Ti) mXn = (5; 952 Sy) > 定义 矩阵 UCR) = Cr) mxn 如 下 


Sio Gg > S; 
(U) -| 网 Vi=1,2,.…,m; JH152,-e gn (7.3.5) 


又 令 XO 一 (zz 和 pe, O, Herp D =A r, j=1,2, sn. 并 且 规 
定 : 

(D S Aa=a A Ø =a, Ø V a=a V B=a,Va € [0,1]; 

(2) S A Ø=1, Ø V Ø=0. 

由 定理 7. 3.1 易 证 以 下 定理 . 

定理 7.3.5 Y(R,S) 天 好 当 且 仅 当 X € XCR,S) je XY =R'aS = 
X 是 其 最 大 解 . 

又 定义 矩阵 LCR) = Or) ,x 如 下 


Vi=]1,2, m; 7 三 1 ,2 ,°° an (7.3.6) 


定义 矩阵 CCR) = (ri? mxn W F 
pe ， rb 一 好 或 rD < rV 


L ) 
Ø, rp > zi 


rO — 
(7.3.7) 

分 别称 U(R),L(R),C(R) AR: X=SH ERRER EAA. 由 定 
义 很 容易 得 到 

(Cc) _ } >? S; S Fj A T; 

多 = 其 他 
其 中 X = (五 ,元 元 ,) = RAS. 

定理 7.3.6 XR, SHAD 的 充分 必要 条 件 是 Yi 二 1,2,…,m, FEJE 
{1,2,…,n), 使 ri? 关 2. 


3 Vi=1,2,°,m; 7 三 1 ,2 ,nn (7. 3.8) 
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证 明 ”必要 性 
XCR, S) 天 OG>X=(z 9X9 oe ee 是 最 大 解 
=>Vi €E {] ,2,.… m}, V (r; A Tj) =S; 
j= 
> V: € {1,2,.…,m}, 137o € 《1 2 ory, A Tj = S; 
=>Vi < (1,2,.…,m}, J jo € {1,2 ,°°* 52} ,使 得 on 天 Ø. 
充分 性 ”Vi 一 1,2,…,m, 存在 jo © (12s) E rO £D, Mrs A 
Tj 之 S;. 又 Vi 和 {1,2,° 7 ，7 € {1,2,-**,7}, Tiz A Tj < 5;. 由 此 Ti, A 


Z; =s; 从 而 V, ry A T; =s. XX E FCR,S), XR, DF TD. 口 
a 
为 了 求 出 极 小 解 ,我 们 定义 
QCCCR)) = {gq= (gq(1),g(2) ,gm)) |g) € (1 20) ry FD, 
i=1,2,°*:,m)} (7.3.9) 


将 QCCCR)) 简 记 为 Q. E QA D, 则 对 g=(q(1) ,q2) seer sq(m)) EQ, EXI 
阵 ECR) = Eg) ,902) sql) (R) = (ry? ) nxn 如 下 
op -1 j 一 9 人 


Yi=1,2,.…,m; 7 了 一] 27 (7.3.10) 
on 4 Æ qi) 


MA X, EX, OD 一 (Zi T N ,其 中 x? =V r? j=l, 
2 sr. 下 面 的 定理 给 出 了 解 集 CR, S) AZAR. 
定理 7.3.7 FR, SODAS 当 且 仪 当 QQ@ 关 CS. 此 时 


YR, S)=|()J (X € [0,1™!|X EXCX) (7.3.11) 
qEQ 


证 明 EF OHM T(R, DAD 4AMHQA SD. PFROSA OG. 
ER q= UA) smn) E Q, MYA X = Carp? zj yee ch?) © XC(R,S). 
事实 上 ， Vie {1,2,°"3m}, 有 


Vira ALP) D rgo ATR =raw ACV {si la) S50) SS rgo 人 5 一 5 
这 样 R。X, DS. 又 ViE (1,2, ,m} 
(k lj =k} A DSN k E (k |j =Qk)) T; =I Z Sr 
>F; 一 元 SV {se lq =j) = 25” 
(k |j =qlk)} = D> =0 LF; 
从 而 X, EX. HER. X, ER. X=S. AR. X,=S, BX, E XR, 9). 
从 而 容易 证 明 
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UJ iX e [0,1] |X, CXC xX} T(R, S) 


qEQ 
另 一 方面 设 XE F(R, S), 则 CX, 且 存在 9 二 (gq(1) ,gq(2),…,g(m)) E 
Q, Ë ryo A Fay = 5,4 =1,2,-,m). ER j E {1,2,…,n}， 则 
(k |j=aq(k DG YEElR lj =k hry NT; = rya 人 Zoo = Se Xj Fs 
>a; SV {se gO =j} = 25” 
(k |j =qlk’)) = Ø> =0 S z; 
从 而 总 有 zj rP, MXX, 这样 X, EXCSX, 故 


XR, Sl (KX e [0,1 IX CX CX) 
ge Q 


综合 而 得 XCR, S)=|J (X € [0,17 |X, CX CX}. g 
qeQ 


MRQAS, WE,CR) 称 为 拟 极 小 阵 , Xs 《gq E Q 称 为 R。X=S 的 拟 极 
小 解 . 
例 7.3.4 对 于 Fuzzy 关系 方程 


0.3 0.2 0.7 0.8) ng [0.7 
0.5 0.4 0.4 0.9 0.4 
0.7 03 0.2 07| .| ?| l0.4 
0.9 0.6 0.1 0.2| | 0.3 


0.8 0.5 0.6 0.4 
通过 下 列 步骤 可 以 求 出 该 方程 的 全 部 解 : 
(1) 变 换行 次 序 
将 方程 按 Fuzzy 回 量 S 的 分 量 由 大 到 小 的 顺序 写成 标准 排列 ,并 将 S 写 到 
Fuzzy HRY AR. 


0. 6 


0.3 0.2 0.7 0.8 0.7 
0.8 0.5 0.6 0.4 0.6 
0.5 0.4 0.4 0.9 0.4 
0.7 0.3 0.2 0.7 0.4 
0.9 0.6 0.1 0.2 0.3 
(DR EAER EA 
“ER Poa ry >si MH ry 换 为 s;; Æ rj <s ME ry RM SAT e 
洁 用 空白 表示 ) ,从 而 得 到 UCR); 然后 将 UCR) 中 的 每 一 列 求 下 确 界 得 X”™, 
并 将 所 得 结果 写 到 矩阵 上 端 ,得 
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0.3 0.3 1 0.4 


0.7 
0. 6 
UCR) = |0. 4 0. 4 
0. 4 0.4 
0.3 0.3 


(DORF Hi E F- Be 
在 尺 中 , 若 Tij > s;， 则 将 ri 换 为 ;;; ij < si, 则 将 Yj 换 成 空 日 ,从 而 得 
到 平 铣 矩阵 LOR), 仍 将 所 得 结果 写 到 和 矩阵 上 端 ;然后 在 LCR) 中 逐 列 划 去 该 列 
中 大 于 上 面 Fuzzy 向 量 所 分 别 对 应 分 量 的 元 素 , 即 得 备 选 矩阵 CCR). 
0.3 0.3 1 0.4 


0.7 0.7 
0.6 0.6 
L(R) = |0.4 0.4 0.4 0.4 
0.4 0.4 
0.3 0.3 
0.3 0.3 1 0.4 
0.7 
0.6 
C(R) = 0.4 0.4 
0. 4 
0.3 0.3 
(4) 判 别 方程 是 否 有 解 并 求 其 解 


在 CCR) 中 每 一 行 都 有 非 如 的 元 素 , 故 由 定理 7. 3. 6 知 该 方程 有 解 . 从 
CCR) 中 每 一 行 选 定 一 个 非 OC 的 元 素 , 其 他 元 素 为 名, 得 拟 极 小 阵 
EO, asg) » 然后 将 F401) 962) 5° ,gCm) 中 的 每 一 列 求 上 确 界 得 拟 极 小 解 
CON POE 所 得 结果 也 写 到 矩阵 上 端 ， 显 然 该 例 的 拟 极 小 解 个 数 为 
1X1X2Xx1lXx2 一 4, 其 拟 极 小 阵 与 拟 极 小 解 如 下 

0.3 0 0.7 0.4 


, X3,3,3,451 = (0, 3,0,0. 750, 4)’ 
下 3 ,3,3,4,1 一 0.4 
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’ X 3 .334.2 = (0,0. 3,0.7,0. Ay’ 


oOo o COC o 
mA N y 


Es,3,3,4,2 一 


0.3 
0.3 0 0.7 0. 


© + 
oO 


0.3 
0 0.3 0.7 0. 


O OO 
mo N 


’ X 3,3,4,4,2 一 (0,0. 3,0. 7,0, 4)’ 
卫 3,3,4,4,2 = Q. 


4 
| 
4 
0.7 
» X33.4.4,1 = (0.3,0,0.7,0. 4)’ 
EF;,3,4,4,1 一 0.4 
4 
4 
4 
4 


0. 3 
从 上 面 的 计算 可 知 , 原 方程 有 两 个 不 辐 的 拟 极 小 解 ( 也 是 极 小 解 )、 故 解 集 


为 
0. 3 0,0. 3] 
[0,0. 3] 0.3 
¥(R,S) = C 
) [0.7,1] U [0.7,1] 
0.4 0.4 


上 面 的 求解 方法 是 通过 对 R 进行 若干 个 Fuzzy 矩阵 变换 来 完成 的 ,所 以 称 
为 Fuzzy 矩阵 变换 法 . 值得 注意 的 是 对 于 例 7. 3. 4 如 果 使 用 Tsukamoto 方法 ， 
则 


0.7e0.3 0. 7s0.2 0.7e0.7 0.7e0.8 D @® [0.7,1] 0.7 
0. 4e0.5 0.40.4 0.40.4 0.40.9 0.4 [0.4,1] [0.4,1] 0.4 
Y = |0.4e0.7 0.4€0.3 0.4€0.2 0.4e0.7| = |04 Ø Ø 0.4 
0. 3c0.9 0. 3s0.6 0.30.1 0.3e0. 2 0.3 0.3 Ø D 
0. 6e0.8 0.60.5 0. 6e0.6 0. 6e0. 4 06 Æ £[0.6,1] Ø 


IAT A TOR AR A EK AK AXK2K2=64 > Ww eR. 该 例 说 明 
Fuzzy 矩阵 变换 法 的 计算 量 比 Tsukamoto 方法 有 所 改善 . 但 是 当 Fuzzy 关系 方 
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程 的 阶 数 较 高 时 ,用 Fuzzy 矩阵 变换 法 还 存在 许多 的 重复 和 无 效 的 计算 ,看 下 面 
的 例子 : 

例 7.3.5 对 于 Fuzzy 关系 方程 


x 
0.2 0.7 0.2 0.1 0.2 0.4 . 0.2 
0.5 0.8 0.7 0.3 0.6 0.6 0. 6 
0.4 0.7 1 0.7 0.8 09l. | |= lo? 
0.1 0.2 0.1 0.1 0.2 0.1| | | lo.2 
0.4 0.6 0.3 0.5 0.2 0.9] | 0.5 
Te 
若 按 Tsukamoto 法 求解 , 则 
0.2,1] 0.2 [0. 2,1] Ø [0. 2,1] 0.2 
D 0.6 0.6 Ø LO. 6,1] [0.6,1] 
Y=] @ [0.7,1] 0.7 [0.7,1] 0.7 0.7 
A] Lo. 2,1] Ø D Lo. 2,1] Ø 
Ø 0.5 Ø [0.5,1] Ø 0.5 


要 考虑 5X4X5X2X3 王 600 个 W 401) ,9(2) ,9(3) ,9(4),q(5) Fe PF. 
Eik Fuzzy ERIE eM ART KP EEA 
0.7 0.7 
0.6 0. 6 
CCR) = 0.5 
0.2 0.2 0.2 0.2 0.2 
0.2 0.2 
BALE 2X 2X 1K 5K 2=40 个 Em gc), 913) ,9(4) qs) 和 矩阵. 还 有 许多 是 重复 与 
无 效 的 ,如 : 
Xa,3,4,2,2 = (0,0.2,0.6,0.7,0,0) 一 Xi 432， 重 复 ! 
X4,3.4,2,2 = (0,0. 2,0.6,0.7,0,0)' C X4.3.4.4.2 = (0. 2,0. 2,0. 6,0.7,0,0)’, 
这 说 明 XX,3,4,1,2 不 是 极 小 解 ,无 效 ! [ 


7.3.3 有 效 路 径 法 


下 面 将 在 Fuzzy 矩阵 变换 法 的 基础 上 进一步 来 解决 重复 与 无 效 的 计算 问 
题 , 从 而 使 得 方程 的 求解 变 得 简洁 、 直 观 . 
设 R-.X=S 的 第 ;个 方程 — 
(ra A 21) V Ow A xz) Vee V Oa A Tp) =S; 
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的 解 集 为 XG) G=1,2,-,m), 而 Vi E (1,2, n}, i Fuzzy 不 等 式 组 


ri AS 5; 
Ti j—l A TL j—1 <= Si 
rj A zj =s; (7.3.12) 


rigti A Xj4 Ss; 


Tin A Ta S s; 
的 解 集 是 2G, 7). 则 容易 验证 
rO =U) TG, j) 
j= 
XR, S) = LD =f) ( l YG, j)). 
i=] i=] j=] 
为 了 消除 Fuzzy 矩阵 法 中 的 重复 计算 ,下 面 的 几 个 定理 是 基础 . 
定理 7.3.8 TE ig € {1,25m} sjo €E (1,2,.…,n}), 满足 Fide < Si 9 则 
X Cig ， Jo =H. 
WEAR Tighe < Si, 时 ,方程 VidJa A TSS 无 解 , 即 X igs Jo =Ø. E 
定理 7.3.9 设 jo < (1 2，… sn}, 1] 929 €E {1,2,.…,m},， 使 得 


Tij 之 Si ?Ti > Sie Si > Si, (7.3.13) 

则 Yi, jo) NX Gg, jo) =D. (7, 3.14) 
证 明 EDR RAEM EX = (zi stra, ELG jo) NV Lins jp), Ill 

有 

rij A Xj, Si Ti A Xj Si, 

ri > Sin 
由 于 rij A zi =5;, Zi =S; , il 

rij, A Tj < T; =s; < s 

这 显然 是 一 个 矛盾 . 从 而 X Ciis jo) (V2 Ge, jo =Ø. E 


定理 7.3.10 Bjo E (1r2sesm}, E {1,2,…,m}), 下列 结 论 成 立 : 
(DF Tij 之 Sisi, S Si, 则 
Vj € {1,2,-5n}, X Ci ，J0) N X Ciz, jo) 2 X Ciz, ID A X Ciz, j); 
DE rij, 之 Si ?3i Si? 则 
VEt12 om}, K Gis fo) MH Gas jo) DX Gy, jo) NN Xl, jo). 
证 明 (1)、(2) 的 证 明 是 类 似 的 , 故 只 证 (1). 
IER j E {1,2,…,n), 若 j 二 jo， (1) 显 然 成 立 , 故 设 j 关 放 . ERX =la, 
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To e En) Ee X Ciis Jo) () X Ciz, j), MI] Vk € (1,2, sn}, 有 

S si > RF] 

XE Xing 57) =r; 5 A x, . 

: 一 

和 3i， k Æ jo 


— Sa, ’ k=jo 


X €E X (1, ?J0) > ri A a 


Ww k F Jo 时 ， 7 k 人 x, S s; ; 而 当 k=jo 时 ,也 有 Fini A Xj, < Si 考虑 到 
条 件 以 及 上 面 第 二 式 得 ， Ti 之 Si > Si T; A Xj È Si, ? 从 而 7 A Tj = 


ato 
Si Rp 
Ss, RA jo 
Tat No ~ Si, k=Jo 
Mit X © ® (iy, Go) NECs go) DEZ. [ 


由 定理 7. 3.8、 定 理 7.3.9 及 定理 7.3. 10 可 知 , 可 以 利用 r; 与 (i, 7 的 

对 应 关系 Hike E Q 筛选 掉 某 些 对 应 于 X, ES Xo 的 gq €Q 4 
J, ={7 © {1,2m} |r A Ø}. 

优选 原则 如 下 : 

取 io € (1,2. om), REM i< io De) 均 已 从 J 中 选 定 , 按 如 下 方法 确 
定 g(io) 的 选取 . 

情形 I, {q(1),q(2),…,q(io 一 1)} NST: AD. 

则 任 取 aio) E {gq(1),gq(2),"…*,q(io — DIN I: s 

情形 IT, {9g(1),qg(2),…,g(io —1)} 门 Ji = 6. 
这 时 q(io) 的 选取 要 遍历 Ji. 

按 上 述 原 则 得 到 的 g 二 (gq(1),q(2),…,glm)) 称 为 求解 集 ( 或 特征 矩阵 
CCR) ) WA OBE 8 Ceffective path), 有效 路 径 集 记 为 WC(C(R)), 而 gE€ 
QCC(R)) 称 为 求解 集 ( 或 特征 矩阵 CCR) ) 的 Q 路 径 ( Q path). 

例 7.3.6 对 于 例 7.3.5 中 的 Fuzzy 关系 方程 


£ 
0.2 0.7 0.2 0.1 0.2 0.4 z 0.2 
0.5 0.8 0.7 0.3 0.6 0.6 0.6 
0.4 0.7 1 0.7 0.8 09l | |= |0.7 
0.1 0.2 0.1 0.1 0.2 0.1} |=] Jo.2 
0.4 0.6 0.3 0.5 0.2 0.9] |* 0.5 
Te 


fi KH X = (1,0. 2,0.6,1,0.7,0.2)', HHO RSH 
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0.6 0.6 
CCR) = 0.5 
0.2 0.2 0.2 0.2 0.2 
0. 2 0. 2 


则 易 得 
J, =(4,5}, J, =(3,5}, J;=({4)}, J,=({1,2,3,5,6}, Js =(2,5} 
下 面 是 按 上 述 优选 原则 寻找 有 效 路 径 的 过 程 。 


UIN J = (4) , (4,364) 1 Jy = (3) , (4,3,4,3) VJs =g E 
-= 92 一 13 一 a 
j, _ (4) Se 好 gs =9 
(4,9) ape = {4} 14,54} f\ J, = {5} (4,5,4,5} (| Js = {5} 
= 
(5) NJ = (5) (59) NJ =ø (554 N J, = {5} (5,5,4,5) NJs = {9} 
qi 一 = 
则 得 到 四 个 极 小 解 
E, 3,4,3,2 = ’ X 4,3,4,3,2 = (0,0. 2,0.6,0.7,0,0)’ 


Es ,3,4,3,5 一 


> X4.5.4,5.5 =(050,0,0.7,0. 6,0)’ 


Oo oO OO © 
mom N BD BS 


Ess445= 0.5 » X5.5,4.5,5 = (0,0,0,0.5,0.7,0)’ 


0.6 
0.5 » X4.3,4,3,5 =(0,0,0. 6,0. 7,0. 2,0) 
0.2 
0.2 
0.7 
0.6 
E,s.4.s.s = 0.5 
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故 原 方程 的 解 集 为 
[0,1] [0,1] [0,1] [0,1] 
0.2 [0,0. 2] [0,0. 2] [0,0. 2] 
Y(R, 9) = 0.6 0. 6 [0,0. 6] [0,0.6]| = 
[0.7,1] [0.7,1] [0.7,1] [0.5,1] 
[0,0, 7] [0. 2,0. 7] [0.6,0. 7] 0.7 
0,0, 2] [0,0. 2] [0,0. 2] 0,0, 2] 


7.3.4 保守 路 径 法 


首先 引 人 和 人 布尔 矩阵 的 路 径 的 概念 . 设 布 尔 矩 阵 B= (6; nxn E {0,1}”X"， 

令 J, ={7 E (12 nm} [6 =1), i1=1,2,.…,m. 

定义 7.3.1 WR GG) © i,i 二 1,2,…,m, 则 gq 二 (gqg(1),g(2),…,g(m)) 
称 为 布尔 矩阵 B 的 一 条 路 径 , 记 

Q(B)=(g=(g(1),g(2),. ,gm)) |g) © Jz, i=1,2,.…,m) 
(7.3.15) 
q = (qQ1) 5q(2) 4°" ,qlm)) 也 称 为 布尔 阵 B 的 Q 路 径 ( Q path). 对 于 J; 按 有 效 
选取 原则 得 到 的 g= 二 (gqg(1),g(2),… ,glm)) 称 为 布尔 阵 B 的 有 效 路 径 (effective 
path). 对 于 B 的 一 条 Q BE gq = 二 (gq(1),g(2),…,glm)), MH VE EC (2, 
3em), %4 {gq(1),g(2),…,glk 一 1)} QN Je ~ Ø 时 ， qa) 是 (q1), 
q(2),…,qlk 一 1)) 中 首先 进入 J, 中 的 元 素 , 即 
1 一 人 {t € {1,2,-,k-1}|qt) E Ja? 
那么 gk) =q), 则 称 g 二 (gq(1),q(2),…,gql(m)) 是 布尔 矩阵 B 的 一 条 保守 路 
{£ (conservative path). 特别 地 , 当 关 二 1 时 ,约定 每 一 条 Q 路 径 均 为 保守 路 径 . 
B 的 有 效 路 径 集 和 保守 路 径 集 分 别 用 WB) A Q, CB 表示 . 
很 显然 , Q.(B) © WCB) C Q(B). 
对 于 Fuzzy KJER. X=S,4 
人 
di = _ 
QO, s > ry A x; 
BK D= (dij dmxn E {051} "" AR X=S 的 (布尔 ) 特 征 和 矩阵 . 

很 显然 在 Fuzzy BRE RE PH QCC(R)) 即 为 QCD)， 有 效 路 径 法 中 的 
WC(CCR)) BI WCD). 所 以 ,在 使 用 Fuzzy 矩阵 变换 法 (有 效 路 径 法 ) 求 极 小 解 
中 ,避免 重 复 与 无 效 计 算 的 问题 ,就 是 在 QCD) (WD) ) 中 优选 路 径 的 问题 ， 

定理 7.3.11 R XER. X=S 的 极 小 解 , 则 存在 唯一 的 gE€ QD), 使 得 
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X=X,. 反之 ,如 果 g E Q.D), M X, ÆR °- X=S 的 极 小 解 . 
证 明 参见 文献 ( 汪 培 庄 , 罗 承 忠 ,1984). C 
由 定理 7. 3. 11 BE: Re X=$S 极 小 解 的 个 数 等 于 保守 路 径 的 条 数 , 即 
| KR, S) | =|Q,CD) |. 
例 7.3.7 对 于 Fuzzy 关系 方程 


0.7 0.8 0.7 1 x1] [0.7 
0.6 0.6 0.6 0| lzz| 0.6 
0.4 0 0.4 0.3| |z,| lo.4 
0.2 0.2 0.2 o] lz,| lo.2 


容易 计算 XK =R’aS =(1,0.7,1,0.7)' 为 最 大 解 . 特征 矩阵 为 
l 1 1 1 
1 
1l 
l 
这 时 D 的 Q 路 径 个 数 为 |Q(D) | =4 x3 X2 X3 =54, 有 效 路 径 有 10 条 . 但 只 
有 8 条 保守 路 径 , 即 |&(R，S) | 二 |Q.(D)| =8, 如 表 7. 3.1 Bras. 


DD m 


1 0 
1 0 
1 0 


7.3.1 


相应 的 极 小 解 为 


0.7 0.4 0 0 
0 0.7 0.7 0 
一 X 


第 7 章 Fuzzy 关系 方程 与 Fuzzy BE XB 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 303 


0.6 0. 4 0 
0.6 0. 6 
Xs; = ’ 6 一 0 ’ A7 T 0 4|， Ag 一 
0.7 0.7 0.7 
从 而 可 以 写 出 其 解 集 
0.7,1] 0.4,1] [0,1] [0,1] 
[0,0.7] 0.7 0.7 [0,0. 7] 
tR, 9 = [0,1] [0,1] [0.451] U [0.751] 
0,0. 7] 0,0. 7] 0,0. 7] 0,0. 7] 
0.6,1] Lo. 4,1] [0,1] [0,1] 
[0,0.7] [0. 6,0. 7] [0.6,0.7] [0,0.7] 
[0,1] [0,1] [0. 4,1] Co. 6,1] L 
0.7 0.7 0.7 0.7 


7.3.5 三 角 分 解法 


类 似 普通 线性 方程 的 三 角 分 解法 ,下 面 讨论 Fuzzy 关系 方程 的 三 角 分 解法 
( 胡 宝 清 ，1987). 

定义 7.3.2 设 RE [0,1]”™". 

(1) 若 Yi jG=1,2,; sm; j 二 1,2,…,n) 有 


rj 之 ra Arys k=1,2,.…, mint{i,7) (7.3.16) 
则 称 尺 为 绝对 上 占 优 . 
(QE Vi 一 1,2, m; j =1,2, n) 有 
ri; >ra N Ty» k=max(i,y},…, min{m,n) (7.3.17) 


WE R 为 绝对 下 占 优 . 
(3) 若 对 i 二 1,2,…,min{m,n) 有 


ra 之 rys j= i ry ry j=i,",n) (7. 3. 18) 
MK R 为 左 ( 右 ) 对 角 占 优 . 
(4) 铬 对 7 了 二 1,2,… ,min{m,n)} 有 
rj Vg se TH 1,2 0 ri 之 一) (7.3.19) 
NR R 为 上 (下 ) 对 角 占 优 . 


定义 7.3.3 设 RE [0,1]”", 若 存在 三 角 阵 PE [0,1]” mM E 
[0 (1 <k < min{m,n} ), 使 得 R= 二 P。Q, 则 称 R 可 以 三 角 分 解 . 

定理 7.3.12 设 RE1[0,1j™”",S€ [01 ， 并 且 存 在 三 角 阵 PE 
[0,1” mQ E [0,1], 使 得 R=P。Q, 则 X 是 R=P。Q 的 解 的 充分 必要 
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条 件 是 存在 Y c (0,1)?! 使 得 P 。 
例 7.3.8 ik 


模糊 理论 基础 
Y=S,HX#Q-°>xXK=Y 的 解 . 


0.3 0.3 T] 0.3 
0.2 0.2| e |z| = [0.2 
0.5 0.3 0.4] |a2,| (0.4 
系数 矩阵 分 解 为 
0.4 0.3 0.3 0. 4 1 0.3 0.3 
0.1 0.2 0.2| 一 |0.1 0,2 o 1 0, 2 
0.5 0.3 0,4 0.5 0,3 0.4 l 
由 
0. 4 yı 0.3 
0.1 0.2 y2 | = 10.2 
0.5 0.3 0.4| |ys| [0.4 
得 yı =0.3, ye =L0.2,1], y =[0. 4,1] 
1 0.3 0.3 T 0.3 
H 1 0.2ļ|e {z| = I[0.2,1] 
1 z, 0. 4,1] 


得 全 体 解 {C(x 709 sT) |x € [0 ,0.3],z， €E [0 ,1 ,zs E (0.4,1]}. 


LI 


定义 7.3.4 B R=(r;)mx E [0 1]®7 Cmn >n), R=P. Q, 其 中 


ril 0 “ee 0 


7 21 r22 0 

P = 9 
| Tan? Fan 
Fmi Fm2 ">. Y mn 


MR R=P- QRAR BI 型 三 角 分 解 . 


1 0 = 0 
rol l 0 

P = 3 
Fn Y'n2 1 
rm) Fm2 ee F mn 


Ott 


—_ 


riz 


Fin 


Yin 
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WE R=P:°-QHR WI, 型 三 角 分 解 ， 
定义 7.3.5 设 R= (ri) nxn ‘<= [o,1j"*", R=P 9 Q, 其 中 


My) Tig is "U Fia 1 0 we. 0 0 
0 r32 T33 Ton ro} Q 0 
P= 1|0 0 733 Tanlo QS 
i rm 一 1,1 Tn-1,2 l 0 
0 0 O Fan Tal n2 ran—l 1 
WERR=P-QHARWI, 型 三 角 分 解 . 若 
l riz 73 “” Fin 7 11 0 0 0 
O 1 r3 72n r2) T2? 0 0 
P={|0 0 1 ra | ， Q= 
: Ta-l,l 9 Tn-1,2 Fa—l,n—1 0 
O 0 O 1 Tn) rn2 rn,n—l Pan 


WRR=P:-QAR WK], 型 三 角 分解 . 

定理 7.3.13 # RE [0,1] (men 右 对 角 占 优 , 则 尺 可 以 作 了 型 三 角 
分 解 的 充分 必要 条 件 是 R 绝对 上 占 优 . 

HA 充分 性 设 RR 右 对 角 占 优 且 绝对 上 占 优 , 令 P= (pj)mx Q= 
(qi ) nxn? 其 中 


ry 1 之 7 
Py -1 i 一 2723 J 一] ,27 


0， wy 
0, :>j 
qj =< 1l, 1 =] 1 一 1 2 nn; J 二 1],2 ,nN 
rijs <J 
只 要 验证 (pi mxn © (qi )axa = ij ) mxa 
事实 上 V, (Pa NM qn) =ra M1=rali=1,2,.,m) 


AA CPi A gy) Srn A rj Sry G 51,2, n) 
如 果 i >j, W 


n 一 
V (ba Ady) =N Ca Ary) V rs 一 r# 《由 绝对 上 占 优 性 ) 
如 果 2 过 i 二 j, 则 


n i~] il 
y, (Pa A W) = V (ra A re ) V (ri A r= V (ra A ry) V rj (由 右 对 角 占 优 性 ) 
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=r, 《由 绝对 上 占 优 性 ). 
必要 性 ” 设 R 右 对 角 占 优 且 可 以 作 三 角 分 解 P 。Q. 
如 来 i 之 7 之 2， 则 


n j—l 
rj =V (pa Ag) SV Oe Ary) V ry 
k=] k=] 


7 一 | 
By Fij > V (ra N ry) 2 re A 人 ro， 有 一 1 2 和 7 一] 
如 果 2 委 :< 和) M 


n zl 1 
ry = V (pa N= V Oa Arg OV Oe Arg = V (ra Arg) V rz 由 右 对 角 占 优 性 ) 
k=l k=] k=l 


ri >V Cra Ary) >ra Ary, k=1,2; =i l 

即 民 绝对 上 占 优 . L] 

同 理 可 证 以 下 定理 . 

定理 7.3.14 若 REL0,11™"(m 之 n) 下 对 角 占 优 , 则 R 可 以 作 1; 型 三 角 
分 解 的 充分 必要 条 件 是 R 绝对 上 占 优 . 

定理 7.3.15 ABRELA" AWA AK WRI], 型 三 角 分 解 的 
充分 必要 条 件 是 R 绝对 下 占 优 . 

定理 7.3.16 若 RE[0,1]”” 上 对 角 占 优 , 则 RR 可 以 作 1 型 三 角 分 解 的 
充分 必要 条 件 是 R 绝对 下 占 优 ， 

有 些 和 矩阵 虽 不 满足 三 角 分 解 条 件 , 但 可 以 作 适 当 的 行列 交换 使 之 满足 三 角 
分 解 条 件 . 


例 7.3.9 Wh 
0.3 0.2 0 T] 0.2 
; 9 0 0.6|°。 |z} |= 10.4 
0.2 0.4 0.1 T3 0. 2 


该 系数 矩阵 不 作 1,0 =1,2,3,4) 型 三 角 分 解 ,但 方程 等 价 于 


0.3 0 0,2 T] 0.2 
0.5 0.6 0 T3 | = 0.4 
0.2 Q. 1 0.4 X9 0.2 


由 定理 7.3. 16, RAER AY AE 1 型 三 角 分 解 . 


0.3 0 0.2 1 0 0.2 0.3 0 0 
05 0.6 O;= {0 1 Of [0.5 0.6 0 
0 0 1l 0.2 0.1 0.4 


0.2 0.1 0.4 
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1 0 0.2 yı 0. 2 
由 0 1 O je |y|= 10.4 
0 0 1 y 0. 2 
得 yi =L0.0. 2], y, =0. 4, ys =0. 2 
0.3 0 0 T] 0,0. 2] 
由 0.5 0.6 Ole lz3l= | 0.4 
0.2 0.1 0.4 X; 0.2 
[0,0.2], z; =0.2 
得 x, =[0,0.2], z3 =0. 4, xy < 2, x, =[0,0. 27" 即 原 方程 的 解 为 
([0,0.2],0.2,0.4) 或 (0.2,[0,0.4],0.4) . E 


$7.4 最 大 一 乘积 型 Fuzzy 关系 方程 


4 T= 时 , R . X= 二 5 称 为 最 大 一 乘积 型 Fuzzy 关系 方程 ,并 且 
*.(R,S)={X € FVXW)|IR. X=5) 


; f a>b 
ada . 0 = 。 


l, axb 
由 定理 7. LL FR-X=SAX(R,S)AO 4AWMY4R aA. SHE 
RAR. 进一步 我 们 可 以 得 到 : Vow EC VXW 


Ra. Su, W= A (Ruaz)a Slusw)) =A (Rava. SCu,w)) 
ue U ue U 


_ Su, w) 
uev (Re 


例 7.4.1 〈1) 对 于 方程 
0.3 0.5 0.6 0.8 0.5 
W 0.1 WES im 
考虑 到 0.4V0.1V0.5<0.6V0.4 与 定理 7.1.2 知 该 方程 无 解 . 
(2) 对 于 方程 


Rear > Suw) | 


0.6 0.3 0.8 0.2 0.7 0.4 
0.7 0.6 0.9 1.0)/+X= 10.8 0.6 
0.3 0.1 0.5 0 9.4 0.3 


容易 计算 
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2 
0.6 0.7 0.3 1 £ 
0.7 0.4 3 
0.3 0.6 0.1 
R'a., S= og 09 051% e8 0.7|=|l1 1 
` l l 0.4 0.3 0.8 0.5 
0.2 1.0 0 0.8 0.7 
1 1 0.8 0.8] 
H 
f 2 1 05 0.7 


不 是 原 方程 的 解 , 故 上 述 方程 无 解 . 该 例 再 次 说 明定 理 7.1. 2 的 充分 性 不 成 立 . 
(3) 对 于 关系 方程 


Tı 
0.5 Q 0.6 0.6 0. 4 


I 2 

0.3 0.2 0 0,3]. 一 |0.2 
T 

0.2 0.1 0.3 0.2 3 0.2 
T4 


容易 计算 文 一 Ra . S 一 ( 子 ,1, 椰 , 子 ) , 且 斑 是 方程 的 解 ,也 是 最 大 解 ，。 噩 


类 似 最 大 一 最 小 型 Fuzzy 关系 方程 ,讨论 下 列 形 式 的 最 大 一 乘积 型 Fuzzy 
关系 方程 


Til 7 12 Tin T] 5} 

r21 r392 lon LX 9 52 
J = 

7 ml 7 m2 Yr mn Ean Sm 


Cri t £1) V Oaz * T2) V … V Gin è XT,) 55) 
Cray * 21) V Caz * £2) V … V Cran * Ta) =S2 
或 
Crimi * T1) V Om © TOV V Om Zn) =m 
记 R'a . S = (21,223 T,) ,定义 集合 
EG) =(j € (12 lr © Z; =s;}, E=EQ) X E(2) X = X Elm) 
而 令 P= (py) mxn 如 下 
bs =f TT M yi m; j=l,2, esn 
0, ry ez 天 S; 
称 P 为 方程 R。X==S 的 简化 矩阵 . 
定理 7.4.1 设 R=[Lr;]€10,1]j™”*,S=[sj] € [0,17 , W]: 
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(1)Ra.S=Pa.S; 

(2QR-+X=SOP-xX=S; 

(3)%.(R,S) £ OSE=E(1) X E(2) X X E(m) +£ Ø; 

(WF .PD A ØS i=l, 2m, V by Dsi. 

证 明 (Di P'a. S=( zz ez ) ,由 P 的 定义 ,PCR, 从 而 由 定 
理 3. 4.11 得 

X ACH, ,HT) =R’a. SC P'a. S=(a sat yey zy)! 

而 另 一 方面 , 任 取 j E {1,2,…,n), FE Zz). 事实 上 : 

D 若 工 一 1, 则 显 见 工 Sz; ; 

ORT <1, MEFE i; € {1,2,…,m}), 使 


m 3; 
Zi 一 人 (rja s;) =r; ja s; 二 一 
i=l f Tij 
M ri; 五 =s 9 W rij pijo TH 
m 
Xj =A (pia. 5i) S Pija. Si 7) ja. 5; =T; 


AZA T r; (G =1,2, sn), Mm R'a. SD P'a. S, k R'a. S=P'a.S. 

COIR - X=S, 则 由 定理 7.1.1, XZSX=Ra.SEX.(R,S). RHC), 
XC Pa. S. 又 由 定理 3.4.7 及 定理 3.4.15(1) 可 得 ,P.XCP.(Pa.S)CC 
S. 下 面 只 需 证 明 


Yi=]1,2,.…,m, V (Pi ° Tj) 之 S; 
j= 
事实 上 ， Vr=1,2,°,m, 存在 J; € 《1，2 n}, 使 得 


ni 

5 一 V (ry t Tj) Srj * XEry * TSS; 
j=l i i 
Ti 


从 而 rj" Tj Ty. ez; =s; BI ry = Py? ix FF 
V, (pi * x;) 之 py e Zj Ss 
由 此 得 到 已 .和 三 S, 反之 , 设 P. XIS, 则 由 定理 3.4.7 有 
S~P.XCR.XCR.XCS 
BRR.X=S. L] 
WEG, IE ={i € {1,2,…,m} 1s; =0}, 
JE = {i € {1,2,7 m} |s; >0, Jk: k>i, Yj € (152, qy Æ 0q; Æ 0) 
定义 Fuzzy 矩阵 PO = (Cp?) nyn 5 Fuzzy MB S =G) xl 如 下 : 
ViE {1,2m} 7 E (人 127 
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| i € IE UJE way tC IE U JE 

Pij» i € IE UJE sss teElIEUJE 

定理 7.4.2 设 R，X=S 有 和 解 , 则 P。X=S 当 且 仅 当 P* .X= 二 S$, 日 
XC Pa.S. 

证 明 必要 性 显然 . 下 面 证 明 充 分 性 . 设 X= (zi,xs，… ,x,) 满足 方程 


Po 。X 一 S0 ， HXC P'a . S, Nj HEH 3.4.7 EM 3.4. 1500D% P 的 定义 知 , 要 
证 P. X=S, 只 需 证 


(0) __ 
pi = 


) 之 5; 


Yi=1,2, m, V (Pi £; 
j=] 


j 
(D# iE IE UJE, WW Yj=1,2 =n, py =p s=, BRERRY ; 
(2) 车 i€ IE, WER V, (py * xj) > s; =0; 
DE iE JE, W s >0, HEEii<k<sS m, ff 

V (py * zx) =s, > 0, B Yj=1,2, sn, py KOPP, Z0 


从 而 存在 7o E (1,2,…,n), 使 5。 = py, t Xj, >O. 又 由 定理 7. 4.1(1) 易 得 ， 
R'a.S=P'a.S, 所 以 

Pj, > 0» H si = Py, ° 2; 
这 样 , x; =z,» Kid 


S Py, Tj SS 


0 


V (py ° Ti) Z Py * Xj py * Xi FS: 
j= 


BED (2) (3) ,总 有 V (py zj) Bs. 口 
y 


由 定理 7.4. 1 与 定理 7. 4. 2, 我 们 可 以 利用 与 最 大 一 最 小 型 Fuzzy 关系 方 
程 的 Fuzzy 托 阵 变换 法 和 有 效 路 径 法 类 似 的 方法 来 求 最 大 一 乘积 型 Fuzzy 关系 
方程 的 极 小 解 . 定义 矩阵 R” = (rg ) mx 如 下 

, 上 > Vy © Xj 一 3 
ri 一 
0， 其 他 
按 下 列 规则 删 去 R” 中 的 第 i 行 : 

DE s; 二 0, 则 删 去 R” 中 的 第 i 行 ; 

(2) 8; > 0, HAFFER € (1,2,…,n) ME: k >i, YJE (12ean) ,gx A 
0=>g; 关 0, 则 删 去 R” 中 的 第 i 行 . 

删 行 后 的 矩阵 记 为 com(R). 在 com(R) 的 每 一 行 中 取 一 个 非 零 元 ,然后 按 
列 取 最 大 值 ,再 转 置 后 得 方程 RX 二 S 的 一 个 极 小 解 . 

例 7.4.2 对 于 最 大 乘积 型 Fuzzy 关系 方程 
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0.5 0 0.6 0.6 
42 
0.3 0.2 0 0.3] 


T3 
0.2 0.1 0.3 0.2 


0.4 
= |0. 2 
0. 2 


之 4 


由 例 7.4. 103) X=Ra. S=(Soligeg)'s 并 且 简 化 矩阵 为 
0 


a 
als 


EE) 为 其 最 大 解 . 又 


R*=| 1 0 
2 
0 0 £ 0 
2 2 
3 1 8 3 
com(R) = > 
0 0 = 0 
故 得 三 个 极 小 解 
2 0 0 
3 0 
1 
0 2 
X = ， 和 一 |2|， X= |S 
2 二 3 
£ 3 
3 2 
0 —_ 
0 3 
从 而 得 原 方程 的 解 集 为 
2 2 
s | [isl] os 
[0,1] 1 [0,1] 
X.(R,S)=} 2 |U} 2 |U} 2 |. O 
3 3 3 
2 2 2 
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87.5 Fuzzy 关系 不 等 式 


在 线性 规划 问题 中 要 用 到 Fuzzy 关系 不 等 式 ， 下 面 讨 论 Fuzzy 关系 不 等 式 
的 求解 . 

wREFUXV),SEFUXW),TEFUXW), il 

Re. XTS, Ree XDS, SSR- XOT 
BRA Fuzzy 关系 不 等 式 ( 方 程 )(fuzzy relation inequalities). 它们 的 解 集 分 别 记 为 
XS(R,S)=({X € F¥(VXW) |R。XGCS) ,XP(R,S) 
={ XEF (VXW)|R.: XDS} 
X (RSD ={X €F¥ (VXW) ISSR a- XTT) 

特别 地 当 一 人 时 , 记 F(R,S) , FR, SSA R,S, T) 分 别 为 XY (R,S)， 
多 (R,S) 5 X(R,S, T). 

类 似 Fuzzy 关系 方程 我 们 有 Fuzzy 关系 不 等 式 方程 的 最 大 解 与 ( 拟 ) 极 小 解 

i F(U XV) , 则 记 

> HZEFUXV)|ZDX}, X< (ZE FUXW|ZEX} 
当 U,V,W 为 有 限 论 域 时 ,上 面 的 符号 己 和 二 分 别 用 志和 之 表示 . 


7.5.1 Re, XCS 


定理 7.5.1 XE€ F(R,S) >X < CXR,S). 


证 明 由 定理 3. 4.7 容易 得 到 . o 
定理 7.5.2 F(R,S)=(X)<={X|X CX}, Hb X=Ra: S. 


证 明 XX, KEM 3.4150), Re, X=R-o, (Re, DCS, 再 由 
E 7.5.1 78 XEIS(R,S. 反之 , 设 XE ARS) WR XCS, 由 定理 


3.4. 15(2) 5EM 3.4.1148, XC Ra, (RX) CR; S=X., 口 
例 7.5.1 考虑 不 等 式 方程 
0.8 0.9 0 1.0 0.9 
Ti 
1.0 0.7 0.9 0.5| | 0.8 
0.5 0.6 0.6 0.7|。| |< |0.7 
0.3 0.2 0.5 0.3| | 0.4 


X 4 


04 0.4 0.1 0 0.3 
WHE ARH X =RaS =(0.3,0.3,0.4,0.9)'. 由 定理 7.5.2 知 该 不 等 式 方 程 
的 解 集 是 (X)<. 
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值得 注意 的 是 X —R’oS = (0. 3,0. 3,0.4， 
0.8 0.9 0 1.0 
1.0 0.7 0.9 0.5 
0.5 0.6 0.6 0.7 
0.3 0.2 0.5 0.3 
0.4 0.4 0 
的 解 , 即 该 等 式 方程 无 解 . 


7.5.2 及 "一 9 


定理 7.5.3 
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0.9) 不 是 
0. 9 
之 1 
0. 8 
42 
= |0.7 
3| lo 4 
F4 0.3 
[| 


(1) Xo € £F7(R,S) > (X )> Z XF (R;S); 


(2) 若 X, ÆR o X=S HRR, H YC Xo, 则 Y € XP7(R,S). 


证 阴 
即 XE X2(R,S). 


(1) 任 取 X, € XF (RS), #A XDX,.MWR°e>XDR-, X% DS, 


(DR X, ÆR o X=S WR FIFE YC Xo. HY € F(R,S), 亦 即 
R o YDS, 这 时 S=R or Xo D R ar Y D 9 一 下 or Y=S, RI Y 和 2~.CR,S). 


这 与 Xo ÆR 0o X=S 的 极 小 解 矛 盾 . 


由 定理 7.5.3 知 ,为 了 求解 不 等 式 方程 RR。 


C] 
+ XS, 只 需求 出 全 部 极 小 解 . 


求 极 小 解 是 复杂 的 ,下 面 只 考虑 T= 人 的 情形 并 且 论 域 是 有 限 的 . 
又 定义 ° X D S 的 特征 矩阵 D>) = UP ) x, 如 下 


ri = S; 


l, 
d\?? -| ’ 
0, Tij < Si 


# QAD) 关 Ø, 则 对 g = (gq(1) ,gq(2)， 


_ — (q) 
Xa = X41) a2) sgn) — (zi 


… ,q(m)) €E QCD’), 4 


(gq, 
$ 


CUF 
9X5 z?) 


其 中 ri” =V (silda 二 1),j 二 1,2,…,n. 下 面 的 定理 给 出 了 解 集 I (R,S) 


的 结构 . 
定理 7.5.4 
XPRS) =| {(X,)> |X, 
gEQ 
WERA (1) 先 证 


Y> (R,S)4#O 4AWwW4 QOD) + Ø. 此 时 


e [0,1 ]™} (7.5.1) 


X?(R,S) S|) ((X,)s 1X, € [0,1] 


4E oO 


事实 上 , 设 X € XZ(R,S), 则 ViE {1l,2,.…,m)} 


y, Cri, A zi) 25, > CA G Oaa A Tao 之 35) 


Tria 之 


S; TED 之 5 


1 
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FFE g = (q(1),q(2),°**,q(m)) € Q, 并且 
j E (q1) ,q(2) ++ 5q(m) pai? =V PP =V Ø =0 
> > rj” 
j E {gq(1),g(2) sgm) Sr 一 Zoo Sy W Qk) 一 


m 

— (gq) — ng) 

>x; > V s =V ry =z; 
q(k) =] i=] 


Xit X > X,, AMX ELl (X> |X, € [0,1]”™ ). 
gEQ 
(2) 表 证 


X7(R,S) DU ((X)s 1X, € [0,1)""} 
qEQ 


EKE, q = (q(1),g(2),*…,g(m)) E QS WD 之 sry = 
V {silgi =a) È s) 
=>CWD (rig) A ti >s) >R. X, SS 
=>X, € X7 (RS) > (X) >Z XF” (R,S). E 
定理 7.5.4 PAY X, Q € Q(D™)) 是 拟 极 小 解 , 但 不 一 定 是 极 小 解 . 我 们 
仍 采用 7.3 中 的 保守 路 径 法 求 极 小 解 . OI, =U lr, Ss). 同样 gq 二 (q(1)， 
9(2),…,qCm)) E QORA REEE DZ 的 一 个 Q 路 径 . DO 保守 路 径 集 仍 用 
Q. (DP) 表示 . 
定理 7.5.5 Riles >s > >s, > 0, M {Xy lg E Q.(D'>))) 是 
Re X D S 的 极 小 解 集 . 
证 明 设 X 是 极 小 解 ,根据 定理 7.5.4, 存 在 gq EQ, XS X,, 从 而 g 置 
于 保守 路 径 9 中 并 且 XX >X, 宇 X ,但 XX 是 一 个 极 小 解 , 故 X =X R 
X € {Xs lq’ EQ}. 
对 任 一 保守 路 径 g = {a1 gas am) > FERRE {1,2,- 0}, E 
Lp < ai, x; =, JR 
Mik X € *2(R,S). 事实 上 
2 > r>a >0> (tla) =k} E D 
4 t = min({t|q(t) =k} 
HWE X € 2 (R,S), RPE 


j= 
3J- 际 上 ， J 置 


n 


V Cr A Tj) =a V 8 VY 


1 = 
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其 中 QG Tek A zx 
B=V ir rej S s oj FA) 
7=V (rej [rej <s 7 FR} 
注意 到 : 
D 2? 一 Sa Sra Nz L T < IO =s, 5 
(2) 因 不 存在 tt 过 太 , 使 q(t) € J，， 所 以 我 们 有 ; EJ 并且 
j Æ k>zx; =z =V {slg =j} 
<V {sli > &} = Sp 41 CR 0,244, =m) 一 Sy 


>L s, 
(3) j E Jory ss 
从 而 V, tri AT) 二 WR. O 
07.5.2 考虑 不 等 式 方 程 
0.8 0.9 0 1 z, 0.9 
1 0.7 0.9 0.5) |。 0.7 
0.5 0.6 0.6 0.7 > [0.6 
0.3 0.2 0.2 0.3; |? 0.3 
0.3 0.4 0.1 0 T4 0.2 
其 特征 矩阵 为 
0 1 0 1 
111 0 
D= |O 1 1 1 
1 0 0 1 
1 100 


求解 的 Q@ 路 径 个 数 是 2X3xXx3X2X2=72, 但 其 保守 路 人 径 只 有 6 条 ,如 表 7. 5.1 
所 示 . 
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由 此 我 们 得 到 相应 的 极 小 解 
0.3 0 0.7 0 0.2 0 
x= 0.9 x= 0.9 x= oj = 0.7 x= 0 ,x 0.2 
一 oj 一 0 | 一 0 | 一 0 | 一 0.7| 一 0.7 
0 0.3 0.9 0.9 0.9 0.9 
国 


7.5.3 SSR ° XST 


BR = (rj) € [0,1], X = (x) € [0,1]™,S = (s;), T = 4) € 
[0,1j” ,下 面 讨论 Fuzzy 关系 不 等 式 
S<R°X<T (7.5.2) 
其 解 集 记 为 YrCR,S,TD，S 委 R-X 委 了 的 特征 矩阵 规定 为 也 一 (dy) € 
(0, e”, 
di =lery > s; 27; ViE (1l,2, ,mm)} ,7 E (1,257, 0} 
其 中 X =RaT = (Z1). 
定理 7.5.6 Kl sa >y > >s, > 0, M: 
(1) {Xs la E QD} ASSR. XST MRE; 
(2) E(R,S,T) =X< N (U (Xp< la € Q.(D)}}; 
(3) X(R,8,T) A PESKTAQD) ¥@. 
证 明 只 证 (1) ,其 余 易 证 . 基于 定理 7. 5.4, 为 证 (1), 只 需 证 
q E QD) eq E QAD”) HX, <X 
事实 上 , q E OD™ SVD Gay Ss), 并且 
X, S XECVACV (sla =j} <¥;) 
E( VA (ql) =js; <Z;) 


95; S Tyi) 
由 此 可 知 
q €E QCD) ¢ Y 1) recy = S;) H S; < Ty 
FA C1) RA. LJ 
例 7.5.3 考虑 不 等 式 方程 
0.9 0.8 0.9 0 l 0.9 
Ti 
0.7 1 0.7 0.9 0.5 0.8 
T? 
0.6/< |0.5 0.6 0.6 0.7|。 < 10.7 
0.3 0.3 0.2 0.2 0.3 “1 10.3 
x4 | 
0.2 0.3 0.4 01 0 ‘ lo. 4 
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该 方程 的 最 大 解 为 
X = (0. 8,1,0. 8,0. 9)’ 


其 特征 矩阵 为 
O 1 0 1 
1 1 1 0 
D=|0 11 1 
1001 
1 1 0 0 
与 例 7. 5. 2 的 特征 和 矩阵 D'>” 相 等 ,其 极 小 解 为 
0. 3 0 0. 7 0 0. 2 0 
0.9 0.9 0 0.7 0 0. 2 
X = » X, = ，X; 一 ，X, 一 , X; 一 , X; = 
一 0 一 0 一 0 一 0 一 0.7| 一 0. 7 
0 0.3 0.9 0.9 0.9 0.9 
则 解 集 为 
0.3,0.8] [0,0. 8] 0.7,0.8] 0,0. 8] 
[0.9,1] [0. 9,1] [0,1] [0.7,1] 
[0,0. 8] [0,0. 8] [0,0. 8] [0,0. 8] 
[0,0.9] 0.3,0.9] 0.9 0.9 
0.2,0.8] [0,0. 8] 
[0,1] [o. 2,1] 
U one [0.7,0.8]]|- z 
0.9 0.9 


$7.6 #k Fuzzy 相似 关系 方程 


Fuzzy 聚 类 分 析 的 基本 工作 之 一 就 是 标定 , 即 建立 被 分 类 对 象 之 间 的 相似 
关系 ,相似 关系 是 一 个 Fuzzy 相似 矩阵 . 常用 的 Fuzzy 聚 类 方法 是 将 Fuzzy 相 
MER 尺 通 过 求 传 递 闭 包 的 方法 改造 成 Fuzzy Ore R, RIG HER” fe 
相应 的 动态 分 类 . 于 是 自然 有 这 样 的 问题 :除了 R 以 外 ,还 有 没有 其 他 的 Fuzzy 
HUER R ,其 传递 闭 包 亦 是 R* , 即 1(R1) 二 R* .下面 将 讨论 这 一 问题 ,首先 
提出 变 次 Fuzzy 相似 矩阵 方程 的 概念 ( 李 相 久 ,1984). 

定义 7.6.1 记 上 会 (4,k 十 1,k 十 2,…), 若 对 任意 m Ck, X BB mH 
程 

R。Xm 一 5 (7.6.1) 
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的 解 , 则 称 X 适合 方程 


R. X} =S (7.6.2) 


称 Re X* =S 为 变 次 Fuzzy MWER DA, XE X,R,S 均 为 Fuzzy 相似 
矩阵 . 

定义 7.6.2 Æ At =A , NFKA Xk W Fuzzy 血 等 矩阵 ,简称 为 型 阵 . 
MA k Bn MEERA LOLI. 


易 知 LOY Eloy eC LO, coe. 
记 
A(R,S) ={X|R 。X4 =S} (7.6.3) 
gym (R,S) ={X|R > X” =S} (7.6.4) 
iM CR,S)={X|R > X” =S,X € (0,1) (7.6.5) 


特别 地 , FP CRS) HUB CR,S) 分 别 记 为 FCR,S) 5K (R,S). 
定理 7.6.1 AEM Fuzzy 相似 关系 矩阵 方程 


xi =Y 
A OX! L,Y) AD ) 的 充分 必要 条 件 为 了 是 1 型 阵 . 


证 明 “充分 性 显然 ， 现 证 必要 性 . HX! 二 Y 有 一 解 A, 则 有 
AŻ — Akt} .CY 
H Y? =A”, m At =A”, W Y =Y?. C] 
EH 7.6.2 设 Y 为 1 型 阵 , m>Se, N 
X CI,Y) D XP A,Y) 
证 明 VX, EF? dY), A X=Y. AmDSk, 总 可 以 找到 正 整 数 p, 使 
得 pk >m. 于 是 由 定理 3.4.3 有 Xt CXTCKER. 因 Y 为 1 BS 
x# =Y’ =Y =X! 
从 而 Xt =X} =Y, BPX, € X” (1,Y). 口 
定理 7.6.3 设 & 汪 > 1, wR 


1 1 1 
1 1 eee 1 

RÆ#E=|. , (7.6.6) 
1 1 1 

则 | ER O= Jl XI,Y). (7. 6.7) 


YE, RS 
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证 阴 ”首先 易 知 x*(R,S) = | U FBR, Y)). 
Y 


mek \YEX,, (RS) 
由 定理 7.6.2 知 XM IY) DXEBU,Y),mLSk, 
因此 有 U DD U RA, Y), m>k, 
YET, (R: S) YER, R S) 
从 而 N | U FBR, Y)) = U #Ba.y. E 
mak ‘YER, (R.S) YE%X (RS) 


定理 7.6.4 1 BK Fuzzy 相似 关系 矩阵 方程 RR。X 三 S 有 人 解 且 其 解 中 含有 
1 型 阵 的 充分 条 件 是 , R=SRERCOSAS=S’. 

证 明 车 R=S, 则 R.。I=S 且 1=7. 

# ROSHAS=S’,WR°eSCS-S=S. 由 定理 3.5.5 知 ,R。S 二 5S, 故 


R-S=S,H S=S?’, C] 
Gl 7.6.1 考虑 变 次 Fuzzy 相似 关系 矩阵 方程 
1 0.6 0.3 0 1 0.6 0.4 0.4 
0.6 1 0.1 0.2 ; |0.6 1 0.4 0.4 
0.3 0.1 1 0.7 0.4 0.4 1 0.7 
0 0.2 0.7 1 0.4 0.4 0.7 1 
言 先 容易 求 得 
1 0 0 0.4 1 0.6 0.4 0.4 
0 1 0.4 0 0.6 1 0.4 0.4 
0 04 1 0 <X < 0.4 0.4 1 0.7 
0.4 0 0 1 0.4 0.4 0.7 1 
1 0 0.4 0 1 0.6 0.4 0.4 
0 1 0 0.4 . 06 1 04 0.4 
0.4 0 1 0 SX < 0.4 0.4 1 0.7 
0 04 0 1 0.4 0.4 0.7 1 
不 难 验 证 下 式 
1 0 0 0.4)? 1 0 0 0.4 
0 1 0.4 0 0 1 0.4 0 
0 0.4 1 ol lo o4 1 0 
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1 1 0 0.4 0 
0 0 1 0 0.4 
0.4 04 0 1 0 
0 04 0 1 
0.6 0.4 0.4 1 0.6 0.4 0.4 
0.4 0.4 0.6 1 0.4 0.4 
本 0.4 H 0.4 0.4 1 0.7 
0.4 0.4 0.7 0.4 0.4 0.7 1 
解 定 次 方程 
1 0 0 0.4 1 0 0.4 0 
"| 1 0.4 tq x? — | ° 1 0 0.4 
O 04 1 04 0 1 0 
04 0 0 l 0 04 0 1 
A Sy Ft Bll 
1 0 0 0.4 1 0 0.4 0 
y-/? 1 04 mx- 0 1 0 0.4 
0 04 1 0.4 0 1 0 
04 0 0 1 0 04 0 1 


然而 下 列 的 二 次 方 方 程 
0.6 0.4 0.4 
0.4 0.4 
0.4 0.4 1 0.7 
0.4 0.4 0.7 1 


的 最 大 解 为 
1 0.6 0.4 0.4 
1 0.4 0.4 
0.4 0.4 1 0.7 
0.4 0.4 0.7 1 
所 以 ,由 定理 7.6.3 知 
1 0 0 0.4 1 0.6 0.4 0.4 
0 1 0.4 0 06 1 0.4 0.4 
O 04 1 0 S*S lo 0.4 1 0.7 


0.4 0 0 l 0.4 0.4 0.7 1 
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1 0 0.4 0 1 0.6 0.4 0.4 
O 1 0 0.4 0.6 1 0.4 0.4 
0.4 0 1 o 54S 0.4 04 1 0.7 
0 04 0 1 0.4 04 0.7 1 
这 便 是 所 求 的 全 部 解 . J 


B 7.6.2 给 定 Fuzzy 相似 关系 矩阵 R 


l 0.1 0.8 0.5 0.3 
0.1 1 0,1 0.2 0,4 
R= |0.8 0.1 1 0.3 0.1 


05 02 0.3 1 0.6 
0.3 0.4 0.1 0.6 1 
用 求 传递 闭 包 的 方法 将 R 改造 成 Fuzzy 等 价 和 矩阵 CR) 
1 0.4 0.8 0.5 0.5 
0.4 1 0.4 0.4 
t(R) =R =R° = |0.8 0.4 1 0.5 
0.5 04 05 1 
0.5 0.4 0.5 06 1 
我 们 考虑 还 有 哪些 Fuzzy 相似 矩阵 也 能 改造 成 CR). 解 变 次 Fuzzy 相似 和 矩阵 方 
程 


Oo © 
cm A 


l1 0.4 0.8 0.5 0.5 
0.4 1 04 0.4 04 
Ri = 0.8 0.4 1 05 05 
0.5 04 0.5 1 06 
0.5 0.4 0.5 0.6 1 


其 解 为 
l a 0.8 6 b 1 04 0.8 0.5 0.5 
a 1 a a a 0.4 1 0.4 0.4 0.4 
0.8 a | b b | 三 XR 10.8 04 1 05 0.5 
b a b 1 0.6 0.5 0.4 0.5 1 06 
b a b 0.6 l 0.5 0.4 0.5 0.6 1 


其 中 , 主 对 角 线 上 方 的 四 个 a 中 ,有 一 个 为 0.4, 而 其 余 三 个 均 为 0; 四 个 已 中 ,有 
一 个 为 0.5, 而 其 余 三 个 皆 为 0. 
由 此 可 见 , 当 X, © (X|X* =2(R)} WH, X4 =X! =R). 口 
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87.7 Fuzzy A ik 


7.7.1 最 大 一 最 小 型 广义 Fuzzy j% 4E 


ÆX 7.7.1 (Kim, Roush, 1980) i RE [0,1]™", 若 存 在 Q E€ 
[0,1j”™" ,使 得 R。Q。R=R, M R 是 正则 的 , 且 QUAR 的 广义 Fuzzy DH 
阵 ,简称 G 一 逆 . 者 Q@ 是 R AG —-B,MAQ?-R-Q=Q, MEQ AR 的 Thi- 
errin-Vagner 逆 , 简 称 人 一道. 

由 定义 易 知 : Q ÆRET —*, N REQ KT č. 

定理 7.7.1 RQERNG-WMWS=-Q°-R°-QERWHT —H#. 

证 明 因 Q 是 R 的 G 一 逆 , 则 

R: S: RSR. Q- R- Q. R=(R-Q- R): Q: RSR- Q:-R=R 
同 理 可 证 

Se- R- SSQ: R: Q.R.: Q.R: Q) 


=Q. (R: Q- R): Q-:-R-:- Q) =Q: R.: Q=S. C] 
下 面 介 绍 一 种 求 广 义 Fuzzy W% E E D E. 
令 X =(z,) € [0,1] 
其 中 Ta =A {rs [ra < ry A rads =1,2,. mk =1,2,.,n. 
例 7.7.1 设 
.5 0.5 0.3 
e= o 0.4 3 
0.2 0.2 0.5 
1 1 0.3 
则 X=/1 1 0.3 
0.2 0.2 1 
BWER o X o R=R. MR EEM, E XBR 的 G 一 逆 . 口 


定理 7.7.2 (BRB, 1981) Fuzzy Æ E R 为 正则 的 充分 必要 条 件 为 
R。X .R=R. 此 时 , X ÆR 的 最 大 G 一 逆 . BMY 
R-X. R=R (7.7.1) 
时 必 有 X CX, 
证 明 “充分 性 显然 , 现 证 必要 性 . 设 X 是 尺 的 任意 一 个 G 一 道 , 则 R。X。R 
=R, FE Y (i,L) 有 
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V {CV {ry A ZaD A ru) =ry 
J 
Rp VV {rs A Tik 人 rp} =ry, V (1,0) 
k j 

从 而 VCL), Ck), Fij N Tik A Ty S ry 
于 是 YL), G.k), 4: 

(lr; A ru SraP™ S oy Sl; 

(2) ry A rg > ry S Xp S ru. 
由 此 我 们 得 到 V Gok), Tik SA {ra [ra < rs A rp? =T; 


即 XSX, 且 Re X»RDR->X-°R=R 
AA» Yil), Ck), 得 : 
(1) Tij A ry S ra Pry A Za N Yu S ry N re Sras; 


(2) rj Are > rry AN Tp N Te ST Er. 


于 是 VY Cil), VV {ry A oye N Teh Sri 
i 
即 Re- X: RGR 
所 以 Rə- X- R=R 
故 XX 是 R HRKG—H. [J 


给 定 一 个 n Xm 阶 正 则 Fuzzy GER, 置 
G a = {ga = (jy ska) | ry, A rkl 之 Tr] Tj k, 之 ra? 
G = (G= (ga )nxm [gi E Ga? 
YGE, Xc € L0,1]7”, 满足 
zG, =V {ra| Gaska) =G,k)}s j =1,2, mk =1,2, sn, 
定理 7.7.3 (PRB, 1981) KRRE L01] 7” EMK. ag, FB 
R 的 全 部 G 一 道 集 合 是 
X 一 (XIX T XTX, GEJ) (7.7.2) 
证 明 DR XBR 的 任意 广义 Fuzzy GRE WMA 
Re XeR=RHXCX 
即 YGD), VV {ry A zx Aryeh =ra 
故 存在 (jx ,kz )， 使 得 
Ti, 人 Vj ik, A Tet ru 
因而 ,存在 gi 二 (ji ks)» 使 得 
"iy A Trl 之 ry 
且 Tjk 之 Tjk, => fy 


所 以 ga E Ga, MAF G=—(Ce,) E 9. 
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令 ZG =V (ry | Gaska) = Gk))}),j=1,2,. ,mk =1,2,.…,n 
VG sk), WREE Gaska) =G,k), WA 

ra S Tje, ST V Gaska) = (j,k) 
于 是 zc, =V {ra| Gaska) =Gsk)} SEa 
如 果 所 有 Guska) A Gk), W 

to =V Ø =0 <S Tk 
于 是 ,有 XeGXCX 
Bp XER 
(2) VG=(g,) € 9, M YGD, gy = Gaska) =G k) 满足 


rat A re =Ty, A rel 之 fu 


且 Tja, >ra 
于 是 te, =V tral Gerke) =Gaska)} Sra 
因此 rir A TG y A ory, ru 
于 是 VV {rs A to, Arul Bry A rq, Arei S rar YOD) 
所 以 RER. Xg ROR X- R=R 
即 一 切 满足 Xs SX X 的 n Xm H Fuzzy SEB E 
R. Xg R=R: X: R=R -X RSR. 口 


Xs RAR 的 对 应 于 G E S 的 拟 极 小 G 一 道 . 在 全 体 拟 极 小 G 一 逆 中 选 出 
互 不 包含 者 ,得 到 全 体 极 小 G 一 逆 . 
推论 7.7.1 正则 Fuzzy GBR R AEAT REE 
T={TITCCTCT.GE FY} (7.7.3) 
Sip T=XoRoXPWRWBKT —B. 而 Te =Xc eRe Xo RAR 的 对 应 
FGE SHUR) Tp. 


7.7.2 TM a 型 广义 Fuzzy 逆 和 矩阵 


下 面 总 设 T 是 对 V 可 分 配 的 t- 模 . 

定义 7.7.2 设 RE[L0,1]””, 车 存在 QE [0,1J]™" ,使 得 R。+ Q R= R， 
则 称 呈 是 TT 一 正则 的 , 且 Q 称 为 尺 的 十 型 广义 Fuzzy eH, KH C,H. HE 
是 尺 的 G1; 一 道 , 而 且 Qer Re, Q= Q, MEQA RAY T Æ Thierrin-Vagner 逆 , 简 
称 全 一 逆 , 若 存 在 QE [0,1]”", 使 得 Ra (Qe, R= R, 则 称 尺 是 a 一 正则 的 ， 
且 QRA Ra X Fuzzy 逆 和 矩阵 ,简称 G 一 逆 . E ERK G 一 逆 , 而 且 
Qa: (Ra; Q = Q, 则 称 Q 为 下 的 T 型 Thierrin-Vagner 道 ,简称 T, — 5. 
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定理 7.7.4 CHEW, 1988a) Fuzzy EE R 为 一 正则 的 充分 必要 条 件 
AR: X or R=R. 其 中 , X= (zi) 是 RR 的 最 大 G1 一 逆 , AX APRA 
Ti 一 人 ((ry T rp arg} (7. 7.4) 
ER 充分 性 显然 , 现 证 必要 性 . 
wX ER 的 任意 一 个 Gr 一 逆 ,; 则 R .er Xo RER, YG, 有 
V (CV {rs 于 并 二 让 Try} =ry 
AT OS V 可 分 配 的 假设 得 VV {ry Toe Try} Sras, VG.) 
从 而 VG, Gk), Vij Tr Try Sri 
由 定理 1. 3. 15(2) 得 Yy Cisl) Gsk), Tik < (rij T rp aru 
由 此 我 们 得 到 V (sk), zi SA (Cry Trg ary} =Z 


即 XCX 
于 是 由 定理 3.4.7 得 Re, Xo RDR, X., R=R 
另 一 方面 ,因为 YGD, Gk), Za SA {Cy Trudara) Sry Tr daras 从 而 
V G.1),G>k) 
ry TX Try Sry Try Try arg) Try =y Tru) Trg Tre dary) 
<ra, (HEM 1.3.1501)) 


于 是 VV {ry TER Tred} ry, VGL) 
即 Ro X° RER 
所 以 Re, X°,R=R 
FEX BR WRKG,—H. 口 
我 们 还 容易 证 得 以 下 定理 ， 
定理 7.7.5 Fuzzy PRRET 一 正则 的 充分 必要 条 件 为 存在 袜 及 X 使 
Re, Y=R, Xe,R=Y (7.7.5) 


Hl 7.7.2 i T=O (有 界 积 ), 则 Ya,6b € [0,1] 
a@b=(a+6b—1) VO 
l, 4 0 
Qa gb = 
l—a+b, a>b 
WR=Crijaxms 9S Ty < 0.5, 2=1,2,° 237 =1,2,°%* mM, 则 
Tik 一 人 {Cry Ory a@rg} =1,7=1,2, ,myk=1,2,.",n 
srt 


从 而 尺 ,o 久 eoR 一 O. 这 说 明 除 零 阵 外 ,对 所 有 满足 0 委 r, 过 0.5Gi=1,2,… 


n;] 二 1,2,…,m ) 的 Fuzzy 和 矩阵 R= (r; ) mxn 关于 © 都 不 是 正则 的 . a 
下 面 的 结论 是 正则 Fuzzy 和 矩阵 的 推广 ( 胡 宝 清 ,1988a). 


~+ 
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BE — hn Xm BH T —EN Fuzzy ER, 置 
Gy = {gi = Ga oka) Irs, Tre ZTak, Z ra? 
G = {G= (Ba )nxm |Zu E Gu? 
YGE, Xe € [0,1] 7", 满足 
zc, =V {ral Gask) =U ok bg =1l,;2, e ,mk =1,2, n. 
定理 7.7.6 设 RE1[0,1jJ”” ÆT EMK, MIF SD, 并且 R 的 全 部 
G+ 一 ERIE 
X ={X|XsZ XTX, GEG) (7.7.6) 
对 于 Fuzzy 和 矩阵 的 e 一 正则 性 有 类 似 结 果 ( 胡 宝 清 ,1988a,b). 
定理 7.7.7 Fuzzy BHR Ba 一 正则 的 充分 必要 条 件 为 存在 Y RX 使 
Ra; Y=R, Xa: R=Y (7.7.7) 
定理 7.7.8 Fuzzy GRR Ha 一 正则 的 充分 必要 条 件 为 Re;(CXa+ R) 一 R. 
其 中 , X 一 (zn) 是 尺 的 最 大 G。 一道 . B X 由 下 式 确定 
Tik 5A (Cry Treg dary}. (7.7.8) 
证 明 ”充分 性 显然 , 现 证 必要 性 . 
设 X ÆR 的 任意 一 个 G, X, M Rat (Xe, KR) =R, YG DA 
A (ryal A (工业 ar 一 7 
Yi ， 由 定理 1.3.16(2) 得 
A A {rial tyarg)) =ru 
M YCL), Gk) ra Xpary) Sry 
由 定理 1.3. 1502048 VGD, Gk) 
ry ra S Erau >r Tralrij Sry Pre S Cr; T ra)ary, 


由 此 得 到 VY (7,k), Tik SA {Cry Trg erg} =T; 


即 Xox 
于 是 由 定理 3.4.11  R=Ra (Xa, R) D Ra- (Xa, R) 
Fi — Fi AH YGD, Gok) s Ea =A Cry Traaru) < (ry Tra dary 从 而 ， 
由 定理 1. 3. 15(2) 
VGD, Gsk) , rya(Zgary) Sry 
于 是 A A (rja lCTraru)) Sras VG,D 
j 


Bp A (ral A (Tpary i} Sry YGL 
j k 
亦 即 Ra~(Xa, R) DR 
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所 以 Ra, (Xa, R) =R 

FX ER 的 最 大 G; 一 逆 . 口 
例 7.7.3 wR=Cr;) € (0,11, 其 中 x; =r<1, VGj), 由 定理 

1. 3. 15(7) 知 Zp =A (Cry Trajaryu} =l, V Gk), B X=E. X Ear R=R, Ra; 


R =E, 所 以 Rai (Xa, R) =E £ R, KR BE a 一 正则 . 口 
7.7.3 区 间 值 Fuzzy 矩阵 的 广义 逆 


定义 7.7.3 BRE» BREQE IRH. W4 R o Qe,R=R, WHE 
间 值 Fuzzy 矩阵 尺 是 丁 一 正则 的 , 且 QRAR 的 TT 型 广义 Fuzzy ee, HR 
G1 一 逆 . GQERAHG,—B,MA Q.R.: Q=Q, NE Q AKEHE Fuzzy Æ 
Me: R A T #9 Thierrin-Vagner 道 ,简称 T,— W. 

定理 7.7.9 Ci 7H BS, 胡 宝 清 , 1984) 设 区 间 值 Fuzzy 矩阵 R= 
(rjr D E M. 则 RR 是 本 一 正则 的 充分 必要 条 件 是 尺 = (7; ),xn MR = 
CF) wxm 正则 且 R AR SP HA G+ X= (zj ) wxn，Y 二 (yj ) mea 存在 使 得 X 
CY CBI ay ey 二 1,2,… ,Mm;k 二 1,2,…,n ) 成 立 ， 

WEAR 设 区 间 值 Fuzzy HM R= (rjo D) € 10%) ETE WHA 
Z= (xz Yik 1) mxn E D ’ 使 得 

Re, Z», R=R 

Bp VGD), V { V (Lry Fy] Taye oyl) Tru oF J} =Lrz Fa] 
DF BD VCL), V V (Lry 7; | Thay Vir J Thre Fu |} 一 [rz Fi J 
Kit VG,.), LV V ri TZ Tru» V V ri T yx Tru] =Lra ra] 
Bo YED, VV {rs Tap Tru try, VV {ry Tyga TP) =F 

这 说 明 X = (aj) xn 和 YY 二 (yj )mxn DHE R AR BG, XCY 是 
明显 的 . 

FL R AMR DBA G1 — X = (2 mn WY = OY) mxn AX CY, Wh 
上 述 证 明 反 推 立即 可 得 (Lay Yje J) mxn ÆR 的 Gi 一 道 . L] 

定理 7.7.9 给 出 了 求 区 间 值 Fuzzy 矩阵 RR 二 (Lr; sra D axmG1 m A A 
HM R S= Cry) nem 的 全 体 G+ 一 逆 集合 为 &R o R=) wxm 的 全 体 G, 一 逆 集 
BARB 
X = {C£ Vik ) mxn | Cz jp nxm €E AR» Cy in nxm © FR AT jp Sys Vik} 

(7.7.9) 
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则 和 是 区 间 值 Fuzzy 矩阵 尺 的 全 体 Gi1 一 逆 集 合 ,从 而 尺 的 TT 一 逆 也 可 以 求 出 . 
例 7.7.4 设 
0.3,0.5] [0.3,0.5}] [0.1,0.3] 
R= ro 4] fo.2,0.4] £0.1,0. 
[0,0.2] [0,0. 2} [0.3,0.5] 
FEH T=A, W 
0.3 0.3 0.1 0.9 0.9 0.3 
R= 区 0. 2 1 , R= 区 0.4 3 
0 0 0.3 
都 是 正则 的 , 且 
[0,1] [0,1] [0,0.1] 
X 一 besa [0,1] [0,0.1] 
L0,0] [0,0] [0.3,1] 
Æ R= (Crj) MEAG, 一 道 集合 ; 
[0,1] [0,1] [0,0.3] 
入 4 = boon [0,1] [0,0. 3] 
0,0.2] [0,0.2] [0.5,1] 
是 Rj = (ri ) wm 的 全 体 GA 一 逆 集 合 . 则 
X= {([ zx > Vik Dax | (Xi )3x3 E XY 或 Xp Vip Jx E X; 或 X, od ip S Ve jk = 1,2,3) 
是 区 间 值 Fuzzy 矩阵 R 的 全 体 G A HER. 


0.3,1] [0,1] [0,0.1] 
aX.) to Lo ,1 0.) 


[0,0] [0,0] [0.3,1] 


0.5,1] [0,1] [0,0.3] 
及 X, = ft [0,1] [0,0. 5 


0,0.2] [0,0.2] [0.5,1] 


7.7.4 格 阵 的 广义 逆 


定义 7.7.4 WHREL” ,BREQEL™, 使 得 R。Q。 R= 二 R, 则 称 格 
Æ REEM, H Q 称 为 格 阵 RR 的 广义 逆 矩 阵 ,简称 G 一 逆 . AER HG — 
w., mE Q. R. Q=Q, 则 称 Q ABER 的 Thierrin-Vagner 逆 ,简称 了 一 逆 . 
定理 7.7.10 格 阵 尺 是 正则 的 充分 必要 条 件 为 存在 Y RX 使 
R-eY=R, X°-R=Y (7. 7.10) 
定理 7.7.11 〈 胡 宝 清 ,1988b) RIRE R=((r, 07; D E L™”, M RIE 
则 的 充分 必要 条 件 是 尺 。X。 尺 =R. 其 中 , X= (Ta) 是 尺 的 最 大 G 一 逆 . AX 
由 下 式 确 定 
ZX ip =A (rg A Fuara)? (7.7.11) 
给 定 一 个 n Xm 阶 格 阵 R, E 
G 4 = {gu = (ja kad | rs A kl > Tri Xj k, >ra)? 
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G= {G= (ga) nxml|Bu E Ga 
VGE 9, 令 Xc CL”, 满足 
zo, =V try | Ga eka) = Gok} 57 CO —=1,2,. Mm;k =1,2,.…,n. 
定理 7.7.12 ( 胡 宝 清 ,1988b) REL” 是 正则 的 , 则 多 关 OL,HAR 
的 全 部 G 一 逆 集合 是 
X={X|X CE XECXGEY) (7.7.12) 


上 面 我 们 对 最 大 一 最 小 型 和 最 大 一 乘积 型 Fuzzy 关系 方程 的 求解 方法 进行 
了 讨论 ,这些 方法 主要 是 通过 研究 方程 的 极 小 解 来 得 出 解 集 的 结构 . 除了 这 一 
方面 外 还 可 以 利用 Fuzzy 神经 网 络 理论 与 遗传 算法 来 进行 迭代 求解 (Blanco， 
Delgado, et al. , 1995a,1995b; Buckley, Eslami, et al. , 1997; Pedrycz, 1995) 
BAK Ty FE AY UE AD RHE (Gottwald, 1994, 1995; Pedrycz，1991)， 更 详细 地 了 解 
Fuzzy 关系 方程 理论 可 以 参阅 相关 文献 (Adamopoulos，Pappis，1993，Bourke， 
Fisher, 1998; Czogala, Drewnial, et al. , 1982; Gottwald, 1993; Guo, Wang, 
et al. , 1988; Higashi, Klir, 1984; Imai, Miyakoshi, et al. , 1997; Loetamon- 
phong, Fang, 1999; Luoh, Wang, et al. , 2002; Pappis, Sugeno, 1985; Pe- 
drycz, 1984, 1989; Peeva, Kyosev, 2007; Prevot, 1981; Wu, Guu, 2004). 
Fuzzy 关系 方程 还 可 以 向 不 同方 向 推广 ,如 t- 模 (Bourke, Fisher, 1995; Cheng, 
Peng, 1988; Gupta, Qi, 1991a, b; Hong, Hwang, 1994; Imai, Kikuchi, et 
al., 1998; Lin, 2009; Miyakoshi, Shimbo, 1984, 1985; Shieh, 2007; 
Stamou, Tzafestas, 2001; Wu, Guu, 2008. ) K EÁ (Li, Fang, 19983) 与 格 值 
( Nola, 1985; Qu, Wang, 2007; Wang, 2001; Wang, Xia, 2009). Fuzzy 关 
系 方程 理论 在 Fuzzy 规划 与 优化 (Fang，Li，1999; Guu, Wu, 2010; Lin, Wu, 
et al. ，2009; Loetamonphong, Fang, 2001; Loetamonphong, Fang, etal., 
2002; Lu, Fang, 2001; Wang, 1995; Wu, Guu, 2005; Wu, Guu, et al., 
2008). Fuzzy 控制 ,离散 动力 系统 与 知识 工程 〈Cuninghame-Green，1979 ; 
Nola, Sessa, et al. ，1989) 等 领域 有 着 广泛 的 应 用 . 
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第 8 章 RBAK Fuzzy 统计 


我 们 知道 ER X 上 的 Fuzzy R A 实质 上 是 X 一 10, 1 的 函数 ,所 以 实际 
中 处 理 模糊 现象 的 首要 任务 是 确定 隶属 函数 A(z). 正如 在 概率 论 的 应 用 中 人 
们 只 能 统计 出 近似 的 概率 一 样 ,在 Fuzzy 集合 论 的 应 用 中 ,由 于 人 们 认识 事物 的 
局 限 性 ,也 只 能 建立 近似 的 隶属 度 , 从 而 得 到 大 致 的 隶属 嚼 数 . 本 章 围绕 如 何 确 
定 隶 属 函 数 的 问题 展开 讨论 . 首先 介绍 确定 隶属 函数 的 思路 ,然后 介绍 确定 隶 
属 函 数 的 方法 一 一 Fuzzy 统计 、 二 元 对 比 排序 、. 集 值 统计 以 及 插值 法 与 增 量 法 ， 
最 后 给 出 了 第 用 的 Fuzzy 分 布 . 


9 8.1 确定 隶属 函数 的 思 


在 目 然 异 和 人 类 的 活动 中 所 遇 到 的 各 种 各 样 的 现象 ,大 体 上 可 以 分 为 两 类 : 
确定 性 现象 和 不 确定 性 现象 . 
所 谓 确 定性 现象 是 指 在 一 定 条 件 下 必然 会 出 现 的 现象 . 
不 确定 性 现象 又 可 以 分 为 两 类 :随机 现象 和 模糊 现象 . 即 : 
确定 性 现象 
随机 现象 


Fe 
不 确定 性 Eaa 


于 是 ,数学 模型 便 可 以 分 为 三 大 类 :确定 性 数学 模型 ,随机 性 数学 模型 和 模 
糊 性 数学 模型 . 概率 论 是 研究 和 处 理 随机 现象 的 数学 分 支 , 而 模糊 集合 论 则 是 研 
究 和 处 理 模 糯 现 象 的 数学 分 支 . 随机 现象 和 模糊 现象 的 区 别 在 于 ,随机 事件 本 
身 有 明确 的 含义 ,只 是 由 于 条 件 不 充分 ,使 得 在 条 件 与 事件 之 间 能 出 现 决定 性 的 
因果 关系 ,而 在 事件 发 生 与 否 上 表现 出 不 确定 的 性 质 . 然而 ,模糊 概念 本 身 就 没 
有 明确 的 外 延 , 一 个 对 象 是 否 符 合 这 个 概念 是 难以 判定 的 ,因此 造成 了 划分 的 不 
确定 性 . 

概率 论 的 运用 ,是 从 随机 性 中 把 握 广 义 的 因果 律 一 一 概率 规律 ;模糊 集合 论 
则 是 从 模糊 性 中 确立 广义 的 排 中 律 一 一 隶属 规律 . 

概率 反映 了 一 定 的 条 件 对 事物 的 内 在 联系 与 制约 ,概率 的 客观 意义 可 以 由 
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随机 试验 中 呈现 的 频率 稳定 性 来 承担 . 模糊 性 的 根源 在 于 客观 事物 差异 之 间 存 
在 着 中 介 过 渡 , 存 在 着 亦 此 亦 彼 的 现象 . 但 是 ,在 亦 此 亦 彼 中 依然 存在 差异 、 依 
然 可 以 相互 比较 ， 

隶属 度 的 具体 确定 确实 包含 着 人 脑 的 加 工 ,其 中 有 着 某 种 心理 过 程 ;但 是 归 
根 结 底 ,心理 活动 也 是 物质 性 的 ,心理 物理 学 的 大 量 试验 表明 ,人 的 各 种 感觉 所 
反应 出 来 的 心理 量 与 外 界 刺激 的 物理 之 间 保 持 着 相当 严格 的 定律 (如 韦伯 定律 ， 
Fr EES) ,这 个 定律 在 某 些 自然 科学 中 扮演 着 基础 性 的 角色 ,如 声学 中 的 
分 贝 , 色 度 学 中 的 三 刺激 组 ,光度 学 中 的 视 量度 函数 等 都 与 之 相关 . 

下 面 说 明 ,Fuzzy 统计 试验 中 所 呈现 的 频率 稳定 性 可 以 承担 隶属 度 的 客观 


88.2 Fuzzy 统计 


8.2.1 二 相 Fuzzy 统计 


随机 试验 有 4 个 基本 要 素 : 

(1) 基 本 空间 NR, 0 是 集中 全 部 相关 因素 而 形成 的 一 个 维 数 极 高 的 直 积 空 
le] ; 

(2) 0 中 的 一 个 变 元 w,w 的 确定 意味 着 全 部 因素 都 要 各 自 固 定 在 某 一 特定 
的 状态 上 ; 

(3) 事 件 A, A 是 0 中 的 一 个 确定 的 经 典 集合 ; 

(ORIF S, S 是 对 变 元 w 活动 的 一 种 限制 . 

一 个 Fuzzy 统计 试验 也 有 4 个 要 素 : 

(1) 论 域 X; 

(2) 试 验 所 要 处 理 的 论 域 X 的 固定 元 素 To; 

(em X 的 可 变动 的 普通 集合 A“”, A’ EA Fuzzy RA 的 可 塑性 边界 的 
反映 ,可 以 由 此 得 到 每 次 试验 中 x。 是 否 符 合 A 所 刻画 的 模糊 概念 的 一 个 判决 ，; 

(4) 条 件 S, S 限制 着 A ”的 变化 . 

以 上 分 析 如 图 8. 2. 1 所 示 . 

一 个 Fuzzy 统计 试验 的 基本 要 求 是 ,在 每 次 试验 中 ,要 对 xo。 BAF A’ 
做 出 一 个 确定 的 判断 ,而 A” 可 以 在 每 次 试验 中 发 生 改 变 ,但 都 是 XTE. 

做 n 次 试验 ,计算 ze 对 Fuzzy BA 的 隶属 频率 1, (A)(zxo) 为 


1 (A) (29) 会 0S 全 “的 次 数 (8.2.1) 


n 
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A 
《2 X 
(a) 随机 试验 : 4 固定 ，@ 可 变 (b) 模糊 统计 试验 : x, 固定 ， ATT AE 


图 8.2.1 两 种 试验 模型 


试验 表明 , 随 着 n WERK, 1, (A) Cro) 也 会 呈现 某 种 稳定 性 , 称 aCA) Co) 所 稳 
ERIEN ro 对 于 A 的 隶属 度 , 即 


Alr) = lim 2 E A “的 次 数 (8. 2. 2) 


n ++ n 


Gl 8.2.1 REFIR X =—[0,100] (单位 : 岁 ). Fuzzy @ A 表示 Fuzzy 概 
念 “ 青 年 人 ”, 选 取 年 龄 ze =27, 试用 Fuzzy 统计 来 确定 ze 对 A 的 隶属 度 . 

选取 129 位 合适 的 人 ,每 个 人 能 根据 自己 对 “青年 人 ”的 理解 , 报 出 他 们 认为 
“青年 人 ”的 最 适宜 的 年 限 ,具体 数据 如 表 8. 2. 1 所 示 . 


表 8.2.1 “青年 人 “年龄 区 间 统 计 表 


18~25 | 17 一 36 | 17 一 28 | 18~25 | 16~35 | 14~25 | 18~30 | 18~35 | 1g~35 |16~25 
15~30 | 18 一 35 18~25 | 10~25 | 18 一 35 18~30 | 16~30 |20~35 
18~30 | 18~30 | 15~25 | 18~30 16~28 | 16~30 | 18~30 


15~25 6 一 30 |18~35 


16 一 30 


6 
1 
1g~25 | 18 一 25 18~30 16~28 17~27 }16~28 
15~28 | 16~30 | 19~28 | 15~30 17~25 17~30 [18 ~35 
15~28 | 18~30 15~25 16~24 15~27 |18~35 
16~35 | 15~25 | 15~25 | 1g~28 | 16~30 | 15~28 17~28 |18 一 35 
16~25 | 18 一 28 18~30 | 18~35 | 18~30 | 18 一 30 18~30 |18 一 35 
16~30 | 18~35 15~30 | 18~25 | 17~30 18~28 |18~35 
18~28 | 18~30 | 18~25 | 16~35 18~2 1g~30 |16~28 
1730 | 


15 一 26 


18~30 


17~29 


15~30 | 15 一 35 17~30 | 15~30 | 18~30 116 一 30 


15~30 | 18 一 35 | 18~ | 18~30 | 17~30 18~35 |17~30 
15~25 | 15~30 | 18~30 | 17~25 | 18~29 | 1g~28 


20~30 | 20 一 30 | 16~2 
18~28 | 18~35 3 


5 
5 
5 


15~25 | 18~35 
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Xo 一 27 对 “青年 人 ”年 限 的 隶属 频率 如 表 8. 2. 2 所 示 . 


表 8.2.2 27 内 对 “青年 人 "的 隶属 频率 表 
e e pe e e e e e e e e 
To 
em Ce Ce oor 70 CR CC 


从 图 8. 2. 2 容易 看 出 ,27 岁 对 于 “青年 人 ”年 限 的 隶属 频率 大 致 稳定 在 0.78 
附近 ,因此 可 以 取 A(x。o) 一 A(27) =0. 78. 


O 10 30 50 70 9% 10 129 n 
图 8.2.2 27 岁 对 “青年 人 ”的 隶属 频率 


另外 ,我们 还 不 难 求 出 “青年 人 ”的 隶属 函数 . 事实 上 ,将 X 分 组 ,每 组 以 中 
值 为 代表 计算 隶属 频率 ,如 表 8. 2. 3 所 示 . 


表 8.2.3 “青年 人 "的 隶属 频率 表 


pf | 
| | a i i 
| | | 
| ns | | 
: 7 09612 
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续 表 
129 | 0000 
25 | 0000 
is 0000 
10 22.5~23.5 129 1. 0000 
1] 23.5~24.5 129 1. 0000 
1 12 D. 9928 
14 10] 0. 7829 
m | 05969 


根据 表 8. 2. 3 可 以 描 出 直方 图 如 图 8. 2. 3 所 示 , 再 连续 地 描 出 图 形 便 可 以 
得 出 ACz) 的 曲线 . 
在 上 述 介 绍 的 Fuzzy 统计 方法 中 ,将 年 龄 分 成 “青年 人 ”与 “ 非 青 年 人 ”两 组 ， 
故 Fuzzy 统计 又 称 为 二 相 Fuzzy Sit (the two-phase fuzzy statistics). 二 相 指 
的 是 
P, ={A,A‘} (8, 2.3) 
每 进行 一 次 Fuzzy 试验 ,都 确定 了 一 个 映射 
e:X — P, 
该 映射 是 对 X 的 一 个 划分 . 二 相 Fuzzy 统计 实际 上 是 两 个 相反 的 模糊 概念 在 论 
域 X 中 进行 “竞选 ”的 统计 . 由 此 可 以 推 知 , 由 二 相 Fuzzy 统计 所 得 到 的 隶属 函 
数 , 具 有 性 质 
VYzEAxACz) 十 AcCz) 一 1 (8. 2. 4) 
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10 20 30 40 x 
图 8.2.3 


在 有 些 问 题 中 ,所 考察 的 Fuzzy 集合 不 止 两 个 ,这 需要 将 上 述 的 二 相 Fuzzy 
统计 法 推广 为 多 相 Fuzzy 统计 模型 . 


8.2.2 多 相 Fuzzy 统计 


给 定 
P, ={A, Ags: An} A; © F(X), 1 =1,2,°°,m (8. 2.5) 
如 果 每 一 次 试验 的 结果 都 能 确定 一 个 映射 
e:X > Pn 
称 这 样 的 试验 为 对 Pan 的 m 相 Fuzzy 统计 试验 , 称 集合 P, 为 m 相 集 . 

例如 (高 个 子 ,中 等 个 子 BRL) ,( 老 ,中 , 青 } 都 是 三 相 集 , (小雨 ,中 十 ,大 
雨 , 大 暴雨 } 是 四 相 集 等 . 

多 相 统计 的 结果 ,能 得 到 各 相 在 论 域 X 上 的 隶属 一 数 . 它们 具有 性 质 : 

VrEX, A, (x) +A, (zr) +e + Anl) = 1 (8. 2. 6) 

下 面 以 三 相 为 例 , 讨 论 三 分 法 的 基本 原理 . 

三 相 Fuzzy 统计 试验 可 以 等 价 于 下 列 随 机 试验 : 视 (u,v) 为 二 维 随机 向 量 
观察 值 , 对 其 进行 抽样 ,再 求 得 u,v 的 概率 分 布 , 从 而 得 到 Fuzzy Æ A; ,A,,A; 
的 隶属 函数 . 为 此 先 证 明 下 面 的 定理 . 

定理 8.2.1 设 Ai,As,As E F(R), m Cy 为 随机 向 量 , 且 满足 
PlE< q) =1, 而 Yusv € R, (u,v) 能 确定 映射 
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A, ru 

e(u,v)(x) 5443, ux<ixr<uv (8.2.7) 
Ay, zy 


RA peu) sp, (v) 分 别 为 &,5 的 概率 密度 函数 ,而 pCu,v) 为 ,7 的 联合 概率 密 
BE PRR » JY 


-Fos 
A, (x) =| bedt (8. 2.8) 
A, (x) =|" p, (Dd (8. 2.9) 
A, (2) =1 — A, (x) — Ay (x) (8. 2.10) 


证 明 REER, Rin KRM. 由 条 件 ,对 于 几乎 每 一 次 试验 ,存在 数 
对 (u,v): uv, 以 及 R 的 子 区 加 Ay 9 使 得 x < Ay 9 “AM LK u Hz < 
v. PK 


6 了 E At 77 的 次 数 _ (x < Ex < 7) 发 生 次 数 (8.2.11) 
n n 
从 而 由 式 (8. 2.2) 并 考虑 式 (8. 2.11) 48 
A, (x) = lim ZEA WRA ple Sez <7) (8.2.12) 


nr 十 oo n 


结合 图 8. 2. 4, 有 


Pix SEs Sg) = || plu,v)dudv = I) plu,v)dudu 


IKu ru C, UC, 
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故 0=PE> pS 中 plu,v)dudu 
C, UC, 
即 有 |] pus vd dude = ff p(u,v)dudv =o 
C, C, 


从 而 由 式 (8. 2. 12) 得 


+s +œ 
A Cx) = f p(uyv)dudo =| du | p(u,v)du 


C, UC UC, 
十 四 
而 | plu,v) dv = pe(u), 
十 oo 
故 A, (x) =| PAROLU 


同 理 可 证 
As(x) 一 | p Ddi 
为 了 证 明定 理 , 剩 下 只 需 证 明 
Ai(z) 十 4;(z) 十 A;(z) 一 1 (8. 2. 13) 
由 于 对 每 一 试验 结果 (u,v), FEKE AY ,4; ,4:， 且 确定 映射 
eCu,v):R— {Ay ; A, „Å? 
m VER, : € AS U Až U Aš. WG, k, r) RRE k KARP rE A? 


(i =1,2,3) 的 次 数 , 则 
l, rE A; 
blisk) = 


0, x€ A; 

这 里 上 = 二 1,2,3. WKE n 次 试验 中 ,有 
it I» SoG. 9x) 
1, CA;) (x) -ZEA KS os ee 


n 

从 而 由 式 (8.2.2) 得 Ai(Cz) 一 lim + ( Doci,k,z)) 
n—=-+ o b=] 

这 样 


3 


Ai (2) +A (2) HA = lim © >) DG ska) 
k=] 


n—=+o M i=] 


3 
而 由 OC kx) 的 定义 ,对 名 二 1,2,…,n，2》 bG,k, z) =1, $ 
k=] 
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Ai(Cz) 十 4A(z) 十 Ai(Cz) 一 1 
式 (8. 2.13) 成 立 , 定 理 得 证 . 口 
例 8.2.2 试 在 某 地 区 建立 下 列 三 个 Fuzzy RHR BR: 
A, =“GERF”, A, 二 “中 等 个 子 ”， Az = 二 “高 个 子 ” 
设 
Ps 二 { 矮 个 于 ,中 等 个 子 , 高 个 子 ) 
X 一 (0,3)，( 单 位 :my) 
每 次 Fuzzy 试验 确定 X 的 一 次 划分 ,每 次 划分 确定 一 对 数 〈6,7) : 
E 矮 个 子 与 中 等 个 子 的 分 界 点 ; 
7: 中 等 个 子 与 高 个 子 的 分 界 点 . 
R26 (Ey), 也 就 确定 了 映射 e, MAH TBR. PETAR 
子 , 从 而 使 模糊 概念 明确 化 了 ,如 图 8. 2.5 所 示 . 


图 8.2.5 


矮 个 子 .中 等 个 子 与 高 个 子 的 区 间 是 随机 区 间 ,从 而 上 和 7 是 随机 变量 , 现 
假设 它们 都 服从 正 态 分 布 ,而 且 
~ Nla), n~ Naz 103) 
则 由 定理 8. 2. 1, 有 


“boo T — 
A=] p (di =1—| ped =1—0(=—) 
I 一 的 1 


A, (x) =|" p, Dde =0(=—*2| 
_. > 


从 而 
a) 


A, (x) =1— A, (x) — Ay (x) =0(7—"1)— of 
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其 中 PCr) =|" 
7A) ys HE TE AS A) f BA PL 口 ] 


$8.3 二 元 对 比 排 序 


有 时 在 做 多 相 Fuzzy 统计 时 ,被 调查 者 往往 很 难 从 众多 的 Fuzzy 集合 中 选 
择 出 唯一 的 隶属 度 为 1 的 Fuzzy 集 . 实际 上 ,人 们 最 习惯 于 两 两 比较 ( 即 二 元 对 
比 ). 例如 ，“ 张 三 比 李 四 更 热情 " ,如果 设 热情 "这 个 Fuzzy 概念 的 外 延 为 A, 那 
么 便 有 
A (K=) SA (FED 
拿 张 三 与 李 四 对 比 ,看 谁 对 “热情 ”的 隶属 度 高 ,这 称 为 二 元 对 比 (binary com- 


parisons). 
8.3.1 择优 比较 法 (preferred comparison method) 


1. 多 个 Fuzzy 集 的 确定 

设 P= {pi1,pP2，"… ,Pn) 为 被 调查 对 象 集 , X EER, A; E 了 (X) 是 设 定 的 
m 个 Fuzzy 人 和 集 (1 一 1,2,…,m ), 工 EX, 待 求 隶 属 度 A,(z),i= 二 1,2,…,m. 对 任 
意 一 对 (AA) 1 Ls <k <m, Vp; E P, 规定 


l, pi Xx & A; 
Aj (25pj)) = _ (8.3.1) 
0, Pj rE A; 
A,(a,p;) +A,(a,p;) =1 (8, 3.2) 
E A, Cz:p;) =l, A,(x,p;) 一 0 
则 记 为 fa As’ p) 5l, Ja Age pj) =0 


总 起 来 ,可 以 得 到 表 8. 3. 1. 


表 8.3.1 pi AY Pa PA RT bb Fe 


340 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 模糊 理论 基础 
将 nn 个 人 的 对 比 结果 综合 起 来 便 得 到 两 两 对 比 的 总 表 , 如 表 8. 3.2 所 示 . 


表 8.3.2 n 个 人 两 两 比较 总 表 


nr 


Dy fa, Ars pi 


p=) 


Di fa, (Ar pj) 
=] 


i 


DSa Aip) 
一 1 


i 


Az | Dj fa, Azp) Dafa, Ar sp;) 
j=l =] 


J 


Dafa. (Azs p;) 
j=l 


n 


Data, CA3 + p;) 


j=l 


n 


> fa, (A; s p;) 


j=l 


A, Data, (As +b) 
一 1 


DSa, (Ampi?) 2 fa, CAm pj) 
j=l =] 


J 


Da fa, Ampi) 
i=} 


J 


当 s 关 & 时 ,显然 有 下 列 性 质 : 


性 质 8.3.1 DSa App + Dy fa, (Aso dy) 
j=l 了 一 ] 


= >) (fa, Ap + fa (Asp) = Dilan (8. 3.3) 
j=l j=l 
m m n 2 B _ | 
性 质 8. 3.2 5 (Dfa, Aopp) = emra 
k=ls=1,sk "j=! 
(8.3.4) 
这 时 ,隶属 度 4A.(z)G 一 1,2,……，m) 可 以 按 下 式 计 算 
> (Dfa, Ap) 
A; (x) 一 一 二 OO (8.3.5) 


nm (m — 1) 
显然 A,(z) 满足 下 列 条 件 
5y (Dra, (A: +P;)) 


SA Ga) = D eee a (8. 3. 6) 
i=l i=] 
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2. 一 个 Fuzzy 集 的 确定 

U X = {11:223 Fm} HAREM, A € F(X), 待 求 ACzx;), i 一 1,2,…， 
m. Pit P={pi Poo d,) 为 被 调查 对 象 集 ， 对 任意 一 对 (zz 1< 一 上 
<m, Yp; EP, WE 


l, P; Ti EA 
Altis p;) = _ (8. 3.7) 
0, P; T; = A 
Alz, sp; ACT ‚p;)=1 (8.3.8) 
大 A(az,.pjJ)=1, A(x, 5p;) =0 
则 记 为 fz (top) 51, fr (xispP;) =0 
这 样 可 以 得 到 表 8. 3. 3. 
表 8.3.3 P; 的 两 两 对 比 表 


再 将 n 个 人 (pi s P? 25 Ph) 的 对 比 结果 综合 起 来 就 得 到 一 个 总 表 ， 如 表 
8. 3. 4 所 示 . 


表 8.3.4 nn 个 人 两 两 比较 总 表 


Di fs, (arb) | Dd) fe, aop) DSa (215 p;) 
j=l jal j=) 
S Gop) |e | EA, Garp) 
j=l j=l 


Di fa, (tap) Ds fx, (Tap) 
j=l j=l 


245, Fm 用) 2a fa, Fm Pi) 2 fe, Emt Pj) 
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当 s 关 上 时 ,也 可 以 得 到 下 列 性 质 : 
性 质 8.3.3 Df, Gop) + Di fz sp) =n (8. 3. 9) 
j=l j=l 
A S ‘ _mn(m—1) 
性 质 8.3.4 >) V5 (Ife, opp) = (8. 3. 10) 
k=1ls=1,s¢k \j =1 
这 时 ,隶属 度 A(lz;) (t=1,2, m) 可 以 按 下 式 计算 
2) (Ia, op) 
A(z,) =i ， 1 二 1,2,…,m (8.3.11) 
—mn€m— 1) 
2 
易 知 ,A(x;) 满足 下 列 条 件 
SAG) =1 (8. 3.12) 
i=l 
例 8.3.1 生产 乒乓 球拍 用 什么 颜色 最 好 ? 这 里 以 被 选择 的 颜色 作为 论 
域 : 
X 一 ({ 红 , 橙 , 黄 , 绿 , 蓝 } 一 {rs0,ys 8,b} 
S A = 二 颜色 好 . 设法 求 出 X 中 各 元 素 对 A 的 隶属 度 , 则 隶属 度 最 大 的 颜色 
为 最 好 . 


为 此 ,从 乒乓 球 爱好 者 中 随机 抽取 500 人 ,每 人 将 X 中 的 五 个 颜色 按 表 
8. 3. 5 中 的 序号 两 两 对 比 ,择优 指定 一 种 作为 自己 所 喜爱 的 颜色 . 所 得 结果 如 表 


8.3.6 所 示 ( 由 于 每 人 测 两 次 , 故 n =500 x 2=1000). 


表 8.3.5 择优 试验 顺序 表 
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anes oas 
1000 xX 5XxX4X > 


A(o)=0. 2377, ACy)=0. 1782 
A (g)=0. 2087, A (b)=0. 1506 


于 是 A _ 0. 2248 + 0. 2377 十 0. 1782 十 0.2087 , 0. 1506 o 
r o y g b 
8.3.2 绝对 比较 法 (the absolute comparison method) 
1 多 个 Fuzzy 集 的 确定 
在 择优 比较 法 中 ,我们 在 进行 两 两 对 比 时 ,都 有 一 个 约定 
(8.3.13) 
A,(x5p;) +A, (rs p;) =1,1 <s<tk<l 


现在 我 们 取消 这 一 约定 , 即 在 两 两 比较 中 ,允许 A,(z,p;) 5 A,(2r,p;) 在 
[0,1j 区 间 中 取 值 . 特别 地 ,在 某 一 类 问题 中 ,可 以 采用 如 下 很 方便 的 绝对 比较 
法 . 

设 A, ;A, st, AL €E FCX) HERH m 个 Fuzzy 集 ， £ €E X, 我 们 来 确定 隶 
属 度 A; (x), i=1,2,.…,m. 

假定 存在 某 一 指标 re (1,2, sm} 9 使 得 十 明显 地 优先 属于 A,， 即 


A,(x) = max{A;(r2)|1<1< m? (8. 3. 14) 
则 不 采用 全 面 的 两 两 比较 ,而 只 作出 与 A, 的 各 个 比较 值 
fa (Ai,pj;), i1 =1,2, m (8. 3.15) 


这 里 /4。(A,,p;) 是 作为 参照 的 标准 值 
仍 设 P= {pi ，p2 yp, } 为 被 调查 者 集 , 若 记 
aAa Lf (A,;,p;) (8.3.16) 
n 


则 各 隶属 度 可 以 取 为 


A; (xz) =— (8.3.17) 


很 显然 ? SIA; (2) =]. 


t=] 


2. 一 个 Fuzzy 集 的 确定 
现在 假定 X=( 2) ,x，，… ,Xmn}) HARE, AC F(X EEH Fuzzy $, 
求 ACz;), t=1,2,°°-,m., 
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第 一 步 ;确定 指标 rE {1,2,.,m), 使 得 
A(z,) 一 max{A(z, ) ACT) ACn} 


Bl z, 优先 属于 A. 
第 二 步 : 对 每 个 调查 者 P; CG =1,2, n ) 作 两 两 比较 值 


f (z; , 力 ; ) 9 
第 三 步 :综合 个 调查 者 两 两 比较 的 结果 ,得 


1 
di 一 -一 
n 


第 四 步 :根据 诸 a; 通过 归 一 化 计算 隶属 度 


ACz;) = y 


a; 


nr 
24 


i=1,2,°: 


sm 
XY fa xisp)), i=1,2,.…,m 
j=1 ” 


1=1,2,°**,m 


模糊 理论 基础 


(8. 3. 18) 


(8. 3.19) 


(8. 3. 20) 


(8. 3.21) 


Bl 8.3.2 评价 某 项 工程 , 设 因 素 集 为 X =(2,,2,,23,2,), 其中: 
2 一 一 技术 可 行 性 ;zz 一 一 设备 投资 ;zs 一 一 作业 成 本 ;z, 一 一 用 料 用 工 费 . 
试 确定 X 中 元 素 的 权重 分 配 A 一 (4A(zi),4(zs),A(zs),ACz)) € F(X). 
现 选取 了 10 名 评议 者 : P= 二 {pi1,pzs，…,pio}. 首先 ,他 们 共同 议定 x, 为 影 
啊 经 济 效益 的 主要 指标 ,并 打上 最 高 分 10 分 , 即 fe (tq>pj) =10, j=1,2,., 


10, A 
Íz, (z1 p1) =4, 
fz, (XT1,p2)=4, 
fz, (ZX1,p3) 一 4， 
fx, Cz p4) 一 5， 
Íz, (z1 +5) =5, 
Jz (XI Pe) 一 4， 
fa (x1,p7)=5, 
fz (Xx1,ps) 一 4， 
Íz, CTi spa) 一 4， 
fz, (xz1 ,P10) 一 4， 
计算 它们 的 平均 数 , 可 得 


Íz, 《zaz pl) 一 9， 
Íz, (z2. p2) 一 8， 
fz, (Za ,ps3) =8, 
Íz (x2,Pp4) 一 8， 
fz (Xx2 ,ps) =8, 
fz, (zz p) =8, 
fz (Za ,p17) 一 9， 
Jz (zx2 ,ps)=9, 
fr (x2,p9) =9, 


Íz, (x2 ,p10) 一 9， 


fa (x3 »pi) 一 6 
fr (zx3,p2)=7 
fa (T33) 57 
fz (za , 力 ] ) 一 5 
fz, (zs3ps) 一 5 
fz, (z3 sp6) 一 5 
fz, (235p7) 一 5 
fz, (£3 » pg) =5 
fz, (zx3,p9) =6 


Fx, (23 P10) =6 


10 
am 一 二 (2) ,p;) 一 4. 3 
10 = 4 


10 
1 
ao =p fs (z2 p;) = 8.5 
j=] 
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10 
] 
a3 = Jo% fs, C: ;pj;) =9.7 


将 aisa? saza H — 4E , 便 得 


43 和 
Aad = 4.3 48.5 +5.70 ~O t 


a; 


i=] 


同 理 ACz) + 0.30, Alzr3) + 0.20, Alz) = 0.35. 
由 此 得 到 A 一 (0.15,0. 30,0. 20,0. 35). 口 


8.3.3 相对 比较 法 (the relative comparison method ) 


1. 多 个 Fuzzy 集 的 确定 

设 P= {pips 为 被 调查 对 象 集 , X 是 论 域 , A, E F(X) 是 设 定 的 
m 个 Fuzzy 集 (i 二 1,2,…,m  )，z 和 eX, 待 求 隶属 度 A; (z), i=1,2,,m. 用 
fa Ags bj) RMF xz, A, 5A, PAR, pj; ANA, 的 取 值 ,如 表 8.3.7 所 示 . 

约定 0 委 fa Ap <1, H fa Asop) =1, 但 不 要 求 满足 fa Arp) 
十 fa (A,,p;)=1. 记 


fa ADS Ss (A, »p;) (8. 3. 22) 
: Lat A, 


J 


可 以 获得 nn 个 人 的 比较 结果 ,如 表 8. 3. 8 所 示 . 


表 8.3.7 Pj 的 两 两 对 比 表 


fa, (A, > ~;) fa, CA, » pj) 


Sa, CA2»p;) 


fa, (A, » p;) 
fa, CA, pj) 
fa (A;,,p;) 


fa, (A, » p;) 
Ía, CA; > p;) 


fa, CA, »p;) 


fa Amp | fa Anh) | fa, Anpi) 


fa (Ad 


a A O 
f(A, |A,) max{ fa (Ay) > fa, (A,)} 


(8. 3. 23) 


fa AD 
Ta, AS] 


min! 


模糊 理论 基础 


表 8.3.8 pj 的 两 两 对 比 表 


fa, (Ad) 
fa, (Aa) 


fa, CAm) 


FCA, | A2) FCA, | Ay) FCA, [A,,) 


f(A; |A) 
FCA; | Ay) 


FCA, | As) FCA, | Anm) 


f(A, | Ag) f(A; | A。) 


fA, | Ay) SAn | Az) 


BRA 
fa (A) 
F AD’ Ía (CA D < fa (A,) 
fA, |A,) =F, As : : (8. 3. 24) 
l, fa, (A,) > fa (Ar) ,s =k 
再 将 诸 (A, |A,) 综合 起 来 便 得 到 隶属 度 ,比如 取 
Ai(z) =A f(A IAD, i = 1,2,.,m. (8. 3. 25) 


2. 一 个 Fuzzy 集 的 确定 

类 似 8. 3.1 MS 8.3.2 也 有 相应 的 确定 一 个 Fuzzy 集 的 相对 比较 法 . 下 
面 通过 例子 来 说 明 该 方法 . 

例 8.3.3 BX={2z,,22,2;) 为 有 限 论 域 , rz; 表示 长 子 , cp 表示 次 子 ，z。 
表示 幼子 ; A € 多 (X) 表 示 Fuzzy 概念 “与 父亲 相像 >， 假定 由 两 两 比较 得 到 表 
8. 3. 10. 
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Æ 8.3.10 相似 值 fe (xi) 


不 难 算 出 
fn | it i 
fla, Jn) 一 了 人 0.62， flay za) =O =1 
f (xq | x1) = HE ~ 0.60, f(xy | 25) = CF = 0.57 
f(x3 | z2) =1. 


由 此 又 可 以 建立 表 8. 3. 11. 


表 8.3. 11 * 系 R 


将 表 8. 3. 11 中 元 素 按 行 取 小 得 到 隶属 度 
A(GCzl) 一 1， A(z) =0.57, A(z) =0. 60 
由 此 得 到 , 长 子 最 像 父 亲 , 幼子 次 之 , 次 子 最 不 像 . C 


8.3.4 对 比 平均 法 (the average pairwise comparison method) 


1. 多 个 Fuzzy 集 的 确定 
根据 表 8. 3. 8, 取 适当 的 Fuzzy 综合 函数 pE Un (参见 》6. 3) , 令 
Ava) =o fa, (AD>sfa, (Ades fa (A;)),; t=—15,2,°°*3m (8. 3. 26) 


则 得 到 素 属 函数 . 特别 地 , 取 加 权 平 均 型 Fuzzy 综合 函数 , 且 oj 一 一 , 则 有 常用 
公式 
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m 


2 fa (AD (8. 3. 27) 


l 
mT 


A; Cx) = Dajyf a (AD 一 
j=l Í 


2. — Â Fuzzy 集 的 确定 

类 似 》8.3.1 和 》8.3.2 也 有 相应 的 确定 一 个 Fuzzy 集 的 对 比 平均 法 . F 
面 通 过 例子 来 说 明 该 方法 . 

例 8.3.4 设 X=(zlzzyzs)，zli 表示 长 子 , zz RRKT, x RMAF; 
A E F(X) 表 示 Fuzzy 概念 “ 美 ”. 假定 由 两 两 比较 得 到 表 8. 3. 12. 


表 8.3.12 相似 值 Sx, (x;) 


按 行 平均 后 便 得 到 所 求 的 隶属 度 
A(x) -人 ~ 0.93, A(z) = ~ 0.83, Alz) =+? ~ 0. 63 


由 上 述 可 知 美的 次 序 从 大 到 小 为 长 子 、 次 子 和 幼子 . 
这 里 三 子 的 权重 是 相同 的 ， 即 他 们 是 等 权 的 ,如果 考虑 偏爱 或 特殊 兴趣 ， 
例如 分 别 给 三 子 赋 权 重 0.1，0.8，0.1， 则 
A(x,))=0.1X fa (21) 10.8 X fs (£1) 10.1 X fı Cay) 
=0.1*1+0.80.8+0.1* 0.9 =0, 83 
A(x2)=0,1 X fz, (x2) +0. 8X Íz, (z2) +0.1 X Íz, (x2) 
=0.1«*0.7+0.8* 140.1 0.8 =0. 95 
A(xr3)=0.1 X fz (43) 10.8 X fr C43) $0.1 XK fy (23) 
=0.1*0.5+0.8X*0.4+0.1* 1 =0, 47, 
从 而 美的 次 序 为 次 子 、 长 子 和 幼子 . 次 子 在 此 评 为 最 美的 原因 是 由 于 对 次 子 的 
偏爱 . 口 


8.3.5 优先 关系 定 序 法 (the ordering by precedence relation method) 


RA n PMA ri ,zs，… ,Xz,， 按 照 某 种 特性 在 它们 之 间 排 出 一 定 的 优 劣 次 
Fe. 如 果 把 这 种 特性 用 论 域 关 二 (xi,zxs，,… ,Xx,) ER Fuzzy AC F(X) XE 


示 , 则 可 以 根据 既定 的 次 序 确定 出 素 属 函数 A(z). 

在 这 些 对 象 之 间 建 立 一 种 优先 关系 C=(c; ) nxn? 其 中 Ci 表示 Z， 与 工 ; 相 比 
RN, x; 比 优越 的 成 分 ,或 称 x; 对 zj 的 优先 选择 比 ,要 求 满足 条 件 : 

Cl) ca =0,1=]1,2,.…,n; 

(2)0S cy Sl, i Fj, isj 51,2, n; 


(3) C ij + cj =]. 
REA a € [0,1], 得 到 截 矩阵 
cp cae eh 
cD @ a, cfo 
C=) 7 (8. 3. 28) 
P ep o e 
其 中 
l, Ci =a 
ci 一 (8. 3. 29) 
0, Cy Ka 


ik a 从 1 到 0, 若 首先 出 现 C，, 上 述 矩 阵 的 第 n 行 元 素 除 对 角 线 之 外 全 等 
于 1, 则 z， 算 做 是 第 一 批 优越 对 象 (未 必 唯一 ) 

除去 第 一 批 优越 的 那 一 批 对 象 ,得 到 新 的 优先 关系 矩阵 ,用 同样 的 方法 获得 
第 二 批 优越 的 对 象 ,如 此 继续 下 去 ,可 以 将 全 部 对 象 排出 一 定 的 优 劣 次 序 . 

Ww X; ={ 2; a ee Ti } 为 第 7 批 优 越 对 象 , 其 中 7 一 1,2,…，5， 并 且 ki + 
hy 十 … Hk, =n, 隶属 度 由 下 式 得 出 


A(x) =a (8. 3. 30) 


0 
其 中 HE 入 ii， 一 1 2 5; 约定 De, =0, 
p=1 
例 8.3.5 设 X 一 (zi 9 .之 2 tz},AECFCXAREH Fuzzy $. E AIBC FE 


关系 矩阵 为 
0 0.9 0.2 
C= o 0 0.7 
0.8 0.3 0 
让 a 从 大 到 小 依次 截取 抢 阵 C, 得 到 和 矩阵 


0 1 0 0 1 0 
0 0 ol, Cs=|0 0 0 
0 


0 0 0 


Co.9 一 
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0 1 0 0 1 0 
Cs=|10 0 1], Cs=|0 0 1 
1 0 0 1 1 0 


当 w 降 至 0.3 时 ,在 Cos 中 首次 出 现 这 种 现象 :其 第 三 行 除 主 对 角 线 外 ,其 
余 元 素 均 为 1, 这 意味 着 zs 对 其 他 元 素 的 优越 成 分 一 致 地 超过 了 0. 3, 因 此 把 
xy 算 做 第 一 批 优越 对 象 . 

除去 zi 以 后 ,又 得 到 优先 关系 和 矩阵 


caf 9 09 
0.1 0 


0 1I 
注意 cs = | | 


CH 的 第 一 行 除 主 对 角 线 元 素 以 外 为 1, 故 取 zi 为 第 二 批 优越 对 象 . 
最 后 的 结论 是 : X3 优 于 X19 Ly 优 于 TJ. 同时 
ACz) =- =1, A(z) => x 0.67, Alz) =i ~ 0.33. O 


8.3.6 Delphi 法 


Delphi 法 是 利用 专家 集体 智慧 来 确定 因素 权重 Fuzzy 集 的 有 效 方法 之 一 ， 
设 X={(ziyzz，…zn) 为 有 限 论 域 (因素 集 )，A € F(X) FRAG), 一 1， 
2,…,m. 设 了 一 (ppz，…，zp。) 为 被 调查 对 象 (专家 ) 集 ， 对 每 一 专家 给 出 各 因 
K zx; 的 重要 性 序列 值 e;, 这 里 e; € {1,2,…,m}) 确定 方法 如 下 : 对 最 重要 的 因 
素 , 取 e; 一 m; 对 最 次 要 的 因素 , Re = 二 1. 将 第 个 专家 对 因素 ;所 给 定 的 因素 
重要 性 序列 值 记 为 ek). 第 上 个 专家 的 评定 结果 如 表 8. 3. 13 所 示 . 


表 8.3.13 第 天 个 专家 的 ei 值 评 定 表 


根据 专家 们 所 提供 的 因素 重要 性 序列 值 6; 进 行 如 下 统计 
(k) | G | 
LES SLB HE fa Gpp Vs BLE CABS HB Sa, Cypa) 0. 


将 所 有 参加 评议 的 专家 的 值 /，(z; ode) 累加 起 来 ， 即 


fj = >i fae ba), isj =l, 2, m (8.3.31) 
k=1 ` 
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记 fi= fas 
一] 
1=1,2, m, 
f max = max{ f; | : =]1,2, m}, 
F min =min{ f; |i 一 1,2,，… ,7m}. 
因素 重要 程度 系数 a; 可 以 由 下 列 两 个 公式 之 一 计算 ; 
a, =o Amn 49.1, i=1,2,0¢+,m (8. 3. 32) 


或 a; 二 |] 一 


faa 0.1, i = 1,2,.…,m (8. 3. 33) 


其 中 4 一 /ex 一 ai， 由 此 得 到 所 需要 的 因素 重要 程度 Fuzzy $. 


$8.4 层次 分 析 法 与 因素 权重 Fuzzy 集 


层次 分 析 法 (Analytic Hierarchy Process, 简称 AHP)7 是 对 一 些 较为 复杂 、 
较为 模糊 的 问题 作出 决策 的 简易 方法 ,该 方法 特别 适用 于 那些 难以 完全 定量 分 
析 的 问题 .该 方法 的 特点 是 定性 分 析 与 定量 分 析 相 结合 ,将 人 的 主观 判断 用 数 
量 形式 表达 和 处 理 . 该 方法 是 美国 运筹 学 家 T. L. Saaty 教授 于 20 世纪 70 年 
代 初 期 提出 的 一 种 简便 .灵活 而 又 实用 的 多 准则 决策 方法 . 该 方法 的 核心 就 是 
因素 权重 的 确定 ,而 因素 权重 就 是 一 个 Fuzzy R. 下 面 介 绍 确定 因素 权重 
Fuzzy 集 的 层次 分 析 法 . 


8.4.1 判断 矩阵 


在 确定 诸 因素 在 整个 问题 中 所 占 的 比重 时 , 遇 到 的 主要 困难 是 这 些 比重 党 
常 不 易 定 量化 . 此 外 , 当 影 响 某 问题 的 因素 较 多 时 ,直接 考虑 各 因素 对 该 问题 有 
多 大 程度 的 影响 时 ,常常 会 因 考 虑 不 周全 顾此失彼 而 使 决策 者 提出 与 他 实际 认 
为 的 重要 性 程度 不 相 一 致 的 数据 ,甚至 有 可 能 提出 一 组 隐 含 矛盾 的 数据 . 为 看 
清 这 一 点 ,可 以 作 如 下 假设 :将 一 块 重 为 lke 的 石 块 砸 成 ”小 块 ,你 可 以 精确 称 
出 它们 的 重量 , 设 为 wi ,tws，… ,tw ,现在 ,请 人 信 计 这 小 块 的 重量 占 总 重量 的 
比例 (不 能 让 他 知道 各 小 石 块 的 重量 ) ,此 入 不 仅 很 难 给 出 精确 的 比值 ,而 且 完 全 
可 能 因 顾 此 失 彼 而 提供 彼此 矛盾 的 数据 . 

设 现 在 要 比较 n TAR X = (ttt) 在 整个 中 各 占 多 大 比重 ? Saa- 
ty 等 人 建议 可 以 采取 对 因素 进行 两 两 比较 建立 成 对 比较 矩阵 的 办 法 .， 即 每 次 取 
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两 个 因素 之 ; Mr; ， 以 aij 表示 Ti All x ; 对 总 体 的 影响 大 小 之 比 , 全 部 比较 结果 用 
矩阵 A 一 (ay ax, 表示 , 称 A 为 判断 矩阵 . 容易 看 出 , 若 z; G2, 对 总 体 的 影响 之 
比 为 sj ， 则 zi 与 x; 对 总 体 的 影响 之 比 应 为 aj; =. 


定义 8.4.1 FEE A= (ay ) xn 满足 


(D) ay > 05 (D) ay => (ij =1,2, 7). 


ij 


则 称 A A IE E. D E E a Gii 二 ] ,11 二 1,2,'…,n ). 


关于 如 何 确定 ay 的 值 ,Saaty 等 建议 引用 数字 1 一 9 及 其 倒数 作为 标 度 . 表 
8.4.1 列 出 了 1 一 9 标 度 的 含义 ， 


表 8. 4.1 1~9 标 度 方法 表 
标 度 含 x 
1 表示 两 个 因素 相 比 较 , 具 有 相同 重要 性 (Equal Importance). 
3 表示 两 个 因素 相 比 较 ,前 者 比 后 者 稍 重 要 (Moderate Importance). 
9 表示 两 个 因素 相 比 较 , 前 者 比 后 者 明显 重要 (Strong Importance). 
7 表示 两 个 因素 相 比 较 ,前 者 比 后 者 十 分 重要 (Very Strong Importance). 
9 


表示 两 个 因素 相 比 较 , 前 者 比 后 者 极其 重要 (Extreme Importance). 
2,4,6,8 | 表示 上 述 相 邻 判断 的 中 间 值 . 
倒数 GAR zi 与 因素 z， 的 重要 性 之 比 为 a; ,那么 因素 z, 与 因素 x; 重要 性 之 比 


为 a; = +. 


ij 


例 8.4.1 考虑 汽车 的 三 个 因素 xz1( 购 车 成 本 ), za( 维 修成 本 ) 和 zs( 一 加 仓 
汽油 所 行驶 的 里 程 ). 专家 评定 对 总 目标 而 言 , zi br, 稍 重要 ; zs* tr, MBE; 
zl 比 zs 明显 重要 . 据 此 即 可 得 正 互 反 和 矩阵 为 


1 3 5 
1 
a-\z 1 3 
1 1 
= = | 
5 3 


从 心理 学 观点 来 看 ,分 级 太 多 会 超越 人 们 的 判断 能 力 , 既 增 加 了 作 判 断 的 难 
度 , 又 容易 因此 而 提供 虚假 数据 ，Saaty 等 人 还 用 实验 方法 比较 了 在 各 种 不 同 标 
度 下 人 们 判断 结果 的 正确 性 ,实验 结果 也 表明 ,采用 1 一 9 标 度 最 为 合适 . 
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最 后 ,应 该 指出 ,一般 地 作 2S 次 两 两 判断 是 必要 的 有 人 认为 把 所 有 


元 素 都 和 某 个 元 素 相 比 较 , 即 只 作 ”一 1 个 比较 就 可 以 了 . 这 种 作法 的 弊病 在 
于 ,任何 一 个 判断 的 失误 均 可 导致 不 合理 的 排序 ,而 个 别 判断 的 失误 对 于 难以 定 


量 的 系统 往往 是 难以 避免 的 进行 ZY 次 比较 可 以 提供 更 多 的 信息 ,通过 


各 种 不 同 角 度 的 反复 比较 ,从 而 导出 一 个 合理 的 排序 . 
为 了 依据 判断 矩阵 给 出 各 因素 对 总 昌 标 而 言 的 重要 性 权重 ， 先 设 因 素 x, 


的 重要 性 权重 为 w; € (0,1), 且 X w=l, WW Ce, ,ws，… ,wa) 就 是 权 向 
i=] 
量 . 构造 矩阵 


E Wi — * * _ wi ' 一 vee 
A = (Et) = as mens May sgo bf Slider (8.4.1) 
Wy, We Wa 
wz We, %2 
A“ = |W) Wes Wa (8. 4. 2) 
WwW, Wr Wa 
wi We Wa 
容易 验证 A” 具 有 下 列 性 质 
(D 正 互 反 性 ; 
(2) 一 致 性 ， 即 a; 一 一 -和 . Tr —aza; (i119RkR=1,2,. ,nn ); 


(3) A” 的 任意 两 行 ( 列 ) 都 成 正比 例 , 从 而 A” 的 秩 为 1. nn 是 A” 的 最 大 特征 
值 , W 是 对 应 特征 值 n 的 ( 归 一 化 ) 特 征 向 量 . A” 的 其 余 n 一 1 个 特征 值 都 是 0. 


事实 上 


wi wi wW 
w] TU Wy 
Wy Wy 
Wy We W 
— We Wo 
AW = |w We Wa |=n| | | =nW 
Wy Wh 
Wa Wa Wa 
Wy W 9 W n 


即 n 是 A” 的 特征 值 ， bie A” 的 所 有 特征 值 之 和 为 tr(A* ) =n; 


(4) 1p a 


ops A g 
wj as 


， 1=1,2, ,nn (8. 4, 3) 
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o o Ma) 
w i “i 
(5) wi = 1 D = i j 
: n n 1 n n = 
Ua (WE) 
Wy, a — 
k=] j=1 Wj k=1 \j=1 W) 
1 
(Hes) 
— zl z i=1,2,=,n (8.4.4) 
>, (Tez 


k=] 
即 权 向 量 的 每 一 个 分 量 可 以 直接 由 以 上 两 式 简 单 的 求 和 或 求 积 方式 给 出 . 

我 们 可 以 确定 判断 矩阵 A = (ai axn 但 我 们 事先 不 知道 A‘ = (=) sen 
用 A AR FE A . , 可 以 给 出 W = (w 9 Wa pW) 的 如 下 几 个 近似 计算 方法 . 

(1) 特征 根 法 ( 简 记 EM) , 解 判断 矩阵 A 的 特征 根 问 题 

AW =å na W (8.4.5) 

式 中 ,Xmax 是 A 的 最 大 特征 根 ,W 是 相应 的 特征 向 量 , 所 得 到 的 W 经 归 一 化 后 
wi AY VATE A A fa] E. 

(2) 和 法 ,将 判断 矩阵 A 的 n 个 列 向 量 归 一 化 后 的 行 向 量 算术 平均 值 ,近似 
作为 权重 向 量 , 即 


w=15 i, i=l, 2ean (8. 4. 6) 
5 Dai 
k=l 
(3) 根 法 ( 即 几 何平 均 法 ) ,将 A 的 各 个 行 向 量 进行 几何 平均 ,然后 归 一 化 ， 
得 到 的 行 回 量 就 是 权重 向 量 . 其 公式 为 
(Ie) 


s z 一 1 2 … ,nn (8.4.7) 
D (He) 
k=] ‘j=i 
可 以 用 最 小 二 乘法 获得 几何 平均 方法 . 事实 上 ,用 拟 合 方法 确定 权重 向 量 
non 2 
W = (w zw ) ， 使 残 关 平方 和 Q 一 >， 5 [ina — (2) | 为 最 小 . 


i=1j=1 
因为 
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OW, 


aninw, = > (Ina; 一 Ina js 十 2lnw; ) k =] ys sn (8. 4, 9) 
p=] 


了 一 


1 
注意 aik 一 一 故 
akj 


w =| May) ( w) k=1,2,..,n (8.4.10) 


再 由 > wy, =]1, 得 
k=l 


l 


(Te) == (8.4.11) 
T > (Iaw) 
k=] \j=1 
从 而 可 得 所 需 的 结果 . 
例 8.4.2 判断 矩阵 见 例 8.4.1 的 A. 
l 3 5 
l 
A=|3 t? 
l l 
5 3 l 


(1) 特征 根 法 ,A 的 最 大 特征 根 为 wsx = 3.039, 其 归 一 化 的 特征 向 量 为 
(0. 64,0.26,0.10), 则 权重 为 w, =0. 64, w, =0. 26, w, 一 0. 10. 
(2) 和 法 ,将 A 的 列 向 量 归 一 化 得 
0.65 0.69 0.56 
be 0. 23 5 
0.13 0.08 0.11 
按 行 平 均 得 到 w =0. 63, wz =0. 26, ws =0.11, 与 特征 根 法 的 结果 差别 很 
小 . 
(3) 根 法 ,将 A 的 各 个 行 向 量 进行 几何 平均 得 到 (2. 4662,1,0. 4055), 再 归 
一 化 得 w, =0. 6370, w, 二 0. 2583, w, =0. 1047, 与 特征 根 法 的 结果 差别 很 小 . 
a 


8.4.2 一 致 性 检验 


判断 矩阵 A 对 应 于 最 大 特征 值 4 max 的 特征 向 量 多 ,经 归 一 化 后 即 为 同一 层 
次 相应 因素 对 于 上 一 层次 某 因素 相对 重要 性 的 排序 权 值 ,这 一 过 程 称 为 层次 单 
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排序 . 
上 述 构造 成 对 比较 判断 矩阵 的 办 法 虽 能 减少 其 他 因素 的 干扰 , 较 客 观 地 反 
映 出 一 对 因子 影响 力 的 差别 . 但 综合 全 部 比较 结果 时 ,其 中 难免 包含 一 定 程度 
的 非 一 致 性 . 如 果 比 较 结果 是 前 后 完全 一 致 的 , 则 矩阵 A 的 元 素 还 应 当 满 足 
Aj jp Sag Visjsk=1l,2,",n (8.4.12) 
定义 8.4.2 满足 关系 式 (8. 4. 12) 的 矩阵 称 为 一 致 矩阵 ,简称 A 是 一 致 
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的 . 
例 8.4.3 (1) 例 8.4.1 的 判断 矩阵 A 不 是 一 致 的 . 
(2) 设 判断 矩阵 为 
] 
1 1 3 
A= 1 
1 1 3 
3 3 1 
则 A 是 一 致 的 . E 


Ta A e h Æ K E EALE RE A 是 否 严重 地 非 一 致 ,以 便 确 定 是 否 
接受 A. 

定理 8.4.1 (Perron) ER RRA RAKERA ma 必 为 正 实数 ,其 对 
应 特征 向 量 的 所 有 分 量 均 为 正 实 数 . A 的 其 余 特 征 值 的 模 均 严 格 小 于 和 、,,. 

定理 8.4.2 若 正 互 反 矩阵 A 为 一 致 短 阵 , 则 : 

(1) A 的 转 置 矩阵 A 也 是 一 致 矩 阵 ; 

(2) A 的 任意 两 行 成 比例 ,比例 因子 大 于 零 , 从 而 rank(A) 二 1( 同 样 ,A 的 
任意 两 列 也 成 比例 ); 

(3) 若 A 的 最 大 特征 值 X。。 对 应 的 特征 向 量 为 W = Ce), wesw)’, Bil 

ai =o. isp =1l,2, sn, 
证 明 《1)、(2) 直 接 由 定义 得 到 . 下 证 (3). 
A W = (Cw, wgs wn) BA max 的 特征 值 ， 所 以 


X agw, = À maxi? 1=],2, 7 
k=] 
又 因 A 的 一 致 性 ， 得 到 S345 2 jews =A max Wi? Lyj = 1,2," n 
k=} 


n 
于 是 Aij > ,Qt =A wax Wi? BẸ aia max Wj = À max Wi ?了 ?了 =1,2, n, 
k=] 
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骨 由 定理 8.4.1 知 Xmsx > 0, May = j= 1,2 on, C) 
J 
定理 8.4.3 WAS (aj) wxn PIERRE, Amas 对 应 的 特征 向 量 为 W = 
CW, >We s" “,w,) s W a; = peer bi =l2, + 72. Il] : 
C1) Amex 一 一 LD Dew 
n ;二 1] j= 
(2) Amax = 13 


(3) A 为 一 致 和 矩阵 当 且 仅 当 其 最 大 特征 根 X,,. Sn CA 的 其 余 特征 根 均 为 
零 ). | 

证 明 (1) A WC, we tt ey) REA max 对 应 的 特征 向 量 , 由 定理 8. 4. 2 
E w; > 0G =1,2,°.n)A 


7 


n 
wW; . 
À max W = Daye — yew; =w, ei? t—=1,25°°° 7 
j=l Wj 


j=l 
约 去 w #0; 再 对 i 求 和 ， 得 


w 1 w; 1 
wit “FG w, Ws Ex 
j ji Lie i, j Sji 
wi 
BD ey == . He; 之 0 易 知 e += > 2. 于 是 
1 ] 2 n(n—1) 
| > +2) De a 9 十 1 =n. 
i=lj 1<i<j<n ji i=l 


(3) 由 (2) 的 证 明 可 知 


A max =n ei; + 二 一 2(i,j =1,2,° n) es =10,) =1,2,°,n) 
ji 


wW ， 
74, 二 一 (1,] =1,2,°*+,7) 
wj 


再 由 定理 8.4.2(3) 得 到 A 为 一 致 矩 阵 当 且 仅 当 其 最 大 特征 根 4 ,sx =n. 口 

根据 定理 8. 4. 3, 我 们 可 以 由 4%。 是 否 等 于 nn 来 检验 判断 和 矩阵 A 是 否 为 一 
BUERE. 由 于 特征 根 连 续 地 依赖 于 ay, Kame En 大 得 越 多 , A 的 非 一 致 性 程 
度 也 就 越 严 重 , À max 对 应 的 标准 化 特征 向 量 也 就 越 不 能 真实 地 反映 出 因素 所 占 
的 比重 ,因此 ,对 决策 者 提供 的 判断 矩阵 有 必要 作 一 次 一 致 性 检验 ,以 决定 是 否 
能 接受 这 个 和 矩阵 . 
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对 判断 矩阵 的 一 致 性 检验 的 步骤 如 下 : 

(1) 计 算 一 致 性 指标 (consistency index) CI 
À max 72 
n— l 

《2) 查 找 相 应 的 平均 随机 一 致 性 指标 (random consistency index) RI. Xf n= 
1,2,…,9，Saaty 给 出 了 RI 的 值 , 如 表 8. 4. 2 所 示 . 

表 8.4. 2 给 出 了 1 一 15 阶 正 互 反 矩阵 的 随机 一 致 性 指标 . 对 于 1 阶 和 2 阶 
的 正 互 反 和 矩阵 总 是 一 致 的 ,CI 都 为 0. 对 于 3 一 15 PIERRE RI 值 是 这 
样 得 到 的 ,对 确定 的 阶 数 ， 随 机 生成 1 000 个 样本 正 互 反 和 矩阵 ,分 别 计 算出 各 自 
的 CT ,再 取 平 均值 . 


CI = (8. 4. 13) 


表 8.4.2 平均 随机 一 致 性 指标 RI 


(3) 计 算 一 致 性 比例 CR 


_c 
CR =p] (8.4.14) 


当 CR <0. 10 时 ,认为 判断 矩阵 的 一 致 性 是 可 以 接受 的 ,否则 应 对 判断 矩阵 作 适 
当 修 正 . 
例 8.4.4 判断 矩阵 见 例 8.4.1 的 人 


l 3 5 
l 

A=|3 1 3 
1 1 
5 3 l 


由 例 8.4.2 知 A KERKEE A ma =3. 039, 故 cy =m 7 0.939 一 


0.0195. 由 表 8.4. 2 EM n=3 的 RI 二 0.52, 从 而 CR =0. 0375 <0..1, 故 可 以 将 
由 例 8. 4. 2 计算 出 来 的 对 应 X45。 的 ( 归 一 化 ) 特 征 向 量 W = (0. 64,0. 26,0. 10) 
作为 权 向 量 . O 
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$8.5 集 值 统计 


设 关 二 (zl r) 为 有 限 论 域 , A € 了 F(X) 为 待 确定 的 Fuzzy 集 , P= 
(Pipro Pa) 为 参与 确定 Fuzzy 集 的 人 员 集 合 , 欲求 隶属 度 Al), i=1, 
2 ,，… ,9. 

当 9 值 较 大 时 ,即使 采用 两 两 比较 ,有 时 也 很 难 确定 /。 (zx; ,p;), 下 面 的 方 
法 避免 了 这 一 问题 . 

首先 选 定 一 个 初始 值 &:1 委 & 委 9. 随后 p; 《二 1,2,…,n) 按 下 列 步骤 完成 
统计 试验 : 

(DEX PRR, 认为 优先 属于 A Wr, 二 个 元 素 , 得 六 的 子 集 ( 从 而 是 
集 值 统计 ) 


xX = {zx x,” pani} C X (8.5.1) 

(DE X HER p, 认为 优先 属于 A Wr, 二 2k 个 元 素 , 得 X 的 子 集 
XP = (a? eP ,TD ,TD ,LD D XY (8.5.2) 
BP PE ia S aaa 


之 所 以 X2 DX, 是 因为 第 一 次 认为 优先 的 元 素 ,第 二 次 便 认为 更 优先 ,因此 
第 一 次 选中 的 元 素 第 二 次 也 一 定 要 选中 . 
如 此 继续 下 去 ， 
OE X 中 选取 p; 认为 优先 属于 A Wr, =k 个 元 素 . 得 XX 的 子 集 
XP = {rr D XP (8.5.3) 
BARR wRgqH=k+vulovuckr, WERMBALSRe+1 4; 
GHD XW) =X. 
计算 zi 的 覆盖 频率 
mC) BA SYS gyn cr， i=1,2,°--5@ (8.5.4) 
其 中 xxw 为 集合 XP RRP GE AA. 
FETA ma) 归 一 化 便 得 到 隶属 度 
m(x;) | 
ywm(z ) 
该 方法 称 为 集 值 统 计 方 法 (the set-valued statistical method). 
例 8.5.1 Be X= (21 5X2 5%32%4}, P={ PP Pz .ParPs}s; AE F(X) 是 
待定 的 Fuzzy R. Rk=1. 每 个 人 的 选择 过 程 可 以 写 为 一 个 三 角形 表 


ACz = i=1,2,°"',g (8. 5. 5) 


360 


模糊 理论 基础 
pi: n=l z 
?72 = T2? T] 
r3 =3 T} Ti Xe 
74 一 T2 Zi Z4 T3 
这 个 表 可 以 改写 成 更 简洁 的 形式 
Pi Zo DL) Tq T3 
4 3 2 1 
同样 道理 可 以 得 到 ps ,ps ,ps ,ps 的 结果 
P2 T2 Z4 ZI Fz 
4 3 2 l 
Ps Ty Xo Ly Fz 
4 3 2 1 
Ps T2 Ti T3 T4 
4 3 2 1 
Ps T} T3 ZI T4 
4 3 2 1 
计算 zi .22.523,2, RIM mA E 
mad =i, maB, ma dapat, ma)=} 
再 将 m(z;) G=1,2,3,4) 归 一 化 便 得 A(z;) (i 一 1,2,3,4) 
Alr) == 7 wo, 28 
S}m(2z;) 
i=] 


— 19 —4 _ 9 
ACz) =z = 0.38; A(x3) = 55 ~ 0.16, A(x) zg ~ 0. 18. 


因此 A=(0.28,0,.,38,0. 16,0. 18). O 
9 8.6 其 他 数学 方法 


8.6.1 插值 法 


在 实际 应 用 中 ,我们 经 常用 到 正规 Fuzzy 集 . 要 建立 正规 Fuzzy RA WR 
属 函 数 , 可 以 采用 插值 法 (interpolation method) ,其 基本 步骤 如 下 : 
1. 依据 客观 规律 与 实践 经 验 找 出 A WE ker(A). 假定 有 唯一 的 ro 使 
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A(z) =1. 
2. 在 x 的 左右 两 边 各 找 一 个 零点 t x 使 得 YX E lsr), BA AC) > 
0,2 2,,.2 r WA Alx) =0. 
3. 分 别 在 (zi ,zo) 与 (zoyzz) 内 各 找 一 个 最 模糊 的 点 ci 5x7, Bp 
A(zt) =A(z} ) ==. 


A, 以 Tisti szos? 1229 点 为 基础 ， 用 捅 值 法 求 A(z). 于 是 ,我 们 设 
LA], ri ST, 
A(x) =4L f(x) ]f, to < r<, (8.6.1) 
oF 其 他 
其 中 线性 函数 iC), fo (ao) 应 满足 
filz) = flx) =0, fi (ro) = fo Cao) = 1 
由 直线 方程 的 两 点 式 可 得 1C), f2) 的 表达 式 . 指数 w, 8 可 以 按 如 下 求 得 


Lact) LAC FS — neal fat] 8.6.2 
一 ln2 
_ E 8. 6. 
故 a int fr ey] ( 3) 
4 一 ]n2 
同 理 可 得 B (8.6.4) 


~ In[fs (x2 ) 
如 图 8.6.1 所 示 . 


A(x) 


[f° [Co 


I 
1 
I 
I 
I 
I 
I 
O45 T(t tC tO oS t wee ee eee Ke 
i | 
I | 
I i 
I I 
i 
0 XT Xa x; x, x 
8.6.1 


例 8.6.1 为 了 确定 青年 人 的 隶属 图 数 , 取 v 一 14， xy = 16, Xo = 29, 
x; =40, x, 一 50. 于 是 
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户 ( 四 = 二 (z 一 14)， 户 (z) 一 一 革 (z 一 50) 
1 11 ” 42 25 


并 且 g=— 1 o, 407 
In 7°16 — ]14) 


一 ln2 


p=—— __ x 0.156 
In| ~ z540 — 50) | 
1 D, 407 
hice , ir <25 
_ 0.756 
故 A(x) [— 3562-500 | » 2<a4<0 50 L 


0, 其 他 
8.6.2 增 量 法 


增 量 法 (the incremental method) 的 思想 起 源 于 19 世纪 德国 心理 学 家 G. 
T. Fechner 在 研究 人 对 外 界 刺激 的 反应 问题 的 工作 .下 面 通过 A = “年 老 " 这 
个 Fuzzy 集 的 隶属 函数 AC) (x © X =(0,100] ) 的 确定 来 说 明 该 方法 . 

IER r E€ X, BE rc H—PBS Ar (zx 十 Ax E X,Ar~0) AWM Al) 有 
一 个 增 量 AA(z). 作为 简化 条 件 ,可 以 认为 AA(z) 与 Az 成 正比 . 另 一 方面 ,对 
同一 增 量 Az, 若 工 越 大 , 则 AAC) 也 越 大 . SRB AG) <1, WA) 越 接 近 
1, AA(z) 就 应 越 小 , 故 设 

AACa) =k* Axe xe (1—Alx)) 


即 BACH) pee. (1 — ACz)) 
AX 
令 Az 一 0, 得 到 微分 方程 
dAGz) pona aq 
da =k e r. (1 一 AGCz)) 
解 之 得 A(x) =1-—- ce T 


其 中 < 是 积分 常数 . EHA k Mc, 则 A) 可 以 完全 确定 . 这 种 方法 称 为 增 量 
法 . 


88.7 Fuzzy 分布 


下 面 我 们 列 出 几 类 实数 域 R 上 Fuzzy 集 的 隶属 函数 ,以 便 在 研究 实际 问题 
时 供 选择 之 用 . 
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定义 8.7.1 BAC FCR), MEKA) E R) 为 Fuzzy 分布 (fuzzy dis- 


tribution). 


常见 的 Fuzzy 分 布 有 以 下 几 种 . 


1. 矩形 分 布 
C1) 偏 小 型 
l, ra 
A(x) -1 (8.7.1) 
0, € >a 
(2) 中 间 型 
to a Krb 
ACz) = (8.7.2) 
0, z<a®Ñr>b 
(3) 偏 大 型 
0, 
Ac) =4 Tsa (8.7.3) 
l, £ = a 
如 图 8.7.1 Bras. 
A(x) A(x) A(x) 
1 一 一 一 一 l re 
| | 
| | | 
i | 
i : 
O a x O a b x O a x 
(a) tah (b) 中 间 型 (c) 偏 大 型 
图 8.7.1 Æ Fuzzy 分 布 
2. 梯形 分 布 
(1) 偏 小 型 
l, cra 
A(z) =4 7, a<ı<b (8.7.4) 
0, Tb 


(2) 中 间 型 
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© 
9 


<a 
a a<x<z<ib 
A(z) =41, bx xr<e 
iz, cxKr<d 
0, zr >d 
(3) 偏 大 型 
0, La 
A(x) =", a<x<b 
l, Tb 
如 图 8.7.2 所 示 . 
A(x) A(x) 
1 l 
O b x O a b c dx 
(a) 偏 小 型 (b) 中 间 型 


8.7.2 梯形 Fuzzy 分 布 


3. 下 -分布 
(1) 偏 小 型 
f ， rma 
Alz) = 
e $ra) ， x > a 
(2) 中 间 型 
et 7a) ， x < a 
A(z) = 
] 一 e kla—a) ， I > a 


(3) 偏 大 型 
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(8.7.5) 


(8.7.6) 


(8.7.7) 


(8.7.8) 
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0, 
A(x) 本 ] 一 e 大 ( 工 一 0) ， 


其 中 & > 0, 如 图 8.7.3 所 示 . 


xa 


r>a 


A(x) A(x) A(x) 
l 1 l 
D 
I 
i 
° Tarl < ° qa- 十 a a+ x O a 
(a) 偏 小 型 (b) 中 间 型 
图 8.7.3 下 一 分 布 
4. ESDA 
C1) 偏 小 型 
l, Ta 
A(x) = , 
一 人 (> 一 2) ， 工人 
《2) 中 间 型 
A(z) =e Kee 
(3) 偏 大 型 
0, LS a 
A(x) = , 
1— e k(x—a) , XxX>a 
Hh k > 0, 如 图 8.7.4 Bra. 
5. Cauchy 分 布 
C1) fii) 
l, rma 
A(z) = 1 a e7 OB > O 
1 十 ec (z 一 a)8 
(2) 中 间 型 
A(z) = l 


lt+a(zx—a) 


ia > 0, 8 为 正 偶数 
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(8.7.9) 


(8.7.10) 


(8.7.11) 


(8.7.12) 


(8.7.13) 


(8.7.14) 
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A(x) A(x) A(x) 


I 
l 
l 
i 
i 
| 
1 
| 
| 

a 


O a x O x 
(a) 偏 小 型 (b) 中 间 型 (c) MAB 

图 8.7.4 正 态 分 布 
(3) WAA 

| La 

A(x) = 1 sa >0,8> 0 (8. 7.15) 

l Falera)? 774 

如 图 8.7.5 所 示 . 
A(x) A(x) A(x) 


i 

| 

O a X O a 

(a) 偏 小 型 (b) 中 间 型 (c) 偏 大 型 
图 8.7.5 Cauchy 分 布 


6. 怜 形 分 布 
C1) 偏 小 型 
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l, Lea, 
A(z) =4+ —4 sin —* (e-t), a < 一 工 雪 ai (8.7. 16) 
2 2 dəs — aj, 2 
0, x£ >a, 
(2) 中 间 型 
0, LQ az 
1 1 K a, +a _ — 
2 251n a 二 2 E a2 < 工科 a) 
A(z) =<1, 一 al ira, 
1 1.. x _ a, +a, 
2 sin 二 人 2 E ai LISa 
QO, XL > a, 
(8.7.17) 
(3) 偏 大 型 
0, 并 aj 
Alz) = 工 十 工 sin x (2— S82) , a, << ria (8. 7. 18) 
2 2 人 2 — Q, 2 l 2 
l, £ > a, 
如 图 8.7.6 Bras. 
7. 上 次 抛物 线 型 分 布 
(1) 偏 小 型 
l, rma 
_ k 
A(x) = (5 =| s axxr<db (8.7.19) 
0, Tb 
(2) 中 间 型 
0, La 
_ k 
ACz) = l, b<xr<c (8.7.20) 


(3) 偏 大 型 
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a, +a, 
2 
(a) ta) 


图 8.7.6 BEM 


0, ra 
— k 
A(x) =4 (7E) , a<x<b (8.7.21) 
l, x>b 


Hpk > 0, 如 图 8.7.7 Bm. 
很 容易 看 到 , 当 上 有 = 二 1 时 抛物 线 型 分 布 退 化 为 梯形 分 布 . 


8. Z 型 分 布 
l, xa 
1 (/r—a\? 
1-5 (F—*) ， a 过 Tb 
A(x) = , (8. 7. 22) 

l /x—c 

z (5) ， b<ixSc 

0, Tc 


如 图 8.7.8 所 示 . 


第 8 章 隶属 函数 与 Fuzzy 统 计 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 369 


A(x) A(x) A(x) 


O a b x 
(a) 偏 小 型 (b) 中 间 型 (c) ta 
图 8.7.7 次 抛物 线 型 分 布 
A(x) 
1 
O a b C x 
图 8.7.8 2 型 分 布 
9. S 型 分 布 
0, Ta 
2 
LE acess 
Alz) = , (8.7.23) 
1 /r—c 
1— 5 (5) > ONES 
l, Tc 


如 图 8.7.9 所 示 . 


从 Fuzzy 集 理 论 产生 开始 ,如 何 确定 隶属 函数 一 直 是 人 们 最 关注 的 问题 . 
除了 上 面 介 绍 的 方法 外 ,还 有 插 补 方法 (Chen，Otte，1995) .基于 统计 数据 的 方 
% (CChameau, Santamarina, 1987; Civanlar, Trussell, 1986; Klir, Yuan, 
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A(x) 


I 
| 
I 
O a b c x 


图 8.7.9 S 型 分 布 


1995; Norwich, Turksen, 1984; Turksen, 1991) .基于 Bézier 曲线 的 构造 方法 
(Medaglia, Fang, et al. , 2002) .基于 神经 网 络 与 演化 计算 的 方法 (Lin, George 
Lee, 1996; Roger, Sun, et al. , 1997) 和 Fuzzy Delphi 方 法 (Chang, Huang, et 
al., 2000; Hsu, Lee, et al., 2010; Kaufmann, Gupta, 1988; Murray, 


Pipino, 1985), 4. 还 可 以 参阅 其 他 相关 文献 (Dombi，]J. , 1990; Medasani, 
Kim, 1998; Zimmermann, Zysno, 1985). 
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BIR Fuzzy 规划 与 优化 


在 生产 过 程 ,科学 试验 ,甚至 日 常生 活 中 ,人 们 总 希望 用 最 少 的 人 力 、 物 力 、 
财力 和 时 间 去 办 更 多 的 事 , 这 就 是 所 谓 的 “最 优化 问题 ” 最 优化 问题 一 般 形式 
的 数学 模型 是 考虑 在 某 些 “约束 条 件 ” 下 寻找 某 个 “目标 函数 "的 最 大 (或 最 小 ) 
(A. 线性 规划 ,动态 规划 等 方法 是 解决 许多 最 优化 问题 的 有 效 方法 . 但 是 经 典 
的 最 优化 方法 , 常 将 目标 函数 和 约束 条 件 都 视 为 确定 的 . 然而 ,在 实际 问题 中 不 
论 目 标 函 数 还 是 约束 条 件 都 具有 不 同 程度 的 不 确定 性 . 从 而 提出 了 Fuzzy 的 规 
划 与 优化 问题 , 即 用 Fuzzy 集 方 法 来 求解 Fuzzy 最 优化 问题 . Bellman 与 Zadeh 
于 1970 年 对 这 一 研究 做 出 了 开创 性 的 工作 . 本 章 介 绍 Fuzzy 环境 下 的 条 件 极 
值 和 最 优化 方法 , Fuzzy 线性 规划 ,多 目标 Fuzzy 规划 ,区 间 目 标 线性 规划 ， 
Fuzzy 目标 线性 规划 ,Fuzzy 动态 规划 和 Fuzzy 关系 不 等 式 约束 下 的 格 化 线性 规 
划 等 . 


$9.1 Fuzzy 环境 下 的 条 件 极 值 


设 A € 9(X), XR 在 确定 性 数学 中 ,最 优化 的 一 般 形 式 可 以 与 成 : 


模型 1 max y=f(x) (9. 1. 1) 
s. t ZzEA 
其 中 了 是 目标 函数 , A 是 约束 条 件 或 约束 集 . 
M={x" | f(a") =maxf(2)} (9.1.2) 


称 为 /在 A 上 的 (条 件 ) 优 越 集 (conditional superiority set). 
X A 是 Fuzzy 集 时 ,如 何 确 定 孙 数 f 在 Fuzzy R A ERRIRE? 这 时 我 
们 称 A A Fuzzy 环境 或 Fuzzy AR. 
Va € [0,1], Fuzzy 集 A 的 a -REJ A, WM, ASEA, EEEE, BI 
M 一 人 《人 z” | f(r") = maxf (7)) (9.1.3) 


Gl 9.1.1 BRERA f(x) A Fuzzy k AC) 的 曲线 如 图 9.1.1 所 示 . 
对 给 定 的 a € [0,1] GF a < Alr) ), 则 f(x) EA, 上 的 优越 集 是 
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M, =[22523] 
对 给 定 的 BE LOL RAC.) <8 委 1), 则 fe) 在 As 上 的 优越 集 为 
Ms = {zx1)} 
而 f(x) 在 A。 上 的 条 件 极 值 是 yno 在 As 上 的 条 件 极 值 为 Ca). 口 


| 
I 
| 
| 
l 
| 
i 
| 
| 
| 
亿 上 一 一 一 -一 二 一 > 一 一 一 一 一 -rr 一- | 
x, 


2 


图 9.1.1 不 同 截 集 下 的 优越 集 示 意图 


下 面 给 出 M, FA, 的 关系 . 

定理 9.1.1 HRO<ax< pl, W; 

(1) Ag N M, # SM, =A, N M,:; 

(2) A; N M, =Ø>M; N M, =Ø. 

证 明 C) 由 截 集 A, 上 优越 集 的 定义 知 Ms C Ap 

H F A, M, £ Ø, BUA dx, E Ag N M,» Bz E Ag, Hx E M,» D7 


BẸ 
f(xo) = maxf (x) (9.1.4) 
TEA 
由 此 及 A, CA, 推出 
maxf (x) = maxf (zx) (9.1.5) 
IEA IEA; 
故 当 zE M, if bA aE As 和 x E M, 因此 
M, © Ag N M, 


反之 ,YX E As 门 M,,， 有 zxEAs 和 x EM, 又 由 式 (9.1.5) 得 zE My， 
因此 
M, 2 A, N M, 
从 而 推出 (1). 
(2) 假 设 M, N M, £ Ø, M) ro © M, Hro © Mg, Mx E Ag 矛盾 O 
对 于 a 的 不 同 值 ,可 以 得 到 不 同 的 优越 集 M。， 因而 不 宜 作 为 Fuzzy 集 A 上 
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的 优越 集 . 因为 我 们 在 Fuzzy 集 上 求 极 值 ,所 以 其 优越 集 也 应 为 Fuzzy R. 为 
此 , 取 所 有 M, 的 并 集 , 记 
M= |] M, M=MUM 或 M= |J M, 


0<ex< 0<e<l 


MH f E Fuzzy RA LOHR RS (superiority support set). 对 一 个 元 素 
x E M,z 可 能 属于 许多 个 不 同 的 M,, 在 xz 所 属 的 那些 M。 中 , 必 有 一 个 we 的 最 
大 值 . 将 这 个 a 值 作为 z 的 隶属 度 . 这样, 便 得 到 一 个 新 的 Fuzzy 集 , 记 做 Ay. 
于 是 有 以 下 定义 : 

定义 9.1.1 BAC F(X), f:X— R, HK Fuzzy Æ 


A= U M, (9.1.6) 


O<ex] 


为 f 在 Fuzzy Æ A 上 的 Fuzzy 优越 集 (fuzzy superiority set). 其 隶属 因数 为 
V la € (0,1]|z€ M,?; ZE AM 
Asa) = (9. 1.7) 
0， EM 
而 称 f(Ay) 为 了 在 Fuzzy Æ A ER) Fuzzy 极 大 值 (fuzzy maximal value). 
根据 扩张 原理 I (定义 2.4.1), Ap 的 隶属 函数 为 
V A), f (yA 
f(A CY) 一 4ze7 O) (9. 1. 8) 
0， fog 
定理 9.1.2 HAC F(X), M: 
(1) Va € [0,1], A NM= U Mo; 
a<p<l 
(2) supp(A,) =M; 
(3) A,=ANM=ANM. 
证 明 (1) 对 a € [0,1], ic 


P =A, N ( Mọ) 
PELO, M NA #2 


P =A, N ( Ma 
BELO) M NA, = 
则 由 定理 9. 1. 1(1) ,得 
pP? 一 U (A, N Mp = U M, =M 
RE (0,0) M NA, FD BE (0.2), M NA #2 
并 且 PP = U (A, N Mp) =Ø, FA 


BE [0,0) "M, NA 52 


A, N M=a, N (PP U P? U ( U, Ma) 
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a He (M. - (UM) TAN UU, My) 
X VBE [asl], Ap S A,» Mg SA, 从 而 ,Me CA, 所 以 


M; <A, 
Pela] 


R, A, M= U Mp (1) 得 证 . 
BE [asl] 


(2) MAA, 的 定义 直接 得 到 . 
(3) 首 先 证 明 Ar 一 A 门 M. 由 (2) 只 需 证 当 zE M 时 
ArCz) 一 A(Cz) 
Yz E€ M, J a € (0,1], $Ë zo € M,. 由 定理 9.1.1, 当 pp 之 a 且 zxo€ An 
时 , 必 有 ro E€ My. TEE R Za, 有 
XE M,& x €E A; 
因此 Ar(zo) = V {BA Mylx.)}= V {BA Aglaxo)} =ACxp). 
0<p<l 0< p<) 
后 证 Am M=AQM. 事实 F,VzEX, 若 zEMSEM, 则 
(A N MC) =A N Mla) =ACz) 
若 x EM, 则 
(A NMa =(A NMa) =0 
车 x © M, {Ax EM, (2) 8 x E supp(A,), M As (x) =0. RH A(x) > 0, 
则 a=A(z) € (0,1], z E€ A, N M. HO), ce U MSM, XA! BAC) = 


ax pel 


0. (DEZ. E 

考虑 定义 在 La,a] € Ir EKK a) Rasa SKa, Ka W f(x) 在 
Lasa] 上 单调 增 , 在 Laisa] 上 取 常 数值 ;在 Laza] EARI. BAH R R E 
状 像 [L 故 称 为 [| 形 函 数 , [ai ,az ] 称 为 峰 域 . 

注意 : 当 al =a, 时 , 峰 域 只 含 一 点 ; 当 a=al 时 ,函数 单调 减 ; 当 as 一 4 时 ， 郴 
数 单 调 增 . 

对 于 [| CMR HATER. 


定理 9.1.3 BAER, HAC) 和/z) 都 是 [a,z] 上 的 丁 形 函数 ,分 别 
RA h Lasa] MLS. f2J, M 
[Las , fal» az < fı 
M=<[fisfels Casa] N [fi,f2j #8 (9.1.9) 
[firai] fs < a 
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其 曲线 如 图 9.1.2 所 示 . 


(3) a< f, (b) [a,, a OLS SAIE 


(c) f< a 
9.1.2 [[ 形 函 数 与 M 示意 图 


证 明 不 防 设 在 Lal ,as*] 上, AC) =1. 显然 有 
Mo =Lfi> fe] M A, =La; saz] 
DH Laisa] N LAs] £ OHA 
M, N A # Ø 
从 而 Va € [0,1], HA 
Mo N A, # Ø 
根据 定理 9. 1. 1, 应 有 
M, =M, N A, = My = Lf > fe J 


故 有 M=([fiofel. 
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(2) 当 ao < fı 时 ,有 


Mo NA =Ø 
此 时 有 Mo NM =Ø 
因此 f(x) 在 La az] 上 单调 增 , 故 
M, = {az} 
同 理 , 在 Lae fi] 上 ,有 
Macaw = (x) 


于 是 有 
M 一 [as fy] U Lfi»f2] =La2s f2]. 

(3) 当 fs <a, 时 ,类 似 证 明 . 加 

定义 9.1.2 BA, BSEA CAE F(X)) ER Fuzzy 优越 集 . E A, C) 
达到 最 大 值 的 zx 称 为 最 优 规划 值 (optimal programming value) if ff x* , BH 

Artz ) = maxA ,lz) (9.1.10) 

H 9.1.2 设 在 茶 种 食品 中 投放 某 种 调味 剂 . 当 每 单位 食品 投放 这 类 调味 

剂 zg 时 ,所 增加 的 销售 量 与 zx 的 关系 为 
fa = e O, x>0 


考虑 到 成 本 、 设 备 等 因素 ,对 这 类 调味 剂 应 进行 限制 , 且 约 束 集 A 的 边界 是 


模糊 的 . 
l, OKr1 
A(x) = 1 


It 77? 
试 确 定 合适 的 剂量 r, 使 得 在 约束 条 件 可 以 接受 的 前 提 下 ,获得 较 好 的 销售 量 . 
首先 注意 到 A(z) 与 f(z) 均 为 [| BRR. 峰 域 分 别 为 [al a] =[0,1] 
ALL fi>f2jJ=[10,10]. 按 定 理 9.1. 3 知 
M=[1,10] 
再 由 定理 9.1.2, 有 4,=AN M, 因此 


1 
A(x) SACI) A M(x) - 十 (z 一 1)2 
0, OsxKzr<l,r >lo 


Il&Kr 10 


A; (d) = maxA (x) 
Bat =1. 这 就 是 说 ,1g 的 调味 剂 最 恰当 . O 
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$9.2 对 称 型 Fuzzy 规划 


所 谓 对 称 型 Fuzzy 规划 (symmetric fuzzy programming) ,是 指 在 目标 和 约 
束 具 有 同等 重要 的 情况 下 , 求 最 优化 的 问题 . 

设 /:X R, 生存 在 最 大 值 与 最 小 值 ,引信 M; E F(X). 

F(x) — min f (2) 
tE X 

max f(t) — min f(t) 
tE X tE X 

ya Er, 处 取得 最 大 值 , 则 M; C) =l; 车 在 xz, 处 取得 最 小 值 ， 
则 Mi (zs) =0; M f Hex" 处 不 取 最 大 值 和 最 小 值 时 ,Mi(z* ) E (001). 故 可 
以 认为 ,对 于 任意 x CX M) 是 f 在 z 处 取得 最 大 值 的 程度 . 据 此 ,对 
AE AX) AUR 1 改写 为 : 


M(x) 一 $ VxzaEXx (9.2, 1) 


模型 2 max y=M,(z) (9,2. 2) 
s t rea 
或 写成 如 下 的 无 条 件 极 值 问题 : 
模型 3 max y=M,(z) Tx, (7x) (9. 2. 3) 
HP T 是 任意 tH. 


易 知 模型 1 与 模型 2 等 价 , 且 对 任意 t+- 模 , 又 与 模型 3 SH. 
设 4AES8(CX) 且 A 天 他. MAEA, ER fa) 的 最 大 值 问题 ,等 价 于 在 
4A。 上 求 元 素 xz” , 使 得 
M(x ) = maxM ; (x) (9.2.4) 


由 模型 2, 可 得 模型 4: 
模型 4 max y=M,(z) (9. 2. 5) 
s. t x EA, (RAH A(x) >a) 

其 中 a € 00,1), 当 a==0 时 是 元 条 件 ( 无 约束 ) 极 值 问 题 . 

模型 4 说 明 ,对 于 Fuzzy 约束 A, 了 在 a 一 水 平 上 的 优化 问题 , 即 在 确定 性 
约束 下 的 优化 问题 . 模型 4 的 解 必 依赖 于 a 可 以 将 这 个 解 记 为 rla). rla) 是 
在 a 一 水 平 上 使 Mr CB f ) 取 最 大 值 的 x. 这 里 a € (0,1] 可 以 被 解释 为 在 
Fuzzy 约束 A 下 ,了 取 到 最 大 值 的 可 能 性 (或 称 保证 率 ). 

设 al ,az E (0,1j, zai) zlar) 分 别 是 模型 4 对 应 al saz 的 解 , 则 

ay <a,>A, CA, =>M ,(x(a2)) S M; (xa, )) (9. 2. 6) 

BD Myr Cla) 作为 a 的 函数 关于 wa 是 不 增 的 . 

定义 9.2.1 BA a* € 0,1], 使 得 当 e > a* 时 , 必 有 Mj(xr(la*)) > 
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Mj(xz(la))，, 而 当 0 过 a 二 a* 时 ,有 Mr(r(a* )) 三 My(r(a)),a* RAL Fuzzy 
HRA 下 的 绝对 最 优 水 平 . 
图 9. 2. 1 是 对 定义 9. 2. 1 的 几何 描述 . 


A(x) 


a=] 


M,(x(a*)) 


a* 
M,(x(1)) 


O 


x(1) x(a*) 
图 9.2.1 绝对 最 优 水 平 示 意图 


因为 Mr Cz(a)) KF a 的 不 增 性 ,对 于 任意 a € (0,1] 都 有 M;(x(e)) 之 
Mr(z(1)). 因此 Va © (0,1], Mjy(z(o)) E [My(zx(1)),Mj(zrla* ))]. 这 说 
明 ,在 Fuzzy 约束 A F, M, 取 值 M) (对 应 的 fCC) ) 的 可 能 性 为 1 
CBR Sc @ BT RED. 但 Mj(z(1)) (对 应 的 f(z(1)) ) 的 值 较 小 ;而 My 取 值 
Mj(zla* )) (对 应 的 f(xla* )) ) 的 可 能 性 为 a* € (0,1), E Mj 不 可 能 取得 比 
M,(zla*)) BRAM. 但 这 时 a* E (0,1) 是 比较 小 的 ,这 表明 要 取得 这 个 ( 绝 
对 的 ) 最 大 值 是 要 冒 “风险 ”的 . 因此 ,应 当选 择 合适 的 a, 使 得 不 冒 很 大 的 风险 ， 
即 可 以 使 My 取得 满意 的 较 大 值 . 

现在 考虑 在 Fuzzy RA ER f(x) 的 最 大 值 问题 : 

模型 5 max y=M,(x2) T A(z). (9. 2.7) 
APT BER t+ 模 . AT =A 时 这 个 模型 得 到 了 广泛 的 应 用 . 

定义 9.2.2 设 约 束 A 与 目标 My 都 是 X 上 的 Fuzzy 集 , 如 果 

Mrz ) T AC? ) = max(M s(x) T ACr)) (9. 2. 8) 
则 称 zx” 是 f(a) 在 Fuzzy RA 上 的 极 大 元 素 ( 或 最 优点 ), 而 称 fc") 是 在 
Fuzzy 约束 A 下 的 最 大 值 (或 最 优 值 ). 


例 9.2.1 BW X= {Xl sTo 513904 ,Ts } 是 5 个 人 的 集合 ， AWE, X 中 每 人 
的 身高 f(r) 如 表 9.2.1 所 示 . 
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表 9.2.1 身高 数据 (单位 :my) 


Z| T2 T3 EA Xs 
表示 X 中 “年 轻 人 ”的 Fuzzy ROR X 中 年 轻 人 的 最 高 者 . 
这 是 求 f 在 Fuzzy 约束 A 下 的 极 值 问题 , M,a) 为 


m,=2-424 14 0 40.64 0.2 


Tı Tə T3 T4 Ts 


(1) 使 用 模型 4 
计算 结果 如 表 9.2.2 所 示 . 


表 9.2.2 绝对 最 优 水 平 


由 表 9. 2. 2 可 知 , 在 Fuzzy 约束 A 下 绝对 最 优 水 平 a* =0.5, rla* ) =z, 
即 x. 是 在 Fuzzy 约束 A 下 年 轻 人 的 最 高 者 ,不 过 保证 率 只 有 50%. 
(2) 使 用 模型 5 CT =A 


Mj mA 一 二 和 十 二 十 2 二 
由 最 大 隶属 原则 ，z, 是 X 中 年 轻 人 的 最 高 者 . - 


例 9.2.2 用 对 称 型 来 处 理 上 一 节 例 9.1.2 的 问题 ， 
目标 函数 f(z) =FeTW , x D0 


l, Oxr<l 
ARKA Alr) 一 l 


-一 一 一 一) 1 
i+G@-b?’? 77 
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模糊 理论 基础 
首先 注意 到 当 工 之 0 时 


KOERN ORN, 
20 
& f'(x) =0, 48 r=10, max f(z) = f(10) =5, minf(x) = f(0) =0. 由 此 得 
x0 x20 
到 
M(x) = = Fe » x0 


C1) 使 用 模型 4 


a ’ _> 一 9 一 
任 取 a € (0,1], 令 w= ETE ILG pD? 得 r = 14+,/i=4 > 从 而 


= „a E€ (0,1) 


ory 
对 于 优化 问题 


a _= 
max M,(x) =e w) 


s.t z€ for + e | 
a 


4O<r< 10m. A, 得 


ala) =1 -+ 
当 r= 10 时 得 a* = 六 一 0.012( 对 应 的 FKzta* ))= SA0) = 5). T zla) aa = 
L, M GD = M; = y = 0, 246 (对 应 的 fe) = a= Leh =1. 23). 


9 


2 
He a € | 多,1 | 时, Meo E | (全 应 的 zt) € [zts] ). 


(2) 使 用 模型 5 
a TR A, 则 问题 
max(75e0 A rao) 
的 解 zx 应 使 
Zz .a-#) 2 l o 
10 1+(zx—1)? 
近似 地 可 得 工 一 2.085，My (2. 085) ~ 0. 4593 ~ AC2. 085), f(2,085) =2. 3. 
ATRX CAFE) WHT RRA 


— G1-%) 
max f(x) 10° 


1 
1+(zx—1)? 


第 9% Fuzzy 规划 与 优化 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 381 
只 需 令 


f'@) = 1 


100 (1+ (2— 1)?)? 
{$ xz =1.359, H M,(1. 359) =0. 323, ACL. 359) =0. 886, f(1. 359) = 1. 612. 

r 的 最 终 确定 只 能 靠 主观 判断 , 且 最 后 的 决策 也 取决 于 经 营 者 敢 冒 多 大 的 
风险 . E 

值得 注意 的 是 , $ 9. 1 中 例 9. 1. 2 得 到 的 最 优 解 (zx* 三 1) ,以 对 称 型 的 标准 
来 看 ,并 不 是 最 优 的 ,前 者 是 在 最 大 约束 (A, =L0,1j ) 下 的 最 优 值 , 实 际 上 是 普 
通 规划 的 解 . 对 称 型 的 实质 是 从 A, 二 [0,1j 出 发 ,适当 放宽 约束 ,并 将 目标 暗 数 
模糊 化 ,从 而 兼顾 目标 和 约束 两 个 方面 . 这 种 灵活 的 思想 方法 ,更 符合 实际 情 
Ou. 

上 述 方法 容易 推广 到 多 目标 最 优化 问题 . 

设 f,:X 一 R(i 二 1,2,…,m ) SREB we F(z) = (f(a) f(r), 
fn) 在 多 个 Fuzzy 约束 AA An E F (X) 下 的 最 优化 问题 . 

为 了 推广 上 述 优 化 模型 ,总 设 f; (i 二 1,2,…,m ) 都 在 XX 上 存在 最 大 值 与 最 
小 值 . M; E€ F(X), H 


(z3 + 82? +2r—20)eC 75) =0 


F(a) — minf; (£) 
IEX 


M; (0) =f) — minf, 0’ Yre X (9,2,9) 

IE X tE X 
令 Mr(x) = g(M Cx) My Cz My (x)) (9. 2, 10) 
ACz) =hC(A, Cr), Ag (rz), 5A, (rz)) (9.2.11) 


其 中 g.h 都 是 综合 评判 函数 (参见 g 6. 3). 
现 推广 模型 4 和 模型 5 分 别 为 : 
模型 6 max y=M,(x) (9.2.12) 
s. t. zE A, (RTH Al) Sa) 
其 中 aE 0,1], 当 a= 二 0 时 , 为 无 条 件 ( 无 约束 ) 极 值 问题 . 

模型 7 max y=Me(z) T Alo) (9.2.13) 
其 中 下 是 任意 +- 模 . 

例 9.2.3 为 选 购 某 种 仪器 ,希望 质量 好 、 价 格 低 ;并 且 还 希望 携带 尽 可 能 
方便 、 操 作 尽 可 能 简单 。 现 将 质量 好 、 价 格 低 作为 目标 ;携带 尽 可 能 方便 、 操 作 尽 
可 能 简单 作为 约束 条 件 , 对 [IIL'II,IV,V 共 5 种 产品 进行 了 解 . 将 这 5 种 产品 
各 自 对 质量 好 (Mj OPA M, ,携带 方便 (A) .操作 简单 (A; ) 的 隶属 各 
度 列 人 表 9. 2. 3 中 . 需要 进行 合理 的 选择 ,从 中 挑选 出 合适 的 产品 . 

id X=(1, Il, II, IV, V}, 对 g 分 别 取 加 权 平 均 型 ( 归 一 化 权重 为 0. 65, 
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0.35) 和 主因 素 突 出 型 (正规 化 权重 为 1,0. 54, T =X ) 综 合 评 判 蚂 数 ( 参 见 
$ 6. 3), 并 将 综合 目标 分 别 记 为 My FI Mr, » X} h 取 加 权 平 均 型 ( 归 一 化 权重 为 
0.55,0.45) ,综合 约束 记 为 A. Mp. Mp 和 A 也 列 人 表 9.2.3 中 . 


表 9.2.3 合 目 标 与 综合 约束 | 
œ eo 
ME CM, ) 0. 9 0.7 1 0. 4 0.6 
价格 低 (Mj, ) 0.6 0.8 0.6 1 0.9 
Mr, (0.65M, 十 0.35M7 ) 0. 80 0.74 0. 86 0. 61 0.71 
Mr, (M; V 0.54M; ) 0. 9 0. 7 1 0. 54 0.6 
携带 方便 CA, ) 0.8 1 0.6 ] 0.4 
操作 简单 (A, ) 0.8 1 0.6 0.8 0.4 


使 用 模型 6 ,计算 结 果 如 表 9.2.4 所 示 . 


表 9.2.4 模型 6 的 计算 结果 
(0,0. 6] Mr, (ID =o. 86 Mr, CHD =] 


(0.6,0. 8] Me (D=0.8 Mr, (D=0.9 


(0.8,1] Mr, (ID=0.74 Mp, (ID 一 0.7 


由 表 9. 2.4 可知, 车 用 加 权 平 均 型 综合 ,当选 择 I 时 ,质量 好 和 价格 低 的 综 
合 程度 只 能 达到 0. 74, 但 这 是 完全 可 能 的 ;当选 择 II 时 , 则 质量 好 和 价格 低 的 
综合 程度 可 以 达到 0. 86 ,但 可 能 性 只 有 0.6. 若 用 主因 素 突 出 型 综合 ,当选 择 III 
时 ,质量 好 和 价格 低 的 综合 程度 达到 最 大 值 1, 可 能 性 仍 为 0. 6; 当选 择 II 时 , 则 
质量 好 和 价格 低 的 综合 程度 只 有 0.7, 但 完全 可 能 . 最 终 如 何 选择 ,只 有 依靠 其 
他 条 件 或 作 主 观 判断 了 . 显然 IV 与 V 这 两 类 产品 是 没有 使 用 价值 的 . 

使 用 模型 7 ,分别 取 本 二 入 ,XX, (参见 $$ 1.3), 计 算 结 果 如 表 9. 2.5 所 示 . 
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表 9.2.5 模型 7 的 计算 结果 
maxM;, (x) T A(x) 


maxM ; (x) | ACz) 


Mr D A ACD = 0.8 Me D A ACD) = 0.8 
1 2 


Mr, CD x ACID = 0. 74 Mr, (D xX ACD = 0.72 


Me (IDOAC(D = 0.74 Mr, (DOACD = Mr, CIDOQACUD = 0.7 


从 表 9.2.5 中 可 以 看 出 ,我 们 应 该 选择 产品 I 或 产品 I. a 
$9.3 4E xp tp Fuzzy 规划 
如 果 把 目标 和 约束 看 成 不 同等 重要 的 ,可 以 用 加 权 的 方法 .这 就 是 所 谓 的 


非 对 称 型 Fuzzy 规则 (unsymmetric fuzzy programming). 
Wa 20,6>0,a+6=1, 记 


B=aA + 6M, (9.3.1) 
Bp Blz) =aAlx) + bMplr), Vx EX (9.3.2) 
BA 工 ” € X, 使 得 
BCx* ) = maxB <r) (9.3.3) 
rE X 


则 称 z* 为 f 的 最 优点 , fc") 为 最 优 值 . 
对 于 多 约束 A, , A, eer" A, WH) ta ou» BY LASK FA 


A(x) =h(A, (z), A, (r), A, (x)) (9.3.4) 
对 于 多 目标 fifo fins 先 求 出 模糊 目标 集 My ,Mj M ， 再 采用 
Mp (x) = gCMy (2) Ms Cz) ,°° My (x)) C9, 3.5) 


其 中 g 、h 都 是 综合 评判 函数 . 然后 ,对 A 和 Ms 使 用 上 面 的 模型 . 
例 9.3.1 仍 以 例 9.2.3 为 例 . 对 于 表 9.2.3 PH ADM,» Me PRE 
a=0.4,6=0.6, 我 们 得 到 
Bi 一 0.4A 十 0.6MF 


0.8 1 0.6 0.91 0.4 
=0.4( +99 +47 ty ta) t+ 

0. 80 0. 74 0. 86 0.61 
0. 6( rt ° m7 Iv 


0.844 . 0.756 . 0.73 , 0.586 
i © mi °° wv 


B,=0. 4A + 0. 6Mp. 


+e) 


_0.8 


模糊 理论 基础 
10.8 1 0.6 0.91 0.4 0.9 0.7, 1 0.54 ，0.6 
=A tu m v 7) +0. 6(5 Ta tint iw 十 y) 
-0-36 | 0.82 + 0.84 0.688 0.52 


II + IV t V 
计算 结果 如 表 9. 3. 1 所 示 . 
表 9.3.1 综合 目标 与 综合 约束 的 加 权 模 型 ( 非 对 称 ) 


Mr, (0.65M; +0.35M, ) 


Mr, (Mj, V 0.54M; ) 
B, = 0.4A +0. 6Mp 0. 8 0. 844 0.756 0. 73 0. 586 
B, = 0. 4A + 0. 6Mp, 0. 86 0. 82 0. 84 0. 688 0.52 
多 见 By AD = 0. 844 = maxB, (x), B, (1) =0. 86 = maxB, (x). 这 表明 对 于 F, 
rex TEX 


应 购买 型 号 II 设备, 对 于 F 应 购买 型 号 工 设备 . E 


$9.4 Fuzzy 线性 规划 


在 实际 问题 中 ,有 的 约束 条 件 可 能 带 有 伸缩 性 . 对 于 这 类 问题 ,必须 借助 
Fuzzy 集 的 方法 来 处 理 , 这 便 是 Fuzzy 线性 规划 (fuzzy linear programming). 该 
方法 的 一 般 形式 是 

max 了 一 cl1zZl 十 czzZzz 十 … 十 cv 工 ， 


Q11 Ti Hajt te F antn 1 


S 
a21 T] Hazar Fee 十 QzrZn s Z (9. 4. 1) 
S. t. : : 


ami Tl Fam X2 十 十 @mnX < O m 


Tl rT 之 0 


Bic c 一 (cy 9€9 °C), A= (a; nxn? O= (6, 90» 5b)’, xt 一 (x, sT? pY. 
式 (9.4.1) 可 以 简 记 为 
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max 上 了 一 cz 
Ar Şo (9.4, 2) 
st | > 
H“ 和 "表示 某 种 弹性 约束 ,可 以 理解 为 "近似 小 于 或 等 于 ”. 
Zimmermann( 齐 默 曼 ,德国 运筹 学 家 ,模糊 数学 家 ) 首 次 提出 了 求解 问题 
《9.4. 1) 的 算法 (Zimmermann,1991), 下 面 介 绍 这 一 算法 . 
A 
X={r|x € R",z > 0) 
将 m 个 通过 “ S "表示 的 约束 条 件 改 号 成 m 个 Fuzzy Æ D; € F(X) G=1, 
2,.…,m ), 目 


n 
l, az; Sbi» 
j=l 


ajj —6,] » b< X ajz; <b, tdi, 
j=l 


I 


0, ajz; > 0 十 ai， 
p= | 


J 


(9. 4.3) 
i=1,2,°°°,m 
其 中 d; (i 二 1,2,…,m ) 是 已 知 给 定 的 非 负数 并 称 为 弹性 指标 ,qd = Cd, ,dz ,，…， 
d,) 称 为 式 (9.4.1) 的 弹性 指标 向 量 . 


记 t; 一 > ,airin Il D,(t;) 的 图 形 如 图 9, 4, l 所 示 ， 
joi 


D 


O b, b +d 


图 9.4.1 Fuzzy ARR ASR A A 
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为 了 求 得 目标 函数 在 Fuzzy 约束 下 的 最 优 解 ,还 应 给 出 了 的 取 值 范围 ,将 目 
标 值 Fuzzy 化 . 如 让 fo < f < 广 十 do( 其 中 cd > 0) ,并 取 ME F(X), $ 


0, Sex; < fo 
j=l 
n 1 ii ii 
M( Yes) = (Der — fo). fo K Šica; S fotdo (9.4.4) 
j=l 0 \j=l j=] 
l, Sior; > fo tdo 
j=l 


it = > icaz; M M 5 to 之 间 的 关系 如 图 9.4. 2 所 示 . 
j=l 


M 


图 9.4.2 Fuzzy H $r st R oR 


关于 fo 与 do 的 确定 ,可 以 由 实际 问题 给 出 , 亦 可 以 参照 普通 线性 规划 问题 


max 了 一 cz 


Pl: Ax <b (9.4.5) 
s.t, 人 
max 了 一 cz 
P2 : Az <b+d (9. 4. 6) 
s. | a 
的 解 确定 . 例如 , 设 问题 Pl aR Sa o EE P2 的 解 为 了. +d, 
现 令 D=D, N D: ff N Dan (9.4.7) 


其 中 D; (i 二 1,2,…,m ) 是 前 面 定义 的 约束 Fuzzy Æ. 使 用 $9. 2 中 的 模型 ,并 
HT =A, BUR Fuzzy 约束 下 的 线性 规划 问题 转化 为 如 下 模型 
max M(x) A D(z) (9.4. 8) 
为 了 给 出 该 模型 的 解 , 先 证 明 如 下 定理 . 
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定理 9.4.1 BABE F(X), 


Aag = lal dx E X,A(r) 守 a,B(r) Sa} (9. 4. 9) 
ao 一 V Ca 一 V (CACT) A BCx)) C9, 4, 10) 
a€ A,, zEX 


则 Ayn “As. 
证 AA IER a €E Aag» Wi jzxzE€EX, 使 A(zr) A Blz) 之 a, 从 而 a、 Sa, W 
a, = V a 二 ao. FE Ve>0, BA a, —e E Aar BAA, Je > 0, fa, — 


aC AaB 
Eo € AAB? Rp Vxe€ X, 都 有 A(x) <a, — Eo 或 B(x) <e, 一 eo， 故 


as =V Alr) ABT) Sa, —e& 
工区 天 


Ele, > 0, 这 是 不 可 能 的 , 故 Ve >00, 都 有 OO. “E €E Anp. 因此 ， Q » 一 上 所 
V a=a,He >OWMF BEA, a, <a» Ele, = ag. 


el A, 


根据 定理 9. 4. 1 ,得 到 


V (MG) A D(x))= V {alM(x) Za, D) Sa} 
xzrEx a€[0,1] 


E 


= V _alM@ > > e; D (x) 之 aD, (x) 之 ay ° -,D,, (x) > >a} 
a€/10,] 


(9.4.11) 
据 此 ,又 可 以 将 Fuzzy 约束 下 的 线性 规划 问题 (9. 4. 8) 转 化 成 如 下 线性 规划 
问题 


a 


1 一 于 人 adi; bi) Sa, i=l 2s 3 
i\j=1 
1 /~ (9. 4. 12) 
s. t. | cj; — fo) = a 
do T 
asl 
a 之 0,zji 之 0, 7 一 1,2，……，7z 
稍 加 整理 后 得 如 下 模型 


max g~a 


Dayz + dja Sb; tdi, i=1,2,.…,m 


J 二] 


n (9.4.13) 
S. t. jz; — doa > fo 
j=] 


axl 
a= O52, 之 0， 了 一 1 2，…，7 
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We (xy ， 工 2 ) Ty, a)” 是 问题 (9， Å. 13) 的 最 优 解 , 则 ”二 Cay sTo 9 4 

xz”) 是 问题 (9. 4.1) 且 限定 Jo << fo tdi 之 后 的 解 . =) or; WAR 
一 ] 


(9.4.1) 加 条 件 fo < f< fo 十 do 后 所 得 目标 函数 的 最 大 值 . 
例 9.4.1 甲乙 两 机 械 每 月 最 多 约 能 运行 分 别 为 400 个 工时 和 250 个 工 
时 , 甲 机 械 每 工时 耗费 (维修 .折旧 等 )3 元 ,但 获 净 利润 7 元 ; 乙 机 械 每 工时 耗费 
2 元 ,但 获准 利润 3 元 . 甲 、 乙 两 宙 械 每 月 耗费 总 和 不 得 超过 1 500 元 ,试问 如 何 
安排 两 机 械 运 行 可 以 获得 最 大 利润 ? 
设 zl 为 甲 机 械 运行 工 时 数 , zx, 为 乙 机 械 运行 工时 数 , 该 问题 就 是 Fuzzy 线 
性 规划 问题 . 
max f=72, +32, 
32, + 2r, <1 500 
xı <= 400 
Xo < 250 
zı Z Orr, 之 0 
取 弹 性 指标 分 别 为 50( 元 ).5( 工 时 )、.5( 工 时 ). 
CLA TR fo， 解 普通 线性 规划 问题 
max f=72, +32, 
32, 十 2x; < 1500 


s.t 
zl 之 0,za 20 
化 为 
max 了 一 7zi 十 37z， 
32, + 2z; +23 一 1 500 
xı +x, =400 
s.t 
£ t £; = 250 
x; => 0,1=1,2,3,4,5 
用 单纯 形 法 
XTX] Fo T3 Xa Bs 之 1] T2 T3 Ta Ts 
7 3 0 0 90: 0 0 3 0 —7 0:— 2800 
3 2 1 0 0: 1500 0 2 1 —3 0: 300 
1 0 0 1 0: 400 100 1 0: 400 
0 1 0 0 1: 250 0 1 0 0 1: 250 
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Ti T? T3 Ta ws 

0 0 —1.5 —2.5 0:—3 250 

0 1 0.5 —1.5 0: 150 
=> : 

1 0 0 1 0: 400 

0 0 0 O 1: 100 


于 是 , x) =400, r: =150 HRR, fo =3 250 为 最 优 值 . 
(2) 为 了 求 do » 解 普通 线性 规划 问题 
max 了 一 7Tl 十 37， 
32, t 2z; < 1 500 +50 
xı S 400 +5 
Ho — 250 +5 
x, 之 0;X 之 0 


S.t, 


化 为 
max 了 一 7Zzl +32, 


3x, +22, + x; =1 550 
xı Hzr, =405 
x + z; 一 255 
X, Z 0,z 之 0 
同 理 用 单纯 形 法 得 , fo 十 do =3 337.5, KM dy =3 337.5—3 250 =87.5. FFA 
x, =405, z, 一 167. 5. 
(3) 对 于 普通 线性 规划 问题 


max 8 一 a 


1 — 23x, 十 2zy 一 1 500) >a 


1 一 工 (z 一 400) >a 


5 
1 一 二 (zs — 400) > 
s.t. 5 2 = a 
1 
g7 5T + 3x, — 3 250) 2a 
axl 


Bp 
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max g~a 
32, + 2z + 50a < 1 550 
a, +5a < 405 
x; + 5a S 255 
— 7x, — 3z; + 87. 5a <— 3 250 
axl 
zı 2 0.x, 20,a Z0 


化 为 
max 太一 C 
32, 十 2z; +50a +z; =1 550 
xı +5a+ z, =405 
Xe + 5a + z; = 255 
S. t — Tx, — 3r, +87. 5a + z; =—3 250 
ata, —1 
a O,aq > Oz; 0,1 = 1,2,°°- 56 
用 单纯 形 法 得 最 优 解 


(xi zy a0” ) = (402,5,158. 75,0. 5) 
即 安排 甲 机 械 运 行 402. 5 工时 , 乙 机 械 运 行 158.75 工时 , 便 可 以 获得 最 大 利润 ， 
其 数值 为 
f=7x* 十 3zy 一 3 293.75 (元 ) 

与 普通 线性 规划 情形 相 比 较 ,利润 提高 43. 75( 元 ), 这 是 由 于 甲 机 械 运 行 工 
时 比 400 工时 的 限制 超出 2.5 工时 (这 是 弹性 指标 允许 的 ) ,并 且 月 耗费 总 和 比 
1 500( 元 ) 的 限制 超出 25 元 (这 也 是 弹性 指标 允许 的 ). 在 放松 限制 的 情况 下 提 
高 了 利润 . C 


$9.5 多 目标 Fuzzy 线性 规划 


在 》9.2 中 ,已 经 提 到 过 多 目标 最 优化 问题 . 下 面 主要 使 用 》9.4 中 提出 的 
方法 讨论 多 目标 线性 规划 问题 各 在 Fuzzy 约束 下 的 多 目标 线性 规划 问题 


(multi-objective linear programming problem with fuzzy constrains). 
9.5.1 多 目标 线性 规划 问题 的 Fuzzy 最 优 解 
多 目标 线性 规划 问题 的 一 般 形式 是 
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fi Scunt tcia tar 
fo Sca 2) carz Tt E Cnt, 
max . 
Ji Fy ty Ferr Hie + emt 
Ay, £y Hayz tz te Fainn S b 
az 21 Fazzt Ft H Aan Sb: 
s. t. : (9.5.1) 
ami Ti Tayo Tq tt + ayy ln S Öm 
Zly72y Zn 之 0 
EWR C= (eg) xn ’ A=(a, mxn = Cf» fe ry fa)» 工 一 (Z1 ,Te pE) 5 0 一 
Cbi sba bn). RO. 5.1) 用 和 矩阵 形式 可 以 写成 


max 了 一 Cr 
人 (9.5.2) 
S. t. 
工 之 0 


问题 (9. 5. 1)( 即 问题 (9. 5.2)) 具 有 ! 个 目标 和 mm 个 约束 条 件 , 是 多 目标 线 
性 规划 问题 . 多 目标 线性 规划 问题 有 许多 种 解法 ,如 权重 法 ( 即 对 每 个 单 目 标 都 
赋予 一 定 的 权重 ,而 构成 一 个 单 目 标 优化 问题 ) ,约束 法 (即将 多 个 目标 中 的 一 个 
先 作 基 本 目标 ,其 他 目标 转化 为 约束 条 件 ) 等 . 下 面 将 使 用 定理 9. 4. 1, 将 问题 
(9. 5.1) 归 结 为 类 似 问题 (9. 4. 6) 的 单 昌 标 普通 规划 问题 . 

令 X={rlz2 20,2 € R"}), D={z|Axr b,x >0), W DCX, HA DF 
SO, 则 对 于 任意 x € D 都 是 问题 (9. 5. 1) 的 可 行 解 ， 对 于 任意 &, 选取 常数 fo 
Ally, >> 0, 构造 M E€ F(X), H 


n 
0, Cuti < for — Loe 
= 


J 


n 


1 n 
M, (z) = I= (fo ~ Mews; )> for — lor S Dp cyt; <f ok (9.5.3) 
0 j=l 


j=l 


n 


l, ae 之 fok 


j=] 
又 令 
M=M, 0M, N OM, (9.5.4) 
使 用 模型 7, 并 取 T = 和 A， 将 问题 (9. 5. 1) 转 换 成 如 下 规划 问题 
max M(x) A xy, 62) 


392 


模糊 理论 基础 
或 写成 max M(x) 
s.t ED 
再 使 用 定理 9. 4. 1, 得 如 下 单 目标 普通 线性 规划 问题 
max g=a 
eer = a 
S. t. 
reD 
Bp 
max g =a 
1-1 (fa — yews} = as 到 一 1 2 
lok j=l 
S. t. S ajz; < b,, 1: =1],2,;,* m 
j=l 
axl 
a 之 0， £; = 0， 7 一 1 2，…72 
稍 加 整理 后 得 
max g =a 
X cyz; — loa © for — lor? k =1,2,*,? 
j=l 
n (9.5.5) 
S.t. X ajz; < b;, 1 =],2, ,7 
j=) 


axl 
a Z0, z; 20,7 =1,2,-n 
设 (xi T3 ETE om ,a) 是 问题 (9. 5. 5) 的 最 优 解 , 则 x" = (xi Zo ， 
Xn y 是 在 取 定 fo =(fo sfo FF 和 /一 (Luo tto lo) 后 问题 (9. 5， 1) 


的 最 优 解 , H. Fifa" ) Ck 一 1 2，… 7) 是 目标 滑 数 在 取 定 fo 与 Lo 情况 下 的 最 大 
值 . 仍 如 $9.4 HERIR, ITER k, for Mlo 可 以 参照 问题 


max f= ares 
j=l 
n (9.5.6) 
Sja; < b;, z =],2," mn 
j=l 


x; 之 0， jJ=l,2, ,nn 
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的 最 优 解 确定 . 
Bx = (ay) Xe Tm) 是 问题 (9.5.6) 的 最 优 解 , 记 
fa =f (iP), ss,k=1l,2,.,l 
则 对 于 任意 s, 都 有 fa <Sas SL”? = min Sa ,， 则 可 以 取 for E CA”? > Sad 
0 < lop Su 一 fx”. 一般 地 ， fos 越 靠近 fie > Loe BED, RBM IEF SE 
标 , 相 当 于 加 大 了 第 & 个 目标 的 权重 . 
例 9.5.1 对 于 如 下 双 目 标 线性 规划 问题 


方 一 Zi 十 272 
max 


f2 一 371 一 工 ? 
32, t2z, S 18 (9.5.7) 
s.t. —2, +427, 和 8 
Ly sT 之 0 
先 解 
max fı =z, + 2r? 
32, H 2r, < 18 
5. t. 2, +42, <8 (9.5. 8) 
Ly sT 之 0 
将 其 标准 化 ,得 
max fı =x, +22, 
32, +2272, +23 =18 
s.t. <—~ 2%, +4z%. +2, =8 
Z1，7Z2573574 之 0 
用 单纯 形 法 得 z= 二 (zi ,zs) 二 (4,3) 是 问题 (9. 5. 8) 的 最 优 解 . A 
fn =f (aM) = 105 fiz = fz?) = 9 (9.5.9) 
再 解 
max ja 一 3z1 ~ 22 
32, 十 27 < 18 
(9.5. 10) 


s. t. — z; H 4r; < 8 
£] 9 之 2 之 0 


将 其 标准 化 ,得 
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max f: =32z, 一 并 
32, +22, +2, 一 18 
s.t. 4~2, +42, +2, =8 
X1 Ez 9X3 T4 之 0 
用 单纯 形 法 得 oc = (21 ,zs) = (6,0) 是 问题 (9. 5.10) 的 最 优 解 . H 
far =fi (2) =6, fa = fl) =18 (9.5.11) 
由 式 (9. 5.9) 与 式 (9.5.11), 应 取 fo, € [6,10], foo € [9,18], H 
0< loa K4,0< ly <9. 
现 取 定 for =8 slo. =1, fog 一 12,los =2, 由 问题 (9. 5.5) 48 
max g =a 
x, 2z; —a >77 
3x1 — z — 2a > 10 


32, +22, < 18 (9.5.12) 
st —x,+42, <8 
axl 
Tı sto -> 0,a >So 
将 其 标准 化 ,得 
max ga 
Tı + 2X — T3 — a= 
321 — Xz — T, — 2a = 10 
32, + 2z, + x. = 18 
s.t ny be, Ln _ 
xı ta=l 


T] so 923 904 ss 9? 忆 6 了 7 之 Ova = 0 


用 单纯 形 法 得 (zl ,zs a》 =(= pel)’ 是 问题 (9. 5. 12) 的 解 ， 从 而 


(tist) = (=, 了 


BE for =8 lo, =1s fo =12 slog =2 时 问题 (9. 5. 7) 的 最 优 解 , 且 户 fo 所 对 应 
的 最 大 值 分 别 就 是 for 与 foz. 

上 述 方法 并 不 是 十 分 完善 的 ,关键 是 没有 给 出 fo =o» fos for)’ 和 
bo = Cloi olor 0 的 选择 方法 , 当 fo Fil lo 选择 不 当时 ;将 导致 问题 (9. 5. 5) 
无 解 , 但 这 时 并 不 能 说 明 问题 (9. 5. DER. 将 上 述 方法 推广 到 Fuzzy 约束 条 件 
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下 多 目标 规划 时 ,同样 涉及 fo All, 的 选择 问题 . 现 简要 介绍 如 下 . 

9.5.2 Fuzzy 约束 下 的 多 目标 线性 规划 问题 

在 Fuzzy 约束 下 多 目标 线性 规划 的 一 般 形 式 是 


max 了 一 cz 
Ar Şb (9.5.13) 
st | 
为 了 求 得 问题 (9. 5. 13) 的 解 仍 需 先 取 定 fo = Cois fore SoD M lo = Clo» 
loz retala) > 再 使 用 式 (9， 59. 3) 确 定 M, E F (X) (Hp X = (x|x 之 0,z € 
R" } )， 使 用 式 (9. 5. 4) 确 定 ME F(X). 并 需 给 定 d=(d,,d,.,°-5d,,), AR 
(9. 4.3) 确 定 D: € 多 (X) 和 式 (9. 4.7) DE F(X). 将 问题 (9. 5.13) 归 结 
为 
max M(x) A Dlr) (9.5.14) 
再 利用 定理 9.4. 1 及 式 (9.4.9) 和 问题 (9. 5.5) ,将 问题 (9. 5. 14) 归结 为 如 下 单 
目标 线性 规划 问题 


max ga 


Cay j — loa = fok — log? k =1,2,*.,l 
p=] 


Fi 


n (9. 5. 15) 
S.t. azz; +da <b; +d;, 1=—1,2,°°*5m 
一 1 


axl 

a 之 0, zt; 20,7 =1,2,,n 
又 设 (ay Xp ore ihi sa)” 是 问题 (9. 5., 15) AY Be È RR, ME r* = (xy , 
rzon: ) 是 问题 (9.5. 13) 在 取 定 fo、lo MdA: Ua” 的 可 能 性 获得 的 最 优 
解 , 且 

fi =X, cyr? 一 1, 2 (9. 5. 16) 
j=l 

FE Mt hy A Ae 0 H En eR BB. 


$9.6 区 间 目 标 非 线性 规划 


Ishibuchi 和 Tanaka (1990) 研究 了 目标 函数 中 含 区 间 系 数 的 线性 规划 问 
题 . 
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maxZ(7z) 一 CCzl ,Ts ，…， 工 ,) = Ci 
pene 之 (9.6.1) 


s.t. rE X CR’ 

其 中 X 是 x 的 可 行 域 ,系数 C; = Lee] E Ip (i 二 1,2,…,n). 问题 
(9.6.1) 被 简称 为 区 间 目 标 线性 规划 (linear programming with interval objec- 
tive function) 或 IOLP. 

我 们 还 可 以 讨论 更 一 般 的 一 类 目标 函数 中 含 区 间 系 数 的 非 线性 规划 问题 
(Hu, Wang, 2006b). 


maxZ(x) =Z(x 3T tt, ) = C; Cx) 
us UCS (9. 6. 2) 


st rE X CR" 
其 中 f(z) G=1,2,-+,m) Æ R EG AA n RR. 问题 (9. 6.2) 被 简称 为 区 间 
自 标 非 线 性 规划 或 IJONLP. 显然 问题 (9. 6. 1) 是 问题 (9. 6.2) 的 特例 . 
对 于 了 EX Zr) 是 一 个 区 间 , 即 Z(Cz) 一 Lz(x),z(z) | =< m(Z) (zx), 
w(Z)(x) > (参见 3 2.5). 
其 中 


m 


zC) = X a;l) f(x), Ez) = DBS, (a), 
i=] 


i=] 

Cis f(a) 20 Ci» f(x) 之 0 
a,(x) = B » B(x) 一 

Ci» f(xX) <0 Ci? f,(2) <0 


m Ci Hc; mC; Te; 
mD = fT) wz) = > 2 


i=l] i=] 


on 


Aa Ft Be An 47 AR POT ae E ER eA A A E ER eA g R 
“最 优 ” 解 依赖 于 区 间 的 序 关 系 . 

定义 9.6.1 (Hu, Wang, 2006b) z © XX 是 问题 (9. 6.2) 的 关于 偏 序 关系 
R 的 解 当 旦 仅 当 不 存在 另外 的 x EX 使 得 

Z(a)RZ(2z') H Zr) # Zz) 

问题 (9. 6. 2) 关 于 偏 序 关系 R 的 解 集 记 为 SCR). A RSKR Sine Smu’ L 
(参见 8$ 2.5), 则 对 应 解 集 分 别 为 SCIg), SCX) SÊ mau), S<). 

由 定理 2. 5.7 (3) 易 得 以 下 定理 . 

定理 9.6.1 (Hu, Wang, 2006b) 设 0&io<h 人 1l, 则 xE€S(S&p/i,) 
当 且 仅 当 x ESCin) RE Smule) > 
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由 定理 2. 5.7 (2) 易 得 以 下 定理 . 

定理 9.6.2 (Hu, Wang, 2006b) R 0<St <4 <1, M rE SCS Ln fit, ) 
当 且 仅 当 z € S<ip/, o). 

由 定理 2.5. 8 易 得 以 下 定理 . 

定理 9.6.3 (Hu, Wang, 2006b) HO<4<t, <1, M 

SCK Spa) SE SKi ya) N SKmw/ 10, N SKing) 

特别 地 S(<) € S(< yr) N SX mw) N Sian). 

由 上 述 定理 以 及 定理 2.5.7 和 定理 2.5.8 得 到 IONLP 的 各 种 解 集 的 关系 
如 图 9.6.1 所 示 . 


x&S(S7 Rp) 


xES(SIm) 


xENHSpR/t, t) 


三 S(<pm/t, on ) 


图 9. 6.1 IONLP 的 各 种 解 集 的 关系 图 


定理 9.6.4 (Hu, Wang, 2006b) 设 0 过 <2, <1, WHT He IONLP 
问题 (9. 6. DRR SC /,,, )， 只 需求 出 下 列 两 个 非 线 性 规划 的 解 


m 


max Z(z) = > fa, (2) f(x) 十 得 于 全 Ce —c;) | | f; Cx) | 


i=l (9.6.3) 
s.t rE XCR” 
ey ty to 
min >) a Ce, —c;) | f; | 
i=] 一 《9.6.4) 


S.t £ E Sm/iu ={y|y 是 (9.6.3) 的 解 ) 
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Cis fsa) > 0 
其 中 a(x) = 
Cj’ f(a) < 0 
特别 地 , 当 to =0 A t = 1 时 ,问题 (9. 6. 3) 和 问题 (9. 6. 4) 为 
i Fc; 
maxZ(x) = > =i 2 f(x) 
i=l 


s.t. zc € X € R’ 
my Cioc; 

min >) Tla | 
i=] 


s.t. 2€ Sp =(rla Æ (9.6.5) 的 解 》 
证 明 Hres ‘it, + 对 任意 zx EX, A 


模糊 理论 基础 


(9.6.5) 


(9.6.6) 


Z) = Lz(z) + to (x) 2) 20x) + t (x) 一 z(Z))] 


一 PESZE 1 fi@|, 
i=1 i=] 7 


Safi h >») (c; AD] | 
i=l i=] _ 


th 一 如 < 
— D E A] YX, 
我 们 得 到 
a; (x) fi(z') + sray CE; —c;) | f;¢x’) | 
= i=1 7 


i=] 


< Dj ai Cx) f; (2) + Dc —c;) | f: Cx) | 
i=] =] E 


i 


并 且 如 果 
ú 7 to + ty m — 7 
Sa; (a) fj (x +S DG: —c;) | f(z") | 
i=] i=] 


=Sa(x) f(x) +274 
t=] 2 i 
Ly — Lo 


2: 


BA 22S Gi fz] > 
i=] B 


于 是 z 满足 问题 (9. 6. 3) 和 问题 (9. 6. 4). 
上 面 的 证 明 是 可 道 的 . 


(ci 一 cj) | f; Cx) | 
=] 


《ci; 一 cj) | f; (x) |. 
=} ~~ 
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如 果 f(r) (1=1,2, e,m) 是 非 负 的 , 则 问题 (9. 6 3) 可 以 写成 


nr 


maxZ(z) = > | afia Tie) Fin) | | 


i=] 
s.t cE XCR” 
如 果 问 题 (9. 6. 1) 和 问题 (9. 6.2) 的 约束 为 X={z|gi C) Sbr ,二 1,2,…， 
上) 并 且 f(z) (i 二 1,2,，…,m) 是 非 负 可 微 的 和 g(xz) (k= 二 1,2,…,L) 是 可 微 
的 , 则 问题 (9. 6.3) 的 Kuhn-Tucker 条 件 是 


gCT)—b, <0, k=1,2,.…,l 
us (gy (2) — b) =0, k=1,2,.,l 
z; 0, j=1,2,.,n 
u, Oy k=1,2,.…,1 
我 们 利用 定理 9. 6.4 解 下 面 的 两 个 例子 ,一 个 是 IOLP, 男 一 个 是 IONLP. 
例 9.6.1 (Hu, Wang, 2006b) 考虑 下 面 IOLP 例子 . 
max. Z(xz) =[0,10]z; +[5,25]z, 


(9.6.7) 
s.t. x E X=(x4=(2,52.)|z, +3x, 10,2, SO0,x, [SO 
首先 解 下 列 问 题 
max m(Z) (x) =52z, 十 15x? 
(9.6.8) 
s.t, £ E X= {x= (81,22) |£; +32, < 10,1, Z 0,r: Z 0) 
易 得 问题 (9. 6. 8) 的 解 
Sm AX = (4, 2X2) |x, +32, = 二 10,x] 20,2. SO} 
再 解 下 列 问题 
min w(Z) (x) =52, +10z, 
(9.6.9) 
s.t. r E Sn 
得 到 问题 (9. 6.9) 的 唯一 解 z 二 (0, 二 ). 因此 由 定理 9. 6.4 得 到 z= (0,7) 是 
问题 (9. 6. 7) 的 解 并 且 目标 值 为 Z(0, 闻 ) = > ae 如 果 在 问题 (9. 6. 7) 中 


< 被 变 为 < Syn > 那么 可 以 得 到 SC< /us ) 一 人 (0 他) |. 口 
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模糊 理论 基础 
例 9.6.2 


(Hu, Wang, 2006b) 考虑 下 列 IONLP 例子 . 
max</，， Z(z) 王 [5,9]zi 十 [5,15]zizy +[4,10]z3 


(9.6.10) 
s.t. XE X={r=(r1,72) |rI +r? <l, z, >0,r, > 0} 
首先 解 下 列 问 题 


max m(Z)(x) = (5+ 24 x 4) zt + (54254 x 10) zre + 


Ł t 
(pA txe) 23 


s.t. x E X={x=(a, 52.) lap +r? <1oz, > 0,rz;, 20) 


(9.6.11) 
从 问题 (9. 6. 11) 中 的 天 uhn-Tucher 条 件 ,容易 获得 
{(1,0)}, Ot tt <1 
Sm/i 一 (€0,1),(€1,0)}, ta tt, =1 
{(0,1)}, ] < to H4 <2 
再 解 下 列 问 题 
: _ 4 tbo 2, h — bo tı — to 2 
min wl) (a) =a X Ax ba X 102 eg + 5 xX 6x3 
s.t. re Saat ts ot (9.6.12) 
(1,0), O<ég +e, <1 
得 到 
(0,1), 1<Kt tt, <2 


因此 ,由 定理 9. 6. 4 获得 问题 (9. 6. 10) 的 解 


((1,0)}, 0< t tit, <1 
SCK an) 5 
a (€O,1)}, l< tatt <2 
特别 地 ， S(<) =S(< /o.0.5) ={(1,0)} Al SC< /0.5,0.75) “S< fos p = (CA, 
0)}. 目标 值 分 别 为 Z(1,0) =(5,9] 和 2(0,1) 一 [4,10]. 


[ 
Chanas, Kuchta (1996) 给 出 了 一 个 方法 求解 下 面 关 于 半 序 关系 SKR it, 


的 IOLP, 并 且 由 此 获得 基于 半 序 关系 Sir MSi 的 解 . 


maxZ(x) =Z( 24, 909 3°** Ep) = >X Ciz, 
i=] 


(9.6.13) 
s.t. xE X={x € R” |Ax =b,2 > 0) 
定理 9.6.5 


(Hu, Wang, 2006b) HO<4,<¢; <1, 则 为 了 确定 IOLP 
问题 (9. 6. 13) 关 于 半 序 关系 三 Lk/, ,的 解 , 只 需 找 出 下 列 双 目标 线性 规划 的 所 
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有 Pareto 最 优 解 . 


max >) Le; + to CC; —c;) Jz; 
二 1] 一 -一 


1 


úi (9.6.14) 
max >) Le; +t, Cc; —e;) lz; 
二 一 一 


s.t. zE X={rE R"|Az =b,2 > 0) 
定理 9.6.6 (Hu, Wang, 2006b) HO<t <4 <1, 则 为 了 确定 IOLP 问题 
(9.6. 13) 关 于 序 关 系 太 IR/i wu 的 解 , 只 需求 解 下 列 单 目 标 参数 线性 规划 问题 . 


max > Le; +t; —c;) lz; 
2, “t -人 (9.6.15) 


s.t. XE X={zx € RIAr =b,x [0357 € (Ct,,¢,) 
证 明 KO Se <t, <1. 我 们 知道 ,为 了 确定 问题 (9. 6. 14) 的 所 有 Pareto 
最 优 解 ,只 需 找 出 下 列 单 自 标 参数 线性 规划 问题 的 所 有 最 优 解 . 


i=] i>] 
S.t. £ €E X >A €E (0,1) 
X VAstosts E R, 下列 等 式 成 立 . 


A D [ci 二 to(c =c Jz, +AA) Dy Letale c) Jz, 
i=l = i=] 7 


= SMe + Ct, —ACt, — to) IC; —e;) Jax; 
i=] 
由 于 X 取 (0, DAMA 4AM t=, -AG, —t)) 取 (io ,ti1) 内 所 有 值 ,从 而 
定理 成 立 . oO 
例 9.6.3 (Hu,Wang,2006b) 考 虑 下 面 的 问题 
max Z(z) 一 [一 20,50jzl +[0,10]z, 《9.6. 16) 
10z, + 60x, < 1080 
10x, + 20x, < 400 
10z, + 10x, < 240 
s.t. cE X= 
302, + 10x, < 420 
40x, +102, < 520 


Tı 9X2 之 0 


402 —— RE 


利用 问题 (9.6. 15) 得 
max (— 20+ 70t)x2, HlO. zrs rE X 


Mee (0,1) 解 上 面 的 问题 获得 (以 下 关于 上 的 近似 计算 保留 两 位 小 数 ): 


X tE (0,0, 29] 时 x' =(0,18) 
当 上 一 0.3 时 2 一 (6,17) 
“41 € [0.3,0.33] 时 x? =(8,16) 
“44 € (0. 33,0.5) 时 x =(9,15) 
%1=0.5 时 xt =(9,15), zë =(10,12) 
Mt E (0.5,0. 66] 时 x” =(10,12) 
“42 € (0. 66,1) 时 xê =(13,0). 


由 此 得 到 SCS pp) = (a! ,x ,zzz sx’), S(<1,)={a2) ,x ,XI ,2') 和 
SCS /o51) = (2? oz?) 等 . 
并 且 对 应 的 目标 值 分 别 为 
Z(z'!) =[0,180] =< 90,90 > 
Z(x*?) =[— 120,470] =< 175,295 > 
Z(x*) =[— 160,560] =< 200,360 > a 
Z(x*) =[— 180,600] =< 210,390 > 
Z(xr°) =[— 200,620] =< 210,410 > 
= Z¢x®) =[-— 260,650] =< 195,455 >. 
m 9.6.4 (Hu, Wang, 2006b) 41 F ig [al g 
max ZCx) =[15,17 Ja, + [15,20 Ja, + (10,30 lz, 
4.62, 十 7.6z +3. 6z; < 21 
5.82, +3.62, +7. 82; < 31 
7.52, +6. 52x + 6. 8x3 < 41 
x, > 0, ¿=1,2,3. 
与 例 9.6. 3 同 理 , 利 用 定理 9.6.6 得 到 SKi) =S(X_,,,) =A, ). 其 中 
xz? =(0, 1.13, 3.45), z? =(3. 48, 0, 1.39), zc 一 (4.57，0，0) 
FH OB reat BIA 
Z(x*) =[51. 4,126.2] =< 88.8,37.4 > 
Z(z’) =[66. 1,100.8] =< 83.5,17.4 > 
Z(x°) =[(68.5,77.6] =< 73.1,4.6 >. L] 


s.t. rE X= 


$9.7 4 Fuzzy 系数 的 线性 规划 


具有 Fuzzy 系数 的 线性 规划 模型 称 为 可 能 性 线性 规划 模型 , Fuzzy 系数 可 
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以 出 现在 约束 条 件 的 系数 中 , 也 可 以 出 现在 目标 函数 的 系数 中 . 

9.7.1 约束 条 件 系数 为 Fuzzy 数 的 Fuzzy 线性 规划 

约束 条 件 系 数 为 Fuzzy 数 的 Fuzzy 线性 规划 问题 的 数学 模型 为 


zy =Œ] L Fciz Lot tte 十 Clan 


z2 =C] L1 Feza Lat e +€7,2 p 
max 4 r (9.7.1) 


zy =p L1 Fe tg H t 十 can 


Ne Ne Ne 了 
allZl 十 Ayn tg F t Fanta Sy 
< 


Lani Pt 
dzz} + azz? 十 … +4,2,, 


d m1 T] + Ging X2 十 +4 min T n Sbm 


Ly, 9 省 2 9 ”9 之 0 


sh, ai; ‚b; < R, i =l,2, 7 一 1 2, yn, R 为 R 上 的 Fuzzy 数 集 ,参见 
§ 2.6. 


-4p + Pu ~ ld f 
Aw C= Cou) xn? A =i) mxn? z=(zy 929 pitty) 9 x= (xy 9X49 rt En) ’ 


b= (6,5,… 6)’, 则 式 (9.7.1) 可 以 简 记 为 
{is <6 (9.7.2) 
S.t. 
x= 


设 ai; =(a;; saij Qi JIR € Rir ? b; = (6, sb; 10) rR < R > 则 由 LR 型 Fuzzy 
数 的 运算 (参见 8$2.6), 并 注意 到 zj 宇 0,j 一 1,2,…,n, 于 是 DG, 也 是 LR 型 
j=l 
Fuzzy WM, HA 


a, GT} = (Xas 7; D3 Ci 之 Das x;) 


j=l 


下 面 考 虑 LR 型 Fuzzy 数 的 序 关系 


i A = (aap) B= (2,Y,0) € Riz 3 则 定义 
A <7BSa Sba ZYP 


显然 三 + ER, 上 的 偏 序 关系 . 如 果 考 虑 序 关 系 < 式 (9.7.1) 的 约束 条 件 可 
以 表示 为 :等 价 的 三 个 式 子 


Zarz; < b. ; >) it) Sh Dae 


和 
>l 
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这 样 , 约束 条 件 系 数 为 LR 型 Fuzzy 数 的 Fuzzy 线性 规划 问题 (9.7.1)， 可 以 转 
化 为 下 述 有 3m 个 约束 条 件 的 多 目标 普通 线性 规划 问题 


n 


maxz = We, 
Day Kb 
j=l 
Dy au >h; 
st. 4/2) 
n 一 一 
ay Sb 


zl > 0,ry SOs x, SO 

式 中 ， 炎 一 1 2 一 2 

例 9.7.1 货物 甲 每 包 重 “6 公斤 可 能 多 一 点 ”( 用 6 二 (6,0,1)1g 表示 )， 价 
值 20 元 ;货物 乙 每 包 重 “大 约 2 公斤 ”( 用 2 二 (2,1,1)1g 表示 ) ,价值 10 元 . BEA 
外 出 希望 一 次 最 多 拿 “21 公斤 左右 "(用 21 二 (21,1,5);R )， 并 且 希 望 拿 的 货物 
总 价值 最 大 . 

设 此 人 拿 货物 甲 n 包 , 货物 乙 2, 包 . 则 问题 归结 为 解 如 下 约束 有 Fuzzy 
系数 的 线性 规划 问题 


maxz = 20x; + lOr, 


S. t. 62, 十 27, < 21, T] == 0, T3 之 0 
可 以 演变 为 解 普 通 线性 规划 问题 
maxz = 2027, + 102, 

62x; + 22%. S 21 

Ty => l 

Dy + Xo < 5 

X11 之 0;T2 之 0 
最 佳 点 为 z? =, zx? 一 二 ,最 优 值 =P 一 77.5. 

如 果 允 许 将 货物 包 拆 开 , 则 此 人 可 以 携带 货物 甲 2 = 包 , 货物 乙 2 十 包 ， 

总 价值 达 77. 5 元 . 如 果 货 物 必 须 拿 整 包 , 则 需 限 制 xi， zs 取 整 数 , 亦 即 用 整数 
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规划 方法 求解 . 结果 应 携带 货物 甲 2 包 , 货物 乙 3 包 ( 或 货物 甲 3 RZ 1 

包 )， 总 价值 70 T. [ 
9.7.2 目标 函数 系数 为 Fuzzy 数 的 Fuzzy 线性 规划 


这 类 规划 问题 可 以 写成 下 面 的 一 般 形式 


maxz (r) = Za, ,To ,XA,) = CiT] 
howe 之 (9.7.3) 


s.t z €& X CR’ 
其 中 X Bx 的 可 行 域 ,系数 EC R (i 一 1,2,…,n). 问题 (9.7.1) 被 简称 为 


Fuzzy 目标 线性 规划 (linear programming with fuzzy objective function) 或 
FOLP. 


我 们 还 可 以 讨论 更 一 般 的 一 类 目标 函数 中 含 Fuzzy 系数 的 非 线 性 规划 
问题 . 


max (r) 一 CTZ1 并) = Sef (2 
i=] (9.7.4) 


s.t rE XCR” 
其 中 f (2) (i 二 1,2,…,m) 是 R 上 已 知 的 nn 元 非 负 函数 . 问题 (9.7. 2) 被 简称 为 
Fuzzy 目标 非 线 性 规划 或 FONLP. 显然 问题 (9.7. 3) 是 问题 (9. 7.4) 的 特例 . 
本 节 只 讨论 问题 (9. 7. 4) 的 代表 性 方法 . 


假定 Č; = (ci sai opi) IR 和 Riz (i=1,2,=-,m ), BD LR 型 | Fuzzy A, ERA 


MES 2) 也 是 LR 型 Fuzzy 数 , 并 且 

i=] 
Def KE) =O fis Daif 7), BSD), 
t=] i=] i=] i=] 


maxZ (z) = max ONA AEE Saf i(z); Dy Bf fe) 2 
IEX XEX f=] i=l i=] 


按 序 关 系 <r, 问题 (9.7.4) 可 以 转换 为 具有 3 个 目标 函数 的 经 典 线性 规 
Ri. 


maxZ = Desf i (7) 
i=] 


Z=) Bf: (2) 


i=] 
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minZ = ja; f; (T) 
i=] 


s.t. cE XCR” (9.7.5) 
然后 利用 经 典 多 目标 线性 规划 的 方法 求解 . 
ix FB GE SC HE PEE cg <a Sy PCO EPR EY , 故 问 题 (9.7.5) 
是 问题 (9.7.4) 的 不 良 转换 结果 . 下 面 改 进 其 序 关 系 . 
B A= lasa Dir B= ie © Rir MEX 
A <,Bea<b, a-a<b—y, atp<bt+s 


BR <, HE Rip 上 的 偏 序 关系 ,并 且 A< BOA <B. 
于 是 按 该 偏 序 关系 问题 (9. 7. 2) 可 以 转换 为 


max2- = ` Cc, — ai) fiC) 
i=] 


Z 一 C; ( ) 
和 2 人 (9.7. 6) 


ZR = Sie, tBOSi KZ 
i= 1 


s.t. xE XCR” 


然后 利用 经 典 多 目标 线性 规划 的 方法 求解 . 
例 9.7.2 (〈 张 曾 科 ，1997) 考虑 下 面 的 Fuzzy 目标 线性 规划 问题 


maxZ = 202, +102, 
s.t. 62, 十 27zy < 21 (9.7.7) 


Titz 之 4 


其 中 20 = (20,3,4) p> 10 = (10,2,l 7, 在 本 例 中 LC) = R(x) = maxio, 
1—|a]}. 
根据 式 (9.7.5), 原 问题 可 以 被 转换 为 以 下 非 模 糊 的 多 目标 线性 规划 问题 . 
maxZ 一 2071 十 107， 
ming 一 37Z1 + 2z 
maxZ 一 4zl 十 工 (9.7.8) 
s.t. 624, +222 S 21 


之 1] T3 => 0 
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采用 多 日 标 线 性 规划 方法 得 
xr = (0. 488,9.035), Zr = (100,.11,19.534,10.987)1r 
= (80. 576,100, 11,111. 097). 
现 根 据 式 (9.7.6) ,将 原 问 题 转换 为 下 面 的 非 模糊 的 多 目标 线性 规划 问题 
maxZ -一 17zl + 8z, 
Z 一 20z1 +102, 
Z* 一 24zl + 11x, (9.7.9) 
s.t. 624, +24, < 21 
Xi s£ 之 0 
采用 多 目标 线性 规划 技术 可 以 获得 其 最 优 解 为 
Xr =(0,10.5), Zr =(€105,21,10. 5) pp 一 《484，105，115.5，. 
Fuzzy 目标 值 Z+ ,Zr 的 大 小 比较 如 图 9. 7. 1 所 示 . 


O 81 84 100 105 111116 x 
图 9.7.1 最 优 解 的 比较 


图 9.7. 1 清楚 表明 , Zi <i, I Zi <<. 26,27 AZl CER Zi 与 ZY 
没有 序 关系 S) , 故 模型 (9.7.5) 在 例 9.7.2 中 未 能 产生 原 问 题 的 有 效 解 , 这 显 
然 是 不 能 令 人 满意 的 . (| 


9 9.8 Fuzzy 动态 规划 


有 些 问题 的 决策 过 程 可 以 分 为 几 个 彼此 关联 的 阶段 ,每 个 阶段 都 有 才干 方 
案 可 供 选 择 ,决策 者 的 任务 是 在 每 个 阶段 选择 一 个 合适 的 方案 ,使 整个 决策 过 程 
取得 最 好 的 结果 ,这 样 的 决策 过 程 称 为 动态 规划 . 下 面 主 要 讨论 在 上 述 决 策 过 
程 中 决策 者 在 各 个 阶段 选取 方案 时 受到 Fuzzy 约束 的 情形 , 即 Fuzzy 动态 规划 
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(fuzzy dynamic programming). 假设 : 
(1) 在 整个 决策 过 程 中 ,系统 可 以 处 于 /种 不 同 的 状态 , 即 有 状态 集 
E = {ej :e25°**,e} (9.8.1) 

《2) 在 整个 决策 过 程 中 ,系统 需要 接受 外 界 输入 ( 受 控 ), 以 改变 现 有 状态 , 达 

到 预定 的 目标 ,从 而 有 输入 集 
U = {uj 9g tt Umm} (9. 8. 2) 

(3) 整 个 决策 过 程 在 LOT 时 间 内 完成 ,现在 其 中 插入 7n 一 1 个 时 刻 
0 一 上 Lh 过 下 之 1 过 t= 二 TT 将 [0, 本 分 为 nn 个 时 段 Qst (一 1, 2，…， 
n). 并 设 在 第 上 时 段 Cy te], 系统 输入 ulti) E U. 

(4) 设 系统 在 & 一 1 时 段 (tj RFRA el), ER k IE 
(ty-1 ty] 内 接受 输入 ua), ME k 时段 末 系统 所 处 的 状态 el(ti) AE elt) 
Al u(t,) AK, HP 

elt) = flelt sult) ), k =1,2, eon (9.8.3) 
并 假设 这 样 的 状态 转移 还 与 系统 处 于 的 时 段 无 关 , 而 仅 受 一 个 转移 矩阵 Su) 
的 支配 , 旦 


Su Sie Sim 
Sa S S， 

SC 一 | A (9. 8. 4) 
Sa on Sin 


其 中 S; EE, HS; 的 意义 是 , 若 系统 现 处 状态 el CE, 现 输入 wu; EU, 则 系统 
将 转移 至 S;， 即 
Si = fle; suj) (i=1,2,.°% ;I =1,2,.,m) (9. 8.5) 
以 下 假设 系统 的 初始 状态 为 elt), 要 求 达到 的 目的 ( 即 系统 在 i =T RATZI 
所 处 的 状态 ) 是 已 上 的 Fuzzy Æ B, € F(E). 又 设 在 时 段 ioctl, 系统 采用 
输入 u 时 受到 口上 的 Fuzzy ARC, E€ F U). 采用 数学 方法 将 Fuzzy HAM 
划 陈 述 如 下 : 
给 定 elo), 记 
U* =({uju = u(t) ult,) ,ué,) ,eCt,))} (9, 8. 6) 
满足 
e(t,) = fleltg) ulti)), elta) = fCelt, ) ,uCt,)), ts eCt,) = fCeU,_1) uC, )) 
&DEFCU" ) AG u=(ult) ult), ult, )selt,)), D 
Dw) =C} u(t) A Cz Culta)) A + A Cp ult,)) A B, (elt,)) 
寻找 zx”E U*, 使 得 
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Diu" )= V Du) (9, 8.7) 
ueU- 


的 问题 称 为 Fuzzy 动态 规划 ,并 称 u* = u" Uou” (tg) oe ue" Ua)se* (1,)) 
为 该 Fuzzy 动态 规划 问题 的 最 优 解 . 
下 面 给 出 求 Fuzzy 动态 规划 问题 最 优 解 的 一 种 算法 . 
bh TRASSEM S(u), B, € 8 乡 (E) 和 Fuzzy 约束 Ci E FU). 分 别 对 有 = 二 nn， 
n— l,l, 对 每 个 e; € E, 解 优化 问题 
max C,(u;) A Bi(f le;,u;)) 
s.t. uy EU 
Wue U BAB, ICAA u X uli), Rid 
B,-) Cei) =Cy Cu )) A B, Cf Cesu Q)) = pi 
可 得 表 9. 8. 1， 


(9.8.8) 


现 给 定 初始 状态 elo) =e; ， 计 算出 在 第 一 时 段 末 达到 Fuzzy 目标 Bi 的 最 


e(t,) = fle; „uj (ig)) 
Mi elt1 ) 二 e;， 同 理 得 到 
eltz) = fle, suz (i1)) Ae, 
继续 以 上 步 又 直至 上 一 ne() = fle; sty liga)? Be; 
据 此 , 即 可 得 xu” EU*, 生 
u” = (u) Cig) uo (I) Un (in ) set, Dd. 
例 9.8.1 设 有 某 系统 , 共 可 处 于 4 种 状态 和 5 种 输入 形式 , 即 


E = (el,e, 9€3 1€4}> U = (uy ,us s U3 sy ,Us } 


共有 4 个 时 段 ,各 时 段 输 入 所 受 Fuzzy 约束 如 表 9. 8. 2 Arm. 


模糊 理论 基础 


PC; 行列 交叉 处 的 数字 表示 C Cuj), ARAZA HE B, E€ F (ED). 


B 224054084 1 
€i €z €3 C4 
状态 转移 矩阵 为 
ĉe? EC3 El 6E4 ĉl 
ĉj €3 Ep €] 
Stu) = 

e€] €2 €3 €4 €3 
E3 €p 3 | €] 

由 上 面 所 给 的 算法 可 得 


5 
Bs (el) 一 V， CC, Cu; ) A B, (f Ce su;))) 


= (0.5 A Bi(e))V C1 A Byle3)) V 0.4 人 BCel)) V 
(0.3 A Biles)) V (0.1 A Bt(e1)) 
一 (0.5 A 0.5) V (1 A 0.8) V (0.4A 0.2)YV 
(0.3 A D V @.1 A 0.2) 
= 0. 8 =C; Cuz) A ByC fle; »u2)) 
BN B; Ce) =0. 8, HAR 3 时 段 末 系统 处 于 状态 el 时 ,第 4 时 段 内 应 输入 us. 类 
WHE, B, Ces) =1, B, C(e) =B; Ce) =0.5 及 当 第 3 时 段 末 系统 处 于 状态 es ,es ， 
es 时 ,对 应 地 在 第 4 时 段 内 应 取 输 入 xz xz 及 wi ep. 如 此 继续 下 去 ,全 部 结果 
WAR 9. 8. 3. 
MRE elo). PMS el) 一 eg， 则 由 表 9.8.3 查 出 第 1 时段 应 取 输 入 us; 
由 SClu) 45 ei) = f(es,us) =e, 由 表 9. 8.3 BW ws,(3) =u; 由 SC) 得 
e(t,) = flez;,u,) =e,, AR 9.8.3 Ai u3(2) 一 wy; HSC) 得 elt) = flez, 
u,) =e.) A u, (2) Suz; 最 后 由 Sud) 得 ea =f Cez suz) =e. 从 而 获得 ww E 
U ,县 
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表 9.8.3 


u = (us sug sy stg s€, ) 
是 最 优 解 D@w=l1AILAITAILAI=1 
最 优 转 移 过 程 是 


us ug uy uz 
€3 —_* €3 Ye — > e2 ea 


ER eto) =e, 得 最 优 解 为 
u 一 (xy Ug 9 Ug ed) 
Diu) =0.6A1LAILAILA1=0.6 
最 优 转 移 过 程 是 


u, tz Uy ta 
e 一 一 e, 一 ~ e, —> E, 一 ~ E. [| 


$9.9 Fuzzy 关系 不 等 式 约 束 下 的 格 化 线性 规划 


根据 $?7.5 中 有 关 Fuzzy 关系 不 等 式 方程 的 结果 ,我 们 可 以 考虑 在 某 种 限 
制 下 的 格 化 线性 规划 问题 (Wang,Zhang,Sanchez,1991). 本 节 所 用 的 概念 与 符 
号 参见 》7. 5. 
定义 9.9.1 R=) € [0,1], C = (ey scar Cn) 5X = (a), 
Zoey Z,a) E (0,1), S=6s5,),T=C;) € [0,1], m 
max f=Ce X 
st. SAR- XST 
称 为 在 Fuzzy 关系 不 等 式 约束 下 的 格 化 线性 规则 (latticized linear programming 
with fuzzy relation inequalities constrains). 也 可 以 考虑 相反 的 情况 


(9.9.1) 
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min (=C:X 
s.t SAR: XT 
定理 9.9.1 Fuzzy 关系 不 等 式 约束 下 的 格 化 线性 规划 (9. 9. 1) 的 解 就 是 
Fuzzy 关系 方程 S 过 R。X 之 本 的 最 大 解 X 二 RiaS = (5, ,ZZ Z,)’. 
证 明 只 需 注 意 XK YC X<KCeY. [ 
S 莹 R。X 达 TT 的 特征 矩阵 仍 用 D = (dj) nx 表示 ,并 且 
dj =r, > s; SX Vi€ (1,2. .m) oj © (1,2,,n). 
于 是 可 以 得 到 品 的 QQ 路径 集 QD 与 保守 路 径 集 QD), Va= QO), 
q(2),…,qlm)) E QCD), HE S< Re XST UBM X, 一 (x1? ,x oe, 


(9.9.2) 


1? yY, Hx? = V, isida = 1}, j= 1,2,…,n. 于 是 很 容易 得 到 以 下 定理 . 


定理 9.9.2 min f=A {(f(X,) lq E Q.(D)}, Fuzzy 关系 方程 S 达 R。X 
委 了 中 对 应 目标 最 小 值 的 极 小 解 X。 就 是 Fuzzy 关系 不 等 式 约束 下 的 线性 规划 
(9. 9. 2) 的 解 . 

是 否 可 能 有 非 极 小 解 是 (9. 9.2) 的 解 呢 ?下 面 的 讨论 回答 了 这 个 问题 . 

对 于 形 如 (9. 9.2) 的 线性 规划 问题 ,不 失 一 般 性 ,可 以 假设 

Cl SRC SR 

BRAG =s; A cj, i=1,2,,m; j=1,2, sn. 

引 理 9.9.1 a HD 的 一 条 路 径 , 记 

f(gq)=f(X,)=C C+ X; 


则 fq =V CV (5, A glg =j). 
V 


证 明 f(q) =V, Cc, A 2) =V Cc, A OV {silg (2) =j) 
=y (V {s; A clo =7)). [ 
51 9.9.2 Yp EQD), K 
CVoOCpG) SaS < f) 

根据 上 述 两 个 引 理 立即 得 到 下 面 的 定理 . 
定理 9.9.3 BE QOD) 中 的 一 条 路 径 g，, 今 

q@) =min(jld; =1} 

则 解 X。 就 是 线性 规划 问题 (9. 9. 2) 的 解 . 
例 9.9.1 考虑 在 Fuzzy 关系 不 等 式 约束 下 的 线性 规划 问题 
max f =C eo X =(0.1 人 Tı) V (0.4 人 Xo) V 《0. 6 人 X3) V (0.8 A Xa) 


S. t. 
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0.9 0.8 09 0 1 0.9 
0.7 1 0.7 0.9 0.5 0.8 
osl 10.5 0.6 0.6 0.7/°] I< |o.7 
0.3 0.3 0.2 0.2 0.3) | 0.3 
0. 2 0.3 0.4 0.1 0 T4 0.4 

该 方程 的 最 大 解 为 

X =(0.8,1,0. 8,0. 9)’ 

则 目标 的 最 大 值 为 F(X) =E» X=0.8. 

#75 FE HER 


min f=Ce X=(0.1 A xı) V CO, 4 A Ta) V (0.6 A 2x3) V (0.8 A z4) 
特征 矩阵 为 


010 1 
1 1 1 0 
D=|0 1 1 1 
1001 
1 1 0 0 
这 时 由 例 7.5.2 得 6 条 保守 路 径 对 应 的 不 等 式 方程 的 极 小 解 为 
0.3 0 0.7 0 0,2 0 
0.9 0.9 0 0.7 0 0. 2 
X% Sja LÆS a p5] p 5o PASS jol? < Jo.7 
0 0.3 0.9 0.9 0.9 0.9 


则 对 应 目标 函数 的 值 分 别 为 0.4,0.4,0.8,0.8,0.8,0.8, 于 是 由 定理 9. 9. 3 知 
目标 的 最 小 值 为 0. 4. 


由 定理 9. 9. 3 得 到 的 路 径 g 一 (2,1,2,1,1) E QED) 不 是 保守 路 径 , 即 9 € 
Q.CD) , 对 应 的 拟 极 小 解 (0.7,0.9,0,0) 也 是 线性 规划 问题 (9. 9.2) 的 解 . OO 


最 优化 问题 一 直 是 模糊 理论 领域 应 用 最 为 广泛 的 内 容 之 一 . 自从 Bellman 
与 Zadeh(1970) 对 这 一 研究 做 出 了 开创 性 的 工作 以 来 ,国内 外 许多 学 者 在 相关 
的 理论 研究 及 应 用 中 取得 了 丰富 的 成 来 . 

这 一 领域 的 研究 主要 集中 在 一 般 意义 下 的 理论 研究 (Rao，Sundaraju，et 
al, 1992;Wang and Wang, 1997), Fuzzy 线性 规划 (Mahdavi-Amirtl，Nasseri， 
2007; Sakawa, Sawada et al., 1995; Sakawa, Kato, 1997; Soyster, 1979; 
Wang and Wang, 1997;Zimmermann, 1978), Hp Fuzzy 规划 (El-Hadykas- 
sem, 1998; Hulsurkar, Biswal, et al., 1997; Li and Lai, 2000; Wang and 
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Wang, 1997; £R R., 2002), Fuzzy 动态 规划 (Abo-Sinna，2004; Kacprzyk, 
Esogbue, 1996; Iwamoto, 2001), X [6] H tp 28 HE Hl XY (Chanas and Kuchta, 
1996a,b; Das, Goswami et al. , 1999; Hu and Wang, 2006a,b; Ishibuchi and 
Tanaka,1990; Oliveira, Antunes, 2007; Wu, 2009), Fuzzy 目标 线性 规划 
(Baky, 2009; Buckley, 1988, 1989; Chanas and Kuchta, 1996b; Jiménez, Bil- 
bao, 2009; Li, Lee, 1990; Liang, 2006; Luhandjula, 1986, 1987a,b; Maeda, 
2001; Maleki, Tata, et al., 2000; Ramik, Rimanek, 1985; Rommelfanger, 
Hanscheck et al. , 1989; Tanaka, Asai, 1984; Tanaka, Ishibuchi, et, al., 
1984) , Fuzzy 关系 方程 约束 的 优化 问题 (CFang，Li，1999; Guu, Wu, 2010; 
Lin, Wu, et al., 2009; Loetamonphong, Fang, 2001; Loetamonphong， 
Fang, et al., 2002; Lu, Fang, 2001; Wang, 1995; Wu, Guu, 2005; Wu, 
Guu, et al. , 2008) 以 及 Fuzzy 规划 理论 的 应 用 (Lee，Wen，1997; Nakahara, 
1998; Slowinski, 1986; Zimmermann，1978，2001) 等. 
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逻辑 学 是 研究 人 们 思维 形式 和 思维 规律 的 科学 . 数理 逻辑 是 数学 的 基础 学 
科 ,初始 时 只 是 用 数学 方法 去 研究 形式 逻辑 中 的 某 些 问题 ,20 世纪 以 来 发 展 为 
使 用 公理 方法 构造 出 命题 演算 和 谓词 演算 系统 ,并 在 开关 电路 设计 ,特别 是 电子 
计算 机 的 发 展 中 得 到 了 广泛 的 应 用 而 成 为 计算 机 科学 与 目 动 控制 理论 的 基础 . 
因为 数学 中 的 命题 都 只 有 “ 真 ”"“ 假 ”之 分 ,不 存在 任何 中 间 状 态 , 这 使 二 值 逻 辑 
理论 构成 经 典 数 学 的 支柱 . 由 于 思维 本 身 具 有 模糊 性 ,因此 在 研究 复杂 的 大 系 
统 ( 如 航天 系统 .生态 系统 .人 文系 统 .社会 经 济 系统 等 ) 的 过 程 中 ,有 必要 将 二 值 
逻辑 推广 为 多 值 逻 辑 .Fuzzy 逻辑 .本 章 首先 介绍 了 Fuzzy 变量 与 语言 变量 的 概 
念 , 然 后 讨论 了 Fuzzy 语言 的 算 子 与 文法 ,Fuzzy 命题 ,Fuzzy 逻辑 公式 及 其 化 
fl. 最 后 讨论 真 值 取 Fuzzy 值 的 语言 值 逻 辑 等 . 


S 10. 1 Fuzzy 变量 


定义 10.1.1 (Zadeh, 1973a) 一 个 Fuzzy 变量 (fuzzy variable) 由 一 个 三 

元 组 
CX ,U,RCX)) C10. 1.1) 

表示 . 其中: 

O X 是 变量 名 ; 

(2) U 是 论 域 ; 

(3) RCX) 是 口上 的 一 个 Fuzzy 集 , 也 可 以 记 为 [站 1, ROX) Cu) 表示 的 
由 X RAP Fuzzy 约束 . 

例 10.1.1 (Zadeh, 1973a) 考虑 Fuzzy 变量 X AWE” iM U=(0,0] 
FE R (预算 ) 定 义 如 下 (如 图 10.1.1 所 示 ) 


1000 十 oo u 一 1000 23-1 
R B= | utj i+ ( 200 ) | j 


R (预算 )(1100) =0. 80. E 
定义 10. 1.2 (Zadeh, 1973a) 设 © D CREED. € 分 别 是 U, U, EZEN D 的 
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ae 


O 1000 1100 7 
图 10.1.1 R (预算 ) 


Fuzzy 变量 , 则 X=(X; 入 是 U =U, xU, x ott xU, 的 一 个 nn 元 ( 复 


合 )Fuzzy 变量 (n-ary composite fuzzy variable), R(X) 会 R(X1 ,XX,,… X) 是 
U 上 的 nn 元 Fuzzy KR. 


例 10.1.2 (Zadeh, 1973a) WU, =U, —(—o,+0), X, A “水 平 接近 ”， 
Xs 会 “垂直 接近 ”, 并 且 


R(X) & | ah ah ve) 


U xu, 
如 R(2,1) == ~ 0.16. 7 
为 了 讨论 边缘 与 条 件 约束 ,我 们 先 引 入 记号 P. 


设 
Pp 全 (il sigst stg) 
是 指标 序列 (1 ,2,…,n) WATITI]. Won =8, p=(1,3,5,56). 
p 的 有 序 补 记 为 
Po 二 (1 72 jm) 
其 中 (1 7 = {1,2 500,23 \ {fi sis state J Lj Sts Sime On. t 
F p=(1,3,5,6), p =(254,7,8). 
如 果 n AE u = (uj suzu), Wicd 
Up) 会 (u; sort yu; ) 


A 
ugy Sl, suj tsu ) 
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定义 10.1.3 WRX, ,X2,°+,X,) 是 Ui XU, X XU, EM — Nn TA 
RIA ROX, X, XO 在 U; XU, X… XU, 上 的 投影 R(X; X os 

Xi ) 称 为 由 RX X20 X,) 导出 的 边缘 约束 (marginal restriction) ,其 中 
RCX ) (ug) =V ROX) Cu) (10.1. 2) 


Bl 10.1.3 对 于 例 10.1.2 中 定义 的 二 元 Fuzzy 变量 ,我 们 有 
R, 会 RCXI)，RR =R(X,) 


d Ry a) =V Q +h Hup = ah 


R, =R}. [ 
定义 10.1.4 R(X X20 X,) BU, XU;,X…XU, 上 的 一 个 n 元 约 
R ,那么 
ROX; Xj sy Xj lui su; ers) RRX go | uy) 
PRAY RCX X2 X,) 在 Up LINE ZI RR (conditional restriction), Eth 
K(X; Xj peer XS Ju; su; verry; ) Cuj L tsu ) 
= ROX, Xo 570 X,) (uy tg u,n) (10.1.3) 
或 及 (Xeo [up Cuc) = ROX) Cu). (10. 1. 4) 
例 10.1.4 BU, =U, =U; ={0,1,2}, R(X, ,X,,X,) 是 一 个 U xU, X 
U, 上 的 三 元 Fuzzy 关系 ,并 且 


0.8 0.6 0.2 0) 1 
KA AXX O= 0,0,0 + 0,1) + W110) + 0d) + 
0.7 0.4 0.9 0.4 0.8 


(1,1,0) + (0,1,1) + (1,2,0) t (2,1,1) + (1,1,2) 


0.8 , 02 , 07 , 0.9 
jil -一 = * 一 一 一 ; ; 
则 ROM Xe bus =O = 000 + ay + Gy + ei 


R(X, X; | ug =1)= 8 4 0. 4 + 0. 4 


(0,0) (0,1) (2,1) 
5, l 0.8 
ROM Xe [us = 2) = + (1,1) 
R(X, | uz = Osu, =0) = 88 
R(X, | uy =1yuy = 1) — * 4 2t C] 


由 定义 10.1.3 与 定义 10. 1.4 直接 可 得 以 下 定理 : 
定理 10. 1. 1 设 R(X) 是 由 R(X, Xatt Xn) 导出 的 一 边缘 约束 ， 
ROX 5 | ucp ) 是 R(X, Xasta Xn) 在 UC») 上 的 条 件 约束 , 则 
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ROX op) =L ROX | ep) (10.1.5) 
Hp 


定义 10.1.5 一 个 nn 元 约束 RCX) Xe X,) 是 可 分 的 (separable) ,如 采 
ROX, X250 X D =RCX,) XxX R(X,) Ko K KCOX,) (10.1. 6) 


即 ROX, Xo yey X,) (uy suzu, ) =A RCX;) u) 
i=l 


V (uj, sug, sun) E U XU, X XU, (10.1.7) 
例 10.1.5 下 面 的 一 个 二 元 约束 的 Fuzzy 关系 矩阵 可 以 表示 成 两 个 下 uzzy 
向 量 的 复合 ,这 说 明 该 二 元 约束 是 可 分 的 . 
0.3 0.8 0.8 0.1 0.8 
0.3 08 1 0.1 
0.2 0.2 0.2 0.1 0.2 
0.3 0.6 0.6 0.1 0.6 
由 定义 直接 得 到 下 面 的 结论 . 
定理 10.1.2 WẸ R(X X200 Xa) 是 可 分 的 , 则 由 其 导出 的 任何 边缘 
约束 也 是 可 分 的 . 
定理 10.1.3 可 分 约束 R(X1) X R(X,) X- X R(X,) 是 具有 边缘 约束 
R(X), R(X) ,R(X,) MRA. 
定义 10. 1.6 如 果 RX X20 X) 是 可 分 的 , 则 称 Fuzzy 变量 Xi, 
Xs, X, 是 非 交 互 的 (noninteractive). 


$10.2 语言 变量 


Fuzzy 逻辑 与 近似 推理 的 基本 工具 之 一 是 语言 变量 的 概念 ,这 一 概念 被 
Zadeh 称 为 高 阶 变量 (variable of higher order) 而 不 是 Fuzzy 变量 . 

定义 10.2.1 (Zadeh, 1973a) 一 个 语言 变量 (linguistic variabje) 由 一 个 五 
元 组 

(x,U,WCr).G,M) (10.2.1) 
表示 . 其 中 : 

(1) r 是 变量 名 ; 

(2)U 为 论 域 ; 

(3) Wer) AAWE r URERA, BU Eo 的 Fuzzy 集 名 称 的 词 或 
术语 的 集合 ,X © Wr) 也 称 为 工 的 语言 值 (linguistic value), X 是 一 个 Fuzzy 
变量 ; 

(4) G 是 一 个 语法 规则 (syntactic rule) ,用 于 产生 x 的 语言 
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(5) M 是 一 个 语义 规则 (semantic rule) 


M:W > F (X), XM(X) [xX] (10. 2. 2) 
fil 10.2.1 (Zadeh, 1973a) 考虑 语言 变量 z AER”, U =[0,100]. 
Wx) = 二 {很 老 , 老 ,不 太 老 ,比较 年 轻 , 相 当年 轻 , 很 年 轻 , 年 少 ,…) 

X € W(x), BBA MCX) HU 上 的 一 个 Fuzzy 集 , 如 
M (#) =£] 
其 中 
0, u € [0,50] 


(1 十 (2) \ , u € (50,100. 


例 10.2.2 (Baldwin, 1979) 考虑 语言 变量 z 为 “ 真 值 ”, U =[0,1] 
Wx) 一 ( 真 , 不 真 , 很 真 , 不 很 真 ， wre ys 假 , 不 假 ,很 假 ， wets 不 很 真 也 不 很 假 ， “~” } 
Baldwin(1979) 定 义 的 一 些 语言 值 如 图 10. 2. 1 所 示 . 


LÆ] u) | 


其 中 [RE] GO = [A] D), u e [0,1] 
[ 略 真 ] (z) = CA] Go)? , u € [0,1] 


past] oo = 人 “ 
lo, O<u<l 
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等 等 .Zadeh(1973a) 建 议 “ 真 ”的 隶属 函数 为 
0 ， Olu<a 
MU 一 CN l+a 
LA] (u) = 2 (353) i aus 2 
/uly lta 
1 2 (7) ， we <u 


RR u= E 称 为 交叉 点 ,a E [0,1] 是 一 个 参数 ,a 表示 了 关于 的 最 小 值 的 


主观 判断 .“ 假 ”的 隶属 函数 为 


Lik] (x) =(AJ]d-w,0<u<l 
图 10.2.2 RETR AR”. 


0.5 


-a l-a a l+a l u 
2 2 


图 10. 2 2 “FH” Aa 


Gil 10.2.3 考虑 语言 变量 x 为 “数目 ”, 论 域 = {1,2,…,10) 
W(z) 王 {少许 , 几 个 ,许多 ) 
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类 似 地 可 以 定义 复合 语言 变量 . 
定义 10.2.2 如 果 一 个 语言 变量 (zx,U,W(z),G,M) 中 ,变量 名 为 过 一 
(x) tae Xa) 并 且 论 域 为 U 一 Ul XU, X…XU， 则 称 其 为 一 个 二 元 (复合 ) 
语言 变量 (n-ary composite linguistic variable), MCX) (X EW) ÆU EAn 
元 Fuzzy KK. 
例 10.2.4 考虑 复合 语言 变量 (z,y)， 论 域 为 
Ux V=(1,2,3,4} X {1,2,3,4} 
W 二 (近似 相等 ,或 多 或 少 相 等 ) 
] 0.6 0.4 0.2 
ee 10.6 1 0.6 0.4 
Lait BABS J = 0.4 0.6 ] 0. 6 
0.2 0.4 0.6 l 
l 0.8 0.6 0.4 
[或 多 或 少 相等 ] 一 0.8 l 0.8 0.6 7 
0.6 0.8 ] 0.8 
0.4 0.6 0.8 l 


$10.3 Fuzzy 词 与 Fuzzy 算 子 


10.3.1 语义 


1. 单词 

单词 是 表达 概念 的 最 小 单位 . MK HA OBA KLAR 
等 . 设 某 些 单词 的 集合 为 W,， X 表示 论 域 . 作为 语言 ,总 是 用 一 定 的 字 ( 单 词 ) 去 
代表 一 定 的 义 , 这 种 对 应 关系 称 为 语义 . 于 是 语义 建立 了 三 与 X 的 联系 ,这 个 
联系 可 以 用 W 到 X 的 映射 M 表示 

M:W — F(X), aWM (a) = [a] (10.3.1) 

这 实际 上 是 把 每 个 单词 与 其 外 延 对 应 起 来 . [ * j 是 单词 “ * ”的 外 延 . 

例 10.3.1 设 年 龄 论 域 X=L1,100], 词 集合 为 W 三 (青年 ,中 年 ,老年 }， 
那么 W 中 单词 的 词义 给 出 如 下 

l, x25 


[青年 ](z) fe 4 (=) | x > 25 
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0, IS r35 


0, z< 50 
(x)= — —25-1 
- 老 于 fice l , z>50 L 
例 10. 3.2 设 X 一 N， 则 “ 几 个 ”的 词义 为 
人 1 一 0.:4，0.8 1 ,0.8 | 0.4 , 0.2 
JUS] 3 0g tate ta ty a 


2. 词组 
PA R” (U) EL” CO) ) 联 结 起 来 ,或 者 在 单词 前 面 加 “ 非 >(* ) , 恋 
成 词 . 
例如 
[和 白马] 二 [ 蕊 且 白 ]==[ 马 ] N [A] 
[ 亚 非 拉 ]=[ 亚 或 非 或 拉 ]=[ 亚 ] U [ 非 ] U [ 拉 ] 
[ 非 金属 ]=[ 金 属 ] 


10.3.2 Fuzzy 语言 算 子 


1. 语气 算 子 
目 然 语 言 中 ,有 些 词 如 “很 ">“ 稍 许 "“ 极 ”“ 略 >“ 非 常 >"“ 比 较 ”" “特别 ”等 ， 
把 这 些 词缀 在 一 个 单词 前 面 (如 “很 老 >“ 比 较 老 >“ 极 老 ” 等 ) 便 调整 了 该 词 词义 
的 肯定 程度 ,把 原来 的 单词 变 为 一 个 新 词 . 因此 , 上面 那些 词 可 以 分 别 看 做 一 种 
算 子 , 称 为 语气 算 子 .严格 定义 如 下 : 
定义 10.3.1 eX HIM MA CR, 定义 映射 
HY .¥(X) > F(X) 
AWH™” (A), HPA Cz) A (Alr) (10. 3. 2) 
称 HY 为 语气 算 子 (mood operator); 4A > 1R}, H? RAKE PILE TGQ 一 
lit, HY 称 为 弱化 算 子 . 
下 面 是 一 些 常 用 的 语气 算 子 : 
[R]= H?, [ 极 ]= AY, [相当 ]= HOD, [比较 ]= HOD, 
[有 点 ] 王 HS? (=m), [HRE A= H 人 .25 | 
例 10.3.3 设 O=[ 老 人 ], 其 隶属 函数 为 
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0, 0 < 一 工 雪 50 
四 二 50\ 72) 7 
Olz) = (1+ (| | ， 50 < z< 100 
l, x 人 > 100 
则 [很 老 的 人 j= 二 很 (< 老人) 二 HP? (O), 同 理 ,[ 极 老 的 人 ]= HY (0). LAR 


老 的 人 Jj 二 互 "”…(O),[ 稍 微 有 点 老 的 人 ]= Ho"? (O), 且 


、 一 2 、 一 2 
H? (O) Cx) = (i+ (=) ， 50<2x< 100 
l, x `> 100 
— 一 2 、 一 4 
H® CO) Cx) = (1+ (7579) ) ， 50<2<100 
1 ， TT>100 
一 2 、 一 0.5 
H-5 (0) lz) = (1+ (57) ) > 50< z< 100 
l, x => 100 
0, O< x90 
05 | r—50\ 2 0-25 
H°-?9 (0) (zr) = (1 + ( 了 ) ) ， 50 < xz < 100. 口 
l, x => 100 


语气 算 子 具有 下 列 性 质 : 
定理 10.3.1 BABE F(X), àu E R, NM: 
(1) H (HY (A)) = H® (H™ (A)) =H (A); 
(2) CH (A)), =A ^, (H™ (A)); =A 7, à > 0,a € [0,1]; 
(3) H® (A U B) =H (A) U H® (B), 
H(A a B) =H (A) N H” (B); 
(4) HY (A) SAH (A), a € 0,1]; 
(5) A T B>H” (A) C HY (B). 
证 明 (2) x E (A*) S (A?) (2) S aS (Alt) Y S aS Al(z) E a^ 
(4) H® laA) Cr) =(a A Al) Ss A (ACr))* SAH” (A). C 
注 :(1) 语气 算 子 只 对 模糊 概念 起 作用 ,对 确切 (清晰 ) 概 念 是 不 起 作用 的 . 
EXE, VAE P(X), RAA) E (0,13, KH VTE X 
H (A) (xz) = (Alx)? =A(x) (10. 3.3) 
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(2) 由 定理 10.3. 1CO HY CAA IAB X EW Fuzzy 线性 变换 ( 见 定义 
6.2.1), 

2. Fuzzy 化 算 子 

诸如 大概”"“ 好 像 ” “近似 于 ”等 词 也 是 一 个 算 子 ,和 若 把 它们 放 在 一 个 词 的 
前 面 , 当 该 词 的 词义 是 确切 的 时 候 , 可 以 将 其 模糊 化 , 当 该 词 的 词义 是 模糊 的 时 
候 , 亦 可 以 使 其 词义 更 加 模糊 .严格 定义 如 下 : 

定义 10.3.2 BE Fuzzy 关系 RE F(X xX), HR ASA Fuzzy 变换 
FPE. GX) + F(X), ABE’ (A), WEZI 

F®(A)=ReoA, BI Yre X,F® (Aa) =(R. Ae) = V (R(x,y) A ACy)) 


Y 


(10.3.4) 
mgr FE X Fuzzy 化 算 子 (fuzzification operator). | 
一 般 情况 下 ,这 里 所 用 的 Fuzzy RAR, 通常 是 X 上 的 Fuzzy 相似 关系 ; 特 
ill ta 24 X =R 时 ,可 以 取 


ry) 
Yzy E€ R, ROzr,y) -t zy <ð (10.3.5) 
0, la—y!| = ô 


这 里 6 是 适当 选 定 的 正 实数 ,将 这 个 R 的 Fuzzy 化 算 子 FP 简 记 为 下. 
例 10.3.4 “3” 是 一 个 词 ,3 的 集合 是 个 普通 集 : 


l, 这 一 了 
Yaz €R, 3(2z) -| 
0, x Æ 3 
那么 “大 约 3"= FC3) 便 是 Fuzzy 集 
Cr) 
Vr ER Fancy = ， |x—3\ <6 
Os \z—3| >83 


大 约 3 是 3 的 Fuzzy 化 结果 ,如 图 10.3.1 所 示 . 
定理 10.3.2 BABE F(X),RSCFCXXX), M: 
(1) Fuzzy 化 算 子 FY Æ X EM Fuzzy 线性 变换 , 即 
F® (A U B)=F® (A) U FE (B), F® (GA) =aF“® (A), a € [0,1]; 
(2) F(A 1 B) =F (A) N FP (B); 
(3) (FE (A))- = Fs’ (Az) a € [0,1]; 
(4) 4X HAREM (FE (AD), = FY (A,); 
(5) PUY (F® (A)) 一 FRS (A); 
(6) A Z B>FP (A) CF® (B); 
(7) RE SSFP (A) Z F™ (A). 
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F(3)(x) 


图 10.3.1 


WEAR (1)、(2) 由 定理 6. 2.2 直接 得 到 . 
(3) 类 似 定理 3. 2. 4(1) 的 证 明 , 有 
(F® (Ay). =(R. A); =R- +: Az =F (AZ). 
(4) 类 似 定理 3. 2. 4(2) 的 证 明 , 同 理 可 证 . 
(5) (6) (7) HE X 10. 3. 2 直接 得 到 . [| 
3. 判断 化 算 子 
诸如 “偏向 ”、“ 倾 向 ”、“ 多 半 是 ”等 词 也 可 以 视 为 一 个 算 子 ,可 以 对 模糊 的 词 
给 出 一 种 粗 烛 的 判断 , 称 为 判断 化 算 子 . 严格 定义 如 下 : 
定义 10.3.3 对 于 a E (o4, 定义 映射 
P F(X) > F(X) 
A RP™ (A), P™ (A) (x) =d? (A(z)) (10. 3. 6) 
WK P 为 判断 化 算 子 (judgement operator), 其 中 d” 是 定义 在 [0, 1] 上 的 
SK BR R 
0, «ra 


Vz E X, d(x) = dd 过 Ila (10.3.7) 


a 

5? 

l, zœ l—a 

图 10. 3. 2 给 出 了 d? 的 示意 图 . 特别 地 , 称 已 ”为 “偏向 ” 
例 10.3.5 设 X=R, Fuzzy Æ A =(4FRAI,A 


] ， Ox xX 25 
E 2, =l 
(+(e) ) ->25 


注意 到 AGO) 一 二 ,于 是 车 记 B 一 [偏向 年 轻 人 ], 则 Vc © xX, 有 
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0, Alz) 0.5 0, 并 之 30 
BC) =P? (A) (x) -| -| 


l, A@>os ll, x<30 
这 样 ,不 到 30 岁 则 “ 偏 问 年 轻 ”. 
定理 10.3.3 HABE F(X), Mj: 
(1) P® (A U B)= P® (A) U P® (B), P® (A N B= P® (A) N P” (B); 
(2) Yz E€ Xz #a,x ~1—a>P™ (AS) (a2) = (P™ (AD) C). 
WEAR (1) 只 需 证 明 : Vx,y € [0,1], d (r V y) =d@ Cr) V d? Cy), 
事实 上 ,只 需 对 rsy 分 下 列 情形 直接 验证 . 
Dray sa; Qxlarsy>a; 
QBa<x<xa<l-asy<a; Maxa<l-asaxy<l—a; 
OQa<x<l—-a,sy>1l—a; @z>l—-a,y<l—-a; 
Dr>l—a,y>l—a. 
同 理 可 证 Yzy E€ [0,1], d (2 A y =d (x) A d‘? (y) 


0, TX 二 a 
(2) YXE X, d®G—zr)=l— > axa<cil—-a, 


l, x 2il-a 
FÑ Aar Alatt 
dP QA — r) =1— d” (2). C 
A. 清晰 度 增强 算 子 
定义 10.3.4 (Zadeh, 19721% X HiCM MALS 1, 定义 映射 
I .F (X) — F(X) 
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2" (ACY, ACz) E€ [0,0.5] 
1 — 2%! (1—A(x))’, A(x) ‘= (0.5,1] 
(10. 3. 8) 


A mI ® (A), I (A) Cx) A 


称 IS 为 清晰 度 增 强 算 子 (contrast intensification operator). 
例 10. 3. 6 在 语言 变量 “ 真 值 ” 中 , 论 域 X= [0,1], [A] (x)= z, 1x € [0,1], 


2x7, x E€ [0,0.5] 


I ([ 真 ]) w= 
1—2(1— zx), x € (0.5,1] 


图 10. 3. 3 给 出 了 I? 示意 图 . 


TARN) 


0 0.5 1 x 
图 10, 3.3 
定理 10.3.4 I® CAS) = (I (A))§ (10. 3.9) 
HE BA 
24! (A (zx)), A‘(x) E€ [0,0.5] 


VzeE XX, AD) = 
1—2! (1 一 Arz)) A(x) € (0.5,1] 


- (1—A(x)), A(z) € [0.5,1] 
1 — 241 (A(zr))*, AC) € [0,0.5) 
—= (1 — 1% (A)) lr) = UY (A)) Cr). C 


10.3.3 BAe 

自然 语言 中 ,有 一 类 词 的 词义 是 表示 数量 的 ,如 “大 ”“ 小 ”多 ”“ 少 ”、 
“ 轻 "“ 重 ”“ 长 *”“ 短 "等 以 及 由 它们 按 上 述 方法 扩大 的 词汇 ,如 “很 大 ”、“ 人 不 大 ”、 
“非常 小 “有 点 长 ”"”“ 不 长 也 不 短 ” 等 都 称 为 语言 值 . 
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例 10,3.7 te X=({1,2,°.10}, Æ X be M Fuzzy Æ 
A =[K]= btt 4 P84 SS yl yey, 


B 一 [小 j= 二 十 十 “十 


语言 值 的 运算 有 如下 方法 . 
l. Fuzzy % i% ie A 
例 10.3.8 A,B 是 例 10.3.7 中 的 两 个 Fuzzy &, M 


LARKI= Ao => + 5 4 a 4 tte 
— po i924, 04,906,081, 1 1 1 1 
[Ah l= Boe bb te be ta te to tig 
一 A (9.25, 0.4 06 0.6, 0.4, 0-2 
[不 大 也 不 小 ]= AS N B S55 bas ta H h a a E, 


2, Fuzzy 算 子 运算 
P1039 EABAR IOS T NATAN Puze AN 


2 2 2 2 2 2 
[很 大 ] 一 H” (A) = Ee 机 


_0, os 0. 16 1 1, 1l 
= wetted 


0.5 0. 0.5 
0. 8° ~ 0.6 49.4 40.4 


z K= H-D 1% 
LARD IS HE (B) =~ + 3 1 = 


ol 0.89 0.77 , 0.63 , 0.45 
“Tta ta toy 1 
0, AWDL 
而 由 (PY Az) =d 9 (ACr)) = 
1, AQ) >> 
-一 (0.5) 1 i i 1 l1 
[ 偏 大 ] 二 P% Anst t 
z, — p0.5) 1 1 _ l 
Lmh] = PU (By =t 
[ 偏 不 大 ] = POP CA =A Dt E (PO (ADD! 
[ 偏 不 小 ] =P pyaty+tyts titi by dup pos py) 
4 5 6 T 8 9 10 
[ 偏 不 大 -不 小 | 二 p&. 3) CA‘ a Br = t POSA) N PO ©? CBS. a 
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下 面 给 出 的 是 Fuzzy 算 子 与 Fuzzy 集运 算 的 某 些 综合 运算 ,进一步 说 明定 
理 10. 3.1、 定理 10.3. 2 与 定理 10. 3.3 的 意义 
i) 10. 3. 10 机 
0. $6 0.84 , 0.64 , 0.36 


[不 很 大 ]= (H® CA)) = + += $b be be 
得 不 二 DA ll 1, 0.8 .6° | 0.4% 0.2? 
[很 不 大 ] = H”? (AD=5 tatata t 二 二 

sll ptp 4, 0 36 | 0.16 4 0.04 
这 说 明 HBA A CHD CAY 
0, 0.5 0.9 0.5 
[有 点 不 大 不 小 ]== H(A‘ N BD =e 
0.4% 0, 22° 
6 7 
_ 0.45 0. a 0.63 | 0.45 
2 Ea 6 


一 - He» (AS) a HOD (BS) 
二 [有 点 不 大 也 有 点 不 小 ] 


[好 像 不 大 ] 一 Fe CAN = 二 十 地 十 全 十 十 十 十 和 十 


6 7 8 
这 里 取 
—(zx—y) — 
R(a,y) f zy <2 
0, lz— yl] 之 2 
5 Reay (2242 4 0.4,06,08, 1,1, ly 
另外 ， (FR (A)) (HS +t tet stats +55) 
1,1 ,0.8,1—e , 06,04,02 
a ee a 4 t ta "7 
这 说 明 FER CAS) A CFR CAD). = 


3, 四 则 运算 
由 于 上 述 这 种 表示 数量 的 语言 值 实 质 上 就 是 R 上 的 Fuzzy 集 , 所 以 根据 扩 
张 原理 ,它们 之 间 可 以 进行 四 则 运算 . 设 A,B 是 两 个 语言 值 , 则 按 扩 张 原 理 有 
如 下 四 则 运算 公式 
(AxB)(z)—= V (Alr) A BCy)) (10. 3. 10) 


rty=2 
其 中 « e (十 ,一 ,X， +). BA 82.45 8 2.6. 
例 10.3.11 WX=ZAKRE.A 


430 TL EE BE a 


l, r=? l, L= 3 
Yre X,2(7r) -| » SC) -4 
+2 


, X O, xa Æ3 
1— lz—> yl cs 
RX 上 的 Fuzzy 相似 关系 Riz, y) = 6 ,Yrsy € X. 
Q, lz—y| > 
则 “大 约 2”= FP (2), “KH 3” 二 FP (3), 并 且 
| x—2 | 
1—45 4 —2| <ò 
ow 9 |z=2| , 
0, |z— 2| => 
|z—3 | 
1 一 二， — 3| <8 
F® (3) (x) = ô |z— 3l 
0, |z 一 3| >ô 
Rot, 1 0.5 (Ray —9-9 , 1, 0.5 
PO QS ++, FP) a=S + ta 
于 是 得 到 
KH 2 十 “大 约 3” 二 FO (2) + PM G) O28 4 OD 4 TE OD LOS 


810.4 Fuzzy 语言 的 文法 


从 语句 结构 上 看 ,一 个 句子 是 由 一 些 词 排 成 (可 重复 排列 ) 的 有 穷 序 列 . 设 
词 的 集合 为 W, 而 W 中 的 排列 全 体 记 为 WwW. 
定义 10. 4.1 一 个 普通 文法 (formal grammars) ,是 指 四 元 组 
G=(VrVN,S,P) (10.4. 1) 
其 中 ; Vr 是 终极 符号 的 集合 ; Vy 是 过 渡 符 号 的 集合 ; S 是 起 始 符号 ; P 是 规则 
集 . 并 且 要 求 
Vr 站 YN 一 好 (10. 4. 2) 
PC (l(a Mla EV Vn) (10. 4. 3) 
Lee, Zadeh (1969) #l Mizumoto et al. (1973) 5| A T Fuzzy 语言 的 文法 ， 
该 文法 是 普通 语言 文法 的 推广 . 
定义 10.4.2 一 个 Fuzzy 文法 (fuzzy grammars) 是 五 元 组 
FG =(V75Vyn>5,P3f/) (10. 4. 4) 
其 中 :Vr 是 终极 符号 的 集合 ; Vy 是 过 渡 符 号 的 集合 ; S 是 起 始 符号 ; 已 是 规则 
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集 ; ff 是 映射 f:P 一 [0,1]. 
an Ca > B) E P, fla B) 会 p € [0,1], 或 写 为 


p 
a ——> p 


这 是 一 个 Fuzzy 文法 ,是 W” 的 Fuzzy 子 集 , 记 为 G. 
设 zEw'’, 那么 一 定 存在 Ol 9C29 An]? 使 得 


pl Pz p3 Pn- Pn 


S— a 一 > a 一 ”一 0 1 — 


称 (S,ai az，…an-1yz) 为 一 条 导出 链 , xz 为 导出 句 ( 或 终止 串 ), 并 且 定 义 
Ga) & V (pi? A pp? Av Ap?) (10. 4. 5) 


FE pt? A p2” A … 人 pi” 为 第 i 条 导出 链 的 强度 
例 10.4.1 在 FG=(V7,Vn;S,P, f) 中 ,V7 了 一 (ap Vw 二 {A,B)， PP 给 


出 如 下 
0. 6 0.3 0.5 
S—> AB A--a B-—~a 
.8 0.4 .6 
S—+A A—>B B-b 
0.8 0.6 
S—>B AB —> BA 
0.8 0.3 
则 由 S 一 一 > A—- a 
0.8 0.5 


S— B — a 

SA pta 
得 到 Gla) 二 (0.8 A 0.3) V (0.8 A 0.5) V (0.8 A 0.4 人 0.4) 一 0.5 
又 SAB <S aB 2S a 


0.6 0.4 0.5 0.6 
S —> AB —> BB —> aB —> ab 


.6 .6 ， . .6 
s$ AB BA < BB Bp 
G(ab) =0.3 V 0.4 V 0.3 =0. 4, [] 


的 计算 . 先 引 人 记号 : 


(DUR a —— p, Wik a= g; 


(2) 如 果 a 一 > p, a Bs e, a Bs Wiz 


a =p fi + ozß2 + t+ + pbk C10. 4. 6) 
这 里 “十 ”表示 “ V »” 
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(3) 如 果 a -一 > 有 » Py -一 > p, ， 则 可 以 导出 下 式 
a =p fi =p: lof) =Car A 人 pz)p: (10. 4.7) 
并 且 规 定 : 
C1) por Bi 十 pzp) = Cp Bi) 十 pozp2 ) 
(2) P F pB = Cp V p28. 
例 10.4.2 将 例 10.4.1 中 的 生成 式 用 代数 式 表 达 , 则 有 


S=0.6AB +0.8A+0.8B (10. 4. 8) 
A =0. 3a + 0. 4B (10. 4. 9) 

B =0, 5a + 0. 66 (10. 4, 10) 

AB =0.6BA (10. 4. 11) 


将 式 (10.4.10) 代 入 式 (10. 4.9) ,得 
A 一 0. 3a +0. 4(0. 5a +0. 6b) 
=0. 3a + (0.4 A 0.5)a + (0.4 A 0.6)6=0, 4a +0. 4b 

将 A 和 B 代入 式 (10.4.11), 得 
AB=0.6BA =0. 6(0. 5a + 0.66)(0.,4a + 0. 46) 

=0.6(0. 4aa +0. 4ab +0. 46a +0. 406) = 0. 4aa +0. 4ab +0, 46a +0, 4bb 
将 A 、B 和 AB 代入 式 (10.4.8), 得 

S= 0.6(0. 4aa + 0, 4ab + 0, 44a +0. 445) 十 0.8(0. 4a +0. 46) 十 0.8(0. 5a +0. 6b) 

一 0. 4aa +0. 4ab +0. 46a +0. 46a +0. 5a +0. 6b 


_ 0.4 , 0.4 , 0.4, 0.4 , 0.5 , 0.6 
Bl Cn ab! ba bb al 
这 就 是 按 所 给 文法 产生 的 导出 句 所 构成 的 Fuzzy 集 . 若 G 是 由 所 有 规则 产生 
的 , 则 G 包含 所 有 导出 句 . O 


$10.5 Fuzzy 命题 与 Fuzzy HAA 


在 二 值 逻辑 中 ,将 能 判断 其 真 假 的 陈述 名 , 称 之 为 命题 ,常用 大 写字 母 A， 
B,… ,P,Q 等 表示 ,如 PP;“ 李 明 是 大 学 生 ”, 就 是 一 个 命题 . 

设 U, 为 一 些 命题 的 集合 ,映射 

T: U,— {0,1} 
PWT (P) = PAR (10.5.1) 
0, PAK 

称 TCP) 为 命题 P 的 真 值 . 

一 个 语句 ,如 果 不 能 再 进一步 分 解 成 更 简单 的 语句 ,和 且 也 是 一 个 命题 , 则 称 
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该 命题 为 原子 命题 . 若干 个 原子 命题 通过 命题 联结 词 联结 起 来 而 构成 的 新 命 


题 , 称 为 复合 命题 . 常用 的 命题 联结 词 ( 亦 称 命题 运算 ) 有 以 下 五 种 : 
(DAR A: UY —> U, (PQ IP AQ, 其 真 值 表达 式 为 


T(P AG) 全 TCP) ATQ) (10. 5. 2) 
(2) 析 取 V :4 一 4%，CP,Q)FPVQ, 其 真 值 表达 式 为 
T(P V G) T(P) V TQ) (10. 5.3) 
(3) 否 定 一 : 9 一 9 ,Ph 一 P, 其 真 值 表 达 式 为 
T( 一 P) &1— T(P) (10. 5. 4) 
COR >: Us Uy, (PQ PP 一 Q, 其 真 值 表达 式 为 
TCP — G) TCP) V TA) (10.5.5) 
(5) 等 价 >: U, —> U,(P.Q) HPQ, 其 真 值 表达 式 为 
T(PG) =T(P > Q) A TQ => P) (10.5.6) 


其 真 值 表 如 表 10.5.1 和 表 10.5.2 所 示 . 


表 10.5.1 


一 个 命题 可 以 看 成 是 以 {0, 1) 为 其 变 域 的 变 元 , 称 之 为 命题 变 元 . 由 命题 
变 元 .命题 联结 词 . 圆 括号 按 下 列 法 则 所 组 成 的 字符 串 , 称 之 为 命题 公式 ,简称 为 
公式 . 

(1)0.1 是 命题 公式 ; 

(2) 命 题 变 元 是 命题 公式 ; 

(3) 如果 P 是 命题 公式 , 则 一 P 是 命题 公式 ; 
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(4) 如 果 PA 是 命题 公式 , 则 已 AQ,PVQ,P 一 Q,Pe>Q 是 命题 公式 ; 

(5) 有 限 次 使 用 上 述 法 则 所 得 的 结果 是 命题 公式 . 

在 一 个 命题 公式 中 ,5 个 命题 联结 词 的 运算 次 序 规定 为 : 一 ,， A Voe. 

公式 中 所 有 命题 变 元 的 一 组 确定 的 取 值 , 称 为 公式 的 一 组 真 值 指派 .一 个 
公式 ,五 对 该 公式 所 含 的 命题 变 元 的 任何 一 组 指派 ,公式 的 取 值 惜 为 1, 则 称 这 
样 的 公式 为 永 真 公式 . 反之 , 若 对 该 公式 所 含 的 命题 变 元 的 任何 一 组 指派 ,公式 
的 取 值 恒 为 0, 则 称 这 样 的 公式 为 永 假 公 式 . 

我 们 考虑 这 样 一 条 陈述 句 ;“ 张 三 是 年 轻 人 ”, 因 为 “年 轻 人 ”是 个 模糊 概念 ， 
故 该 陈述 名 无 确切 的 真 假 可 言 , 然 而 这 个 陈述 句 又 的 确 包 含 着 真 假 的 含义 . 如 
“ 李 四 是 高 个 子 ”“ 苹 果 是 红 的 ”“ 今 天 的 天 气 很 热 ” 等 也 具有 同样 的 特性 . 下 面 
我 们 讨论 这 类 陈述 句 . 

定义 10.5.1 若 陈述 句 中 含有 模糊 概念 , 则 称 其 为 Fuzzy 命题 (fuzzy prop- 
osition)， 用 大 写字 母 A,B,C,…,P,Q,…… EM. 

设 9 为 一 些 Fuzzy 命题 组 成 的 集合 并 且 有 映射 

T: Fp > L,AWT(A) EL 

eK TCA) X Fuzzy mA A 的 真 值 (truth value), HH LA PSI 4 种 集合 之 一 : 

(1)L=(0,1], 这 是 Fuzzy 命题 真 值 的 数值 表示 法 ; 

(2) 工 三 1o， 这 是 真 值 的 区 间 值 表示 法 (Kenevan，Neapolitan ，1992) ; 


(3) L=F CXR R 、 fo ,如 ), 这 是 真 值 的 Fuzzy 集 (Fuzzy 数 、Fuzzy 值 ) 
表示 法 ; 

(4) 革 三 多 (Cz)， zz 为 “ 真 值 " 语 言 变量 ( 见 例 10. 2. 2) ,这 是 语言 真 值 表示 法 ， 
Wa) Fuzzy 值 表示 法 的 特例 ， 

我 们 主要 讨论 数值 与 语言 真 值 表示 法 . 首先 讨论 真 值 用 数值 表示 的 Fuzzy 
命题 . 
HA, Æ Fuzzy 命题 A 是 “2 是 小 整数 ”, 则 TCA) =0.8; Æ A 是 “5 是 小 整 

数 ”, 则 


T(A) =0. 2. 
在 9 中 规定 逻辑 运算 V AHO. A (GRO. - CED 
T(P V Q)=TC(P) V T(Q) (10.5.7) 
T(P A Q)=TCP) A TQ) (10. 5. 8) 
T( 一 P) =1—TC(P) (10.5.9) 


下 面 给 出 Fuzzy 命题 公式 的 递归 定义 : 
(1) Fuzzy 命题 P 是 Fuzzy 命题 公式 ; 
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DE P 是 Fuzzy 命题 公式 , 则 一 P 也 是 Fuzzy 命题 公式 ; 

DE P AQ 是 Fuzzy MEAR- M P V Q, P A Q@ 也 是 Fuzzy 命题 公式 ; 

(4) 有 限 次 使 用 上 述 (1),(2),(3) 求 得 的 公式 是 Fuzzy 命题 公式 . 

一 个 Fuzzy 命题 可 以 表示 成 FCP,,P..>P,), HP Pi, Poe P, 为 
Fuzzy 命题 , 称 其 为 9 的 Fuzzy 命题 变 元 , 令 cz, =T), 那么 命题 变 元 A 与 
变 元 相对 应 . 于 是 , 乡 可 以 对 应 其 真 值 

TCFCA ,A Ap) = f(r; Za Z,) (10. 5. 10) 
f:L0,1]” —> [0,1], Cz; sL 9° Ln) EOF CL 9X2 9° Ly) 
称 S ARAR Fuzzy RARA, ERA Fuzzy 逻辑 公式 或 Fuzzy 逻辑 函数 . 下 面 
是 其 严格 的 递归 定义 : 

定义 10.5.2 i F, C F(0,1]) ={f|f:C0,1]7 一 [0,1]), FARE: 

(1)0,1,zlyzzi © Fas XB x, RA RM Sf 三 (zl Fett LO, 一 工 ;， 工 ， 
对 应 Fuzzy 命题 变 元 A;, BP TCA) =2;; 0,1 分 别 对 应 恒 假 . 恒 真 命题 ,它们 分 
别 是 图 数 三 (ziyzz，…z) = 0, fr (a 209° Z,) = l; 

DË fe F,, M f=l—sfe F,, Hp 

fay Ers Ta) = 1 — fay ay ,ra); 
DE fg FF, WSV se. fAeeF,, HF 
CFV gray Kg et ein) = f(T Xp Ty) V gla TI2 Tq)> 
Ch AN go) Cay Xa ott Lp) = f(T Loot L) A Cry sy Tos Ln) 

MOE F C FCLO,1)") ERE), O.G), F, CF’. 
这 时 称 S E F, An 元 真 值 Fuzzy 表达 式 或 nn 元 Fuzzy 逻辑 公式 (简称 Fuzzy 公 
Th) BK n JG Fuzzy 逻辑 函数 . 

W T=1— zr, (2,0) 称 为 对 称 变量 对 , Af=g, MRS 与 g 等 价 . 

定义 10.5.3 RfE F, a € [0,1], E V(x, ,2257+52,) € [0,1]”, 


SEEE) 之 ay 则 称 了 为 a- 恒 真 公式 ,特别 地 > -ERARA Fuzzy ta 


真 公式 ;车 VCz zz ) € [0,1], fær esr) < = 则 称 f X 


Fuzzy EBRAR. 
定义 10.5.4 REN MT 为 字 ; 而 字 的 析 取 式 
C=L; V La V= VL, (10.5.11) 
称 为 子 句 ; 字 的 合 取 式 
B=L AL N= AL, (10. 5. 12) 
称 为 字 组 . 其 中 L; € {2122s Fy LiTE) 151,2, yp. 
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定理 10.5.1 (D FACH Fuzzy 恒 真 公式 当 且 仅 当 C 中 包含 对 称 变 量 对 
(£T); 
(2) 字 组 D 为 Fuzzy 恒 假 公式 当 且 仅 当 更 中 包含 对 称 变量 对 (zk , 工 , ). 
证 明 只 证 (1),(2) 的 证 明 是 类 似 的 . 事实 上 , 任 给 一 个 子 名 C==L1 VL, 
V … V Li, 该 子 句 是 Fuzzy BEAR. 如果 该 子 句 不 含 任 何 对 称 变量 对 , 令 
fl, TEC 中 出 现 (zi 不 在 C 中 出 现 ) 
=i 其 他 
于 是 对 这 组 (21 Xn yo dndy A 


C(x ee oe) re oe) =0 < > 


这 与 C 是 Fuzzy ERSAT M. 
RZ Kwa C = Li V L, V “ee V L, 中 含有 对 称 变 量 对 Carpodp)s vill 
Y (xy Lo Lads 有 


1 
2 
因此 , C 是 Fuzzy ERAR. CT 
定义 10.5.5 A Fuzzy 逻辑 图 数 f(z ,zs,… ,zx,) 能 表示 成 字 组 OS G=1, 
2,…,m) 的 析 取 式 , 即 
zyzT) =P, V ©, Vee V Èn (10.5. 13) 
则 称 式 (10. 5. 13) 为 flay ,zs，,… ,zx) 的 析 取 范式 . 
Bi Frzizz， ,Xn) 表示 成 子 句 COG =1,2,-+,.m) 的 合 取 式 , 即 
FC Zest te, =C, AC Ace AC, (10. 5. 14) 
则 称 式 (10. 5. 14) 为 flrs: r) WARE. 
定理 10.5.2 设 fE€F,, 即 /是 一 个 n 元 Fuzzy 逻辑 公式 且 f 关 0,1, 则 
了 的 析 取 范式 和 合 取 范式 都 存在 . 
证 明 只 证 f 析 取 范 式 的 存在 性 , 合 取 范式 的 存在 性 证 明 是 类 似 的 . 


令 F, Alf E FAOD IF 的 析 取 范式 存在 ) 
TA F, U (0,1) CF,. 为 证 F, C F, U (0,1), 首先 证 明 F, U (0.1) 满足 定 
X. 10.5.2 的 (1)、(2)、(3). 
(DA zi,zz，…zn 本身 是 析 取 范式 ,所 以 
{0,1,z1 220°» 2,) SF, U (0,1}. 
(2) f E F, U {0,1}. # f=0, W f=1; # f=1, WM f=0; SE F,, 
则 存在 析 取 范式 ( 按 F, 的 定义 ) 


C(x » 2 s**t Z,) = Tk V Lp = 
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m L 
J =V (A ps ， Pi €E {Xi sTo sy Xn T) ;Ts 
i=] \j=l1 
— m l, 
从 而 JEN (v ps | ? Pi € (xy 2B 9°** 5X, ) 工 1 9X2 ae oe 
HV SA 的 分 配 律 与 结合 律 可 以 将 / 化 为 析 取 范式 ,这 样 / € F. 从 而 
f EF,U {0,1)>f € F, U {0,1). 
“(3) 设 f,g E F, U {0,1}, FES Vg, /AgE€F,U (0,1). 分 几 种 情形 : 
情形 1: fig 中 有 一 个 为 0, 不妨 设 f= 二 0, 那么 
fNg=0, fVg=g€F,U (0,1). 
情形 2: f,g 中 有 一 个 为 1 ,不妨 设 /= 二 1, 那么 
fvVg=1, fħg=g EF, U1{0,1). 


情形 3: /与 g WARHOL foe € F, 则 存在 析 取 范式 
im t 
f=V (A Pi) pi € ESEE T TRE PEES CIERRE TE, 
i=] \j=l 
$ k 
g=V (A ay} qi; € {x1 522 ry Zo Ly] ET 区 
i= j=l 
取 zi =z; 二 … 二 x, =0.5, 则 易 知 fCat) = Zr Te ) 一 0.5， 
ATSV g, Ag E1001), 同样 由 V 与 人 的 分 配 律 与 结合 律 可 以 将 /Vg， 
Sf Age 写成 析 取 式 , 因 此 fV g,， ASgE 下 .这 就 是 说 
frg € F, UI({0Ol>/V gf AgEF, U (0,1) 
故 F, U (0,1) 满足 定义 10. 5.2 的 (1)、(2)、(3), 再 由 定义 10.5.2 的 (4) 得 
F, CF, U {0,1}. 
最 后 得 到 下 U {0,1) =F,, BI F, =F,\{0,1). 口 
定理 10.5.3 (1) 析 取 范 式 =p, V d; Ve V O, Æ Fuzzy 恒 假 公式 当 
且 仅 当 所 有 字 组 D; 是 Fuzzy 恒 假 公式 ; 
(2) 合 取 范 式 f=C, AC, 人 … A Cn 是 Fuzzy 恒 真 公 式 当 县 仅 当 所 有 子 句 
Ci 是 Fuzzy 恒 真 公式 . 
证 阴 ”只 证 (1),(2) 的 证 明 是 类 似 的 . 事实 上 


f 是 Fuzzy 恒 假 逻辑 公式 会 (CVY (x, 0) (flay ,XX2 二 =) 
SCY (xy pty ytd) V D; CE1 12257 2,) <5) 
i=] 2 


SCV Cay ores te CV D (D; CE1 2211) <F) 


438 eee 模糊 理论 基础 


SCV i)@; 是 Fuzzy (He Hest. 口 

定理 10.5.4 在 了 是 一 个 ?元 Fuzzy FHAA, N: 

(D S Æ Fuzzy 恒 假 逻辑 公式 , 当 且 仪 当 其 限制 在 二 值 逻 辑 中 ( 即 限制 变 元 
(Ziyzo Zi) E (40,1)” BT f 是 永 假 式 ; 

(2) S Æ Fuzzy 恒 真 逻辑 公式 , 当 且 仅 当 其 限制 在 二 值 逻 辑 中 时 f 是 永 真 
式 . 

证 明 只 证 (1),(2) 的 证 明 是 类 似 的 . 

设 f 是 Fuzzy 恒 假 逻辑 公式 ,于 是 V(rzlyzz，…z,) E 0,1)", § zi， 


Loa gE) S = 限制 变 元 (Zi1T2，… Zr) E {(O,1}", 则 flay 7T2 oy) E 


{0,1}, 故 V (xy sT? ， ae < (0,1}”, f(xi PEF 9 一 0 BD 上 是 永 假 公式 . 
RZ Kh f 在 二 值 逻辑 中 是 永 假 公 式 ,将 / 写成 析 取 范式 的 形式 f= 二 @ V 
中 ， Vee V D> 则 有 


V (zi 929 ) En) € {0,1}", fz] 3X9 278° Tn) =V, P, (Zz] 9X9 p78 yt, ) = 0 


从 而 Vi €E {1,2,.… ,mm}, PD, (21 i styp) =0, 故 D; ERE KRY 
式 . 下 证 Vi < {1,2,-*+5m}, QD, 中 至 少 含有 一 个 对 称 变 量 对 (x, sT). ADA, 


令 


o JOs T Ep, 中 出 现 
= 其 他 

于 是 Q; Cti sts) =1, 这 与 @; 是 永 假 予 盾 . 故 Vic {1,2,…,m}), Ø; P 

至 少 含 有 一 个 变量 对 (xi ,7,). 从 而 由 定理 10. 5.1, Ø; (i 二 1,2,…,m) 是 Fuzzy 

EBRAR. C 


$10.6 Fuzzy 逻辑 公式 的 化 简 


定义 10.6.1 BW fog An 元 Fuzzy 公式 ,而 且 
VCzZlyZ2，…Zn) € [0,1]", Fay Egs Lp) S ECE Toes" XT,) 
(10.6.1) 
则 称 上 是 g 的 Fuzzy 蕴涵 项 ,或 称 f Fuzzy AM g (fuzzy implication), 3 4 


F 
f 一 >g; 否则 称 / 不 Fuzzy MW g, Bey Sg; VE Sog, Efe, 
则 称 /是 g 的 真 Fuzzy 蕴涵 项 . 
下 面 的 一 些 性 质 由 定义 容易 证 明 ， 


F F 
性 质 10.6.1 x—~x V yz Ayr. 
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性 质 10.6.2 设 / 一 >g, 车 /是 a - 恒 真 的 , 则 & 也 是 a - 恒 真 的 . 
性 质 10.6.3 Fuzzy MRA 一 > BP, 的 偏 序 关系 , 即 有 : - 
自 反 性 : /一 > Ss 
反对 称 性 : /~g He > f fe: 
传递 性 : f—e Hg ohf h. 
由 性 质 10. 6. 3 进一步 得 到 : 
性 质 10.6.4 吸收 律 : 太一 ~g EefVg=eefArn ef. 
MH 10.6.5 fg H 
fr— 2h; V fe > g, V go> ti NA fa > g, A 82. 
定理 10.6.1 Bo? =A rP, pP =A xj? 是 两 个 字 组 ,其 中 r, 
LO E (Ziyz En E1 T23 }， MWA: 
1) 6? +6 op? 中 字 zf Co 中 一 定 出 现 ; 
(2) 6? +6 是 真 Fuzzy ARO p HE oe? fo? 中 一 定 出 现 且 
O° 中 至 少 有 一 个 字 cP EO? 中 不 出 现 ， 
证 明 (1) >: RO? oO, 假如 BW PREF 2, <P EO 中 不 
出 现 . > 
0， apap 


Xk =4] (10. 6. 2) 
9” 其 他 


对 于 这 组 《2Z1 EY ae E °°* Ep) ? 有 


l 
gp? (T1 EREET D, =0, p”? (Gan 2Lo9°** ) =y 


这 与 p2 Erp CEI p < gp ) 矛 盾 , 因 此 gp) 中 字 rP 在 中 和 中 一 定 出 
现 . 
=O? PE cl? AS 中 一 定 出 现 , 显 然 VY (ri,7Ts，… Ty) 有 


2 1 
BD (x, sT? ytty En) < p’ Cx, 342 sty Zn) 


ap p? F pD. 


(2) 二 ; 设 562) “+o 是 真 Fuzzy A. HERO? 中 的 字 在 BV 中 都 出 
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现 , 那 么 由 (1) 知 @'” 2 ， 这 与 p” A Fuzzy Am Oo” FIR. 说 明 只 要 
6? +6) 是 真 Fuzzy AW MO? PEE? 中 一 定 出 现 且 D? 中 至 少 有 
一 个 字 cf FEO HAH BL. 

=: ROY PEE O 中 一 定 出 现 且 B“” 中 至 少 有 一 个 字 zi” 在 @ “中 
不 出 现 , 则 由 前 一 条 件 ©? -一 -@0 ,注意 后 一 条 件 且 按 式 (10.6.2) 取 值 , 有 


B® (x, yz 一 0 二 六 =D (4, E2 En) 


因此 pP? A Fuzzy 25 Yh pi). O 
F F 
EX 10.6.2 Æ fog 是 Fuzzy AR, H foe, g — > f, WR fog 是 
HAW. 
定理 10.6.2 设 fsg A Fuzzy 公式 ,下 列 条 件 等 价 : 
(1) 了 与 g 互 素 ; 


(2) 1 一 -/ V gig —>/f V g 都 是 真 Fuzzy Bh; 


(3) f Ng—>Sf RIS A g—>e 都 是 真 Fuzzy AM. 
证 明 RECO) e (2) ,其余 的 证 明 是 类 似 的 . 事实 上 ， 


/一 >/Vg 和 g 一 >/ V g BEM Fury MMOSASV GHE ASV « 


ae ff Hones ig ER. D 

EX 10.6.3 〈1) 若 下 是 一 个 字 组 且 含 有 对 称 变量 对 , 则 称 下 是 偶 字 组 , 咎 
则 称 @ 为 单字 组 ;又 称 每 一 变量 或 其 补 至 少 出 现 一 次 的 偶 字 组 为 满 标 偶 字 组 ; 
单字 组 与 满 标 偶 字 组 统称 为 基本 字 组 . 

(2) 若 C 是 一 个 子 句 且 含 有 对 称 变量 对 , 则 称 C 为 偶 子 句 ,否则 称 5C 为 单子 
名 ;又 称 每 一 变量 或 其 补 至 少 出 现 一 次 的 偶 子 句 为 满 标 偶 子 句 ; 单 子 句 与 满 标 偶 
子 句 统称 为 基本 子 句 ， 

由 下 式 可 知 , 每 一 个 偶 字 组 均 可 以 表示 成 满 标 偶 字 组 的 析 取 ,每 一 个 偶 子 句 
均 可 以 表示 成 满 标 偶 子 句 的 析 取 . 


z NERS <2V Fx ANF=ANENYVAGNEND 


工人 八 工 二 <r V XIrIV =rVIiV yA(rVeiriVv Yd. 


i 
2 

定义 10.6.4 (1) nn 元 Fuzzy 公式 的 析 取 范式 =D V B Vi VO, 
为 主 析 取 范式 ,如 果 f 所 含 的 字 组 多; 都 是 基本 字 组 ,并且 D D GA) BR; 
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(2) 7 元 Fuzzy SAMAR /二 C1 NC, 入 … A Ci 称 为 主 合 取 范式 ,如 
果 所 含 的 字 组 Ci; 都 是 基本 子 句 ,并且 C;,C; GEDER. 
例 10.6.1 下 列 三 元 Fuzzy 公式 为 一 个 主 析 取 范式 
f=(Cx, Arzz Az)V (ri AZ A x2 A 23) V Ca, A Tz). LJ 
定理 10.6.3 i PEH (xy rae TEn Tn} 中 的 字 所 组 成 的 字 
H, MEAE DREAD =D VG Voe V ©, FAS (1 一 1,2,…,m ) 是 
基本 字 组 . 
证 明 若 外 是 基本 字 组 , 则 此 时 和 定理 成 立 . 设 下 不 是 基本 字 组 , 则 SHE 
字 组 , 且 不 妨 设 多 含有 对 称 变量 对 (zi Ty), A ER ze oti tor US 1) 
REA. 4 1=1 时 , 令 
P=(r, ATDP AP (10.6.3) 
其 中 D GRD ry Tyr, Tr. 由 于 
xe 人 天 一 (ze AN T) A Cay, V Ta) = Cre A Ze A Te) V Coy A Ze ANE) 
则 易 验 证 b=, V &, 其 中 
Pı Sa, Mz Ax AD, Dr =a, AXA AG 
OO. D: 是 满 标 偶 字 组 ,从 而 是 基本 字 组 ,此 时 定理 为 真 . A2l=2, ME 
式 (10. 6.3) 中 人 @ 缺少 zx ,Zz ze 及 其 补 , 这 时 利用 分 配 律 与 结合 律 可 得 
x, Nx, =(a, Ax, A Ze A xy) V Cry, A xe A Tr A Th ) 
V (rp A Te A Te A Ta) V Cre A Ei MN ze A Zz) 
同样 利用 式 (10. 6.3) 可 以 将 鲍 写 成 基本 字 组 的 析 取 范式 . 依 此 类 推 可 以 证 得 定 


理 成 立 . a 
定理 10. 6.4 任何 不 为 0 或 1 的 nn 元 Fuzzy ARID WH — mR E 
取 范 式 . 


证 阴 设 了 为 不 为 0 或 1 的 n 元 Fuzzy 公式 ,由 定理 10.5.2, FERR 
式 , 再 利用 定理 10. 6.3, f 可 以 表示 为 
f=BV OV V Dn 
其 中 D, (1 二 1,2,…,m REALE (DO, D Dn) 中 删 去 那些 蕴涵 其 他 
宇 组 的 字 组 ,而 相互 欧 涵 的 字 组 保留 一 个 ,最 终 得 到 两 两 互 素 的 基本 字 组 的 析 取 
范式 , 即 得 f 的 主 析 取 范 式 . 


下 面 证 明 唯一 性 . 若 不 然 , 设 /一 V OVO; (m 之 1,1 之 1) 为 /的 两 个 
主 析 取 范 式 , 则 对 任意 ©, 有 下 列 两 种 可 能 ， 
(1) @ 为 单字 组 , 即 ;中 不 合 任何 对 称 变量 对 (zh, ). 令 
fl, 2, OS, 中 出 现 (z 不 在 名; 中 出 现 ) 
mo 其 他 
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因此 对 于 这 组 (zi ,zs,… ,zx,) A 
l= P; C(t] Z) SK V, p, j CI1 I T2 9 
=( djo E 11.2.7 DD, (amao) =D 
>P; 中 不 含 在 D, 中 不 出 现 的 字 
>0,—> 6"; 《由 定理 10.6.1). 
(2)6 含 每 一 变量 且 至 少 含 有 一 对 对 称 变量 T). > 
PE MrT ED; 中 出 现 
Te Jl ADE ©, 中 出 现 (zi 在 6, 中 出 现 ) 
0, 2,076 0; 中 出 现 (zi 在 D, PUR) 


这 时 D, 中 出 现 的 字 均 取 值 二 > RITES; 中 不 出 现 的 字 均 取 值 0. 于是, 我们 有 
pk (Zz] 9 2 » Z,) <v D, (xy 9X9 ) oe 
. / l 
=>( J 70 € (2D (P, (ZX1 1X29" Ly) >>| 


>p, ,中 不 含 在 B; 中 不 出 现 的 字 


oo, Eo, (由 定理 10. 6. 1). 
综合 (1)、(2) 两 种 情形 可 知 , 对 任意 PD; ， 一 定 存 在 P (70 € {1,2,2} ) ， 


F 


使 5; 一 > o. 对 于 这 个 基本 字 组 D, ， 按 上 面 同 样 道理 ,也 一 定 存在 
D: Cin E (1,2，…mm) ) 使 得 @ 一 ， 故 

b,—> 6’, o, 
A> 两 两 互 素 ,只 能 有 D =o, ,于 是 ; =O. 这 意味 着 每 一 个 更; 必然 是 更 
中 之 一 ,同样 每 一 一 个 四 | 也 必然 是 到 中 之 一 ;因此 两 个 主 析 取 范式 含有 完全 相 


同 的 字 组 , 即 主 析 取 范式 是 唯一 的 . g 
定理 10.6.5 任何 不 为 0 或 1 的 ?元 Fuzzy 公式 的 主 合 取 范 式 在 在 县 唯一 . 
证 明 类似 于 定理 10.6. 3 和 定理 10. 6.4 的 证 明 可 证 . A. g 


例 10.6.2 考虑 三 元 Fuzzy 公式 
f=5zxz A Cx, A z3) V Ci A z2) V 23) 
则 f= Cx, A xp A z3) V Cry A z: A T2 A Cæ, V Z)) V Ce, A Z3) 
= (xr A x2 A x3) V Ca, An AT A x3) 
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V (zl Ax. 人 元 人 元 ) V (rz A Ts) 
一 (7Zl A x. A x3) V (xr, A T3) 
BDA f 的 主 析 取 范式 . 口 
定理 10.6.6 若 Fuzzy 公式 S 的 主 析 取 范式 为 


l 


f=V (A zy | (10, 6. 4) 


i=] \j=l 


则 了 的 主 合 取 范 式 为 

L 

V Tij ) (10.6.5) 
=] 


例 10.6.3 考虑 三 元 Fuzzy 公式 
j 一 TI V ZI V Xp 
则 了 一 2 NX A xg =x, NX, A T3 A Cz; V Ta) 
一 (Zl AGARDA) V C2, AX A A Xa) 
为 了 的 主 析 取 范 式 ,由 定理 10. 6. 6 知 
JSV VVTV) A Caz, V VT: Vz) 
为 了 的 主 合 取 范 式 . = 

由 例 10.6.3 可 见 , 主 析 取 范式 和 主 合 取 范式 并 非 Fuzzy 公式 的 最 简 形式 . 
下 面 针 对 析 取 范式 讨论 最 简单 形式 ,对 合 取 范 式 可 以 对 偶 地 讨论 ,从 略 . 

定义 10.6.5 KW / Æ Fuzzy AA, MFA Oe SW Fuzzy Bw, ASP 
去 掉 任 何 一 个 字 就 不 是 上 的 Fuzzy 缠 涵 项 , 则 称 为 f 的 Fuzzy RAM 
(fuzzy prime implication), 简 记 为 FPI. 

例 10.6.4 设 三 元 Fuzzy 公式 二 (xi An Ang) V Cz, A Xs AZ). B 
验证 , zl A zz 人 zs 与 zl A x2 A zs 区 是 了 的 Fuzzy RAM. (A fe 
中 ,有 
f=(a, An A £3) V Cry AZ AN 23) Sz AZ A Ga VT) =x, A Xe 
此 时 zi Az, Az3 与 zi 人 zz A zs WARE f 的 Fuzzy RBM. 口 

定义 10.6.6 设 了 是 析 取 范式 ,而 且 满 足下 列 条 件 : 

(1) 了 没有 含有 比 其 字 组 数 上 且 更 少 的 等 价 Fuzzy 公式 ; 

(2) 了 没有 包含 相同 宇 组 数 且 字 的 总 数 更 少 的 等 价 Fuzzy 公式 . 

则 称 / 是 最 简单 析 取 范式 . 

定理 10.6.7 i /=0, V ©, V…Ve, 是 最 简单 析 取 范式 , 则 OS, (i 一 1， 
2,…,m ) 是 三 的 FPILI. 

证 明 i fH=OVOV ss V ,是 最 简单 析 取 范式 ,而 P; Ci =1,2,--, 
m ) 是 字 组 .车 存在 ig © {1,2,…,m) , 使 得 @， 不 是 了 的 FEPLI, 从 而 在 ©, PH 
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在 字 8, 使 @， 中 去 掉 8 所 得 的 字 组 有 仍 为 了 的 Fuzzy PBR. RHO, < 
<f, 进而 
f=BV ® V on V GHB VO V Ba VE V Dn Voe V On 
显然 上 式 与 f PRT MAAS. 定理 得 证 . 口 
定义 10. 6.7 ZD, D: BFA, HO, 的 单字 ,而 #$ 是 Bs 的 单字 . > 
P =p AP, D =p AP 


(E AD), D AP 是 偶 字 组 
FC, =4{8 AB Nx AZ| Apart, OAS 是 单字 组 
S, $1 ,Bs 中 无 对 称 单字 
(10. 6. 6) 


则 称 FC(@, D) =|] FC, X O, D 的 Fuzzy 交感 . 
$ 
例 10.6.5 考虑 下 列 三 元 Fuzzy 公式 D» ®, 
(1) 中 |] = T] A X15 Po 一 之 1 A T? 入 X35 
(2) B =x, A Zoo， 中 = 2, À 223 
(3) 中 | = £] A X23 D, = T] A a 
对 于 (1) FO, d, 中 不 存在 互补 的 单字 ,从 而 FCO, ,@;) = 他. 
对 于 (2), zz 5 T: 分 别 是 OO 中 的 单字 ,zl 是 单字 组 ,所 以 
FC(®, , PDP, ) = {T} A Ta A 工 3 9X} A T1? 
对 于 (3) ， 之 1 sTo 与 xy sTo 分 别 是 PD, 9 p, 中 的 单字 ,从 而 
FC (p , By) = {x} A T] 7X2 A Xz}. L 
定理 10.6.8 Æ E FC(O,,e@,), M b>, V @o. 
证 明 设 $,$ 分 别 是 字 组 @1, © 中 互补 的 单字 , 且 B =g AO, D = 
GAO. 由 于 是 偶 字 组 , 则 由 FC, 的 定义 容易 得 到 
F 7 H ~ , H / H g 
P—- DO AP AVPD AP AEVO ADAG) 
7 it F f Hp — F 
Tb’ AB Agp boD AP Agh, KA 
f H f 1 ~ F 
(PAD ASV OAS Agp o, VO, 
F 
从 而 中 —> p; V D,. E 
E 10.6.9 E S= V D, Voo V @ 是 析 取 范式 , CAFTA. WA: 
(A GABAA OH f 的 FPL, 则 存在 Lo €E {1,2m}, 使 p= 中; 


DE $ 是 满 标 偶 字 组 , 且 B 一 >/，, 则 存在 kE 1,2, sm}, HO, 
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证 明 (1) 设 @ 为 单字 组 , 令 
fly 2 在 甸 中 出 现 (z 不 在 更 中 出 现 ) 
ant) 其 他 
对 于 这 组 (zj ,zy ，……，Zz)， 有 


f (xi 909 ttt Tp) =V, D(x, Egat" Ta) 之 D(x, 909 E sT) =] 

则 存在 Lo €E {1 ,2,.. m) ’ 使 @; Cx, T2 TD) 一 |， 从 而 P: 中 的 字 含 于 多 中， 
F F 

BD p— o, , Atti b—> f. ROaxE f FPI WA FPI 的 定义 知 ， b=, . 


《2) 设 p EWAH, H of. E Yi€ {1,2,:**,m} ’ 中 不 Fuzzy 蕴涵 
©, MO 中 的 字 不 全 出 现在 更 中 ,从 而 存在 © PHSB, 使 得 8 在 更 中 出 现 ,8 
在 @ 中 不 出 现 . 取 


a x, Mz, ES 中 出 现 


Te 11, zx 在 @ 中 出 现 并 且 去 :不 在 @ 中 出 现 
0， 到 在 下 中 出 现 并 且 zx FEO PUA 
则 对 这 组 Cx, ) 并? D Vi € {1,2,*.… ,7m)}), 


种 (zl yz Ti) =O, BCx, Ezt Ta) => 


从 而 f(xy Xp ott yt) =0 < Br sty sr ) 

这 与 一 > 广 矛盾 . (DWH. 口 
定理 10.6.10 KH f=, V D: Voe V ©, EHREN,LSAOUA)), 

则 D ,.b,,-°,0, Bf 的 全 体 FPI 的 充分 必要 条 件 是 : 


(1) Visg E {1,2,-+ 1 天 J， 则 更 ， />g,, 从 而 D: ©, BH; 

(2Q4ER isj E (1,2,…,m), 则 或 者 FC p) =D, REFERRE, 
2, om), # VDE FCO; ®,), b—> p. 

证 明 充分 性 设 (1),(2) 成 立 ,但 D D Dn DES BEA FPI, 则 至 少 
有 下 列 情形 之 一 为 真 : 

情形 1, 存 在 / 的 FPI 的 字 组 @ E (D 0 ); 

情形 I, FE io € (1,2,…,m)}), EO, DÆ SH FPI. 

若 情 形 1 为 真 , 则 考虑 到 @ 是 了 的 FPI, 并 由 定理 10.6.9 易 知 , p DERT 
组 ,也 不 是 满 标 偶 字 组 , 记 

和 =PBAB ABA AB, 
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其 中 BAB EO 中 未 出 现 的 字 且 使 得 ”是 满足 下 列 条 件 的 字数 最 多 的 


偶 字 组 : Vic (1,2,-++,m}, D” Ag. 而 由 定理 10. 6.9,B” 仍 不 是 满 标 侦 
FHE kE (1,2,…,m)，, (E r, T PRES’ FP. AD 是 不 蕴涵 任何 ©, 
GE (1,2,…,m) ) 的 字数 最 大 的 偶 字 组 , 故 存在 i © (1,2,…,m), EFH 
号” 人 zh O; EREE i E (1,2,…,m), fF FAA D” Azo, 而 由 
D" WEL, zi VERED, P.M 27, OCHRE, P. 这 样 由 于 z 不 出 现在 
BD” 人 zi 中 ,zi 不 出 现在 ”A zi PMA 

T, PEP, 中 , 且 @” A rð, =z, A 8; 


x, 不 在 更， PLAS" A xz, > 6, =z, AP, 
因此 
p* o, »D* —+9', >p +o’, NP; (10, 6. 7) 
BO, AD, PATAMA D; € FCO, D; ). AS" ARIE 
DEE (1,2, >m)} KMD; AD; 也 不 蕴涵 D: GE (1,2，,…,m}) ) KAR 
142) AP JB. 
BO, AD, APPA MO ERATA RO 含 对 称 变量 ajr) OF 
&)， 则 由 (10. 6.7) 得 
p“ o, A: Nx; AX; © FCC, »G,) 
mb" RAE B;, MiP; AD, Nx; AZ; 也 不 蕴涵 @;, 这 与 (2) 矛 盾 . 
这 样 情形 1 是 不 成 立 的 . 所 以 f 的 全 体 FPI 均 在 D DrD 中 出 更， 
若 情 形 UAB US, DAR /的 某 FPI, 这 样 存在 i3 © (1,2,*…,m), i3 # 


igs MED, >, ,这 与 条 件 (1) 矛 盾 ， 所 以 情形 11 不成立， 从 而 充分 性 得 证 . 
必要 性 BD, 1b, od, 是 S 的 全 体 FPI1, 则 由 条 件 显 见 (1) 成 立 .车 
FC(@;,0,) £ 多 ， 则 由 定理 10.6.8, YE FC(G@;,@;), 有 


F F 
中 一 一 中 V 6 —>f 
WARRE Ek E (1,2m), ED, 的 字 均 在 更 中 出 现 , 即 中 -一 -6 t 
DXA. 口 
由 定理 10. 6. 10, 可 以 得 到 求 一 个 Fuzzy 公式 f 的 全 体 FPI 的 算法 ， 


DH f 展开 成 析 取 范式 ; 
(2) 删 除 含 其 他 字 组 的 字 组 ，; 
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(3) 求 任意 两 个 字 组 D.D, 的 Fuzzy 交感 FC(O,,6,): 4 FC(O,,6,) = 2 
或 含 于 其 他 字 组 时 , 则 转 (4) ,否则 添加 上 相应 的 FC (@; ,8;) 再 转 (2); 
(4) 所 得 结果 即 为 f 的 所 有 FPI 之 和 . 
例 10.6.6 考虑 四 元 Fuzzy 公式 
f=, NX, AN x2 ACT V T, V Ca V Z3) A Xr)) 
将 f 展开 为 析 取 范式 
太一 Cr AX, A zs A IT3) V Cry AX, AZ AZO V 
Cx, AZ A te A x3 A ts) V Cr, AT A to A T; A 24) 


F 
H F z 人 2x A 22 A 2X3 A zt} —> T) A x A Ts A x3» Pre 

f= (ay NX AN x2 AGV Cr, AX A x2 A Tq) V Cy AT AZ A 23 A 24) 
wWA=~aAXyAwA 1 h~= 7A2%, A re A T, Oz, = XY A x A 2 A Za A T, 


WI FC (®, ,DB,) =Ø, FC (p,p) = {2 A T) A To A Xa)? 全 (中 } 
FC(G，, 而 ; ) = {I A x, A To A z} (OD; } 


易 见 D — D f=, V & VO, V ;, E 
(zl AN 2 AZ A 3) V Ca, AX, A te AX) V 
Cx, AZ AZz AN x4) V Cx, AX, A to AT) 
=x, A TI A T. 上 
由 例 10. 6.6 可 见 ,Fuzzy 公式 /的 最 简 析 取 范 式 中 并 不 包含 的 了 所 有 FPI, 
也 就 是 说 , 求 出 了 所 有 的 FPI 并 不 等 于 求 出 了 最 简 析 取 范 式 . 
定理 10.6.11 设 了 是 主 析 取 范 式 , 则 也 中 的 任何 单字 组 都 是 /的 FPI; 反 
之 ,的 FPI 中 的 单字 组 必 出 现在 了 的 主 析 取 范 式 中 . 
WA CK f= V d Vo VO, 是 主 析 取 范 式 ,而 O; (1 Si<Sm) EA 


字 组 , 且 ©, 不 是 FPI、 则 存在 单字 组 ORO 含 字数 比 6, 少 , 且 @ 一 > 


of, 从 而 
f= VO VG a VEV da VNV On 

这 与 主 析 取 范式 的 唯一 性 矛盾 . 故 B; 是 /的 FPI. 

男 一 方面 , 设 @; Æ S A FPI 中 的 单字 组 , 则 由 定理 10. 6.9 BAM @; 必 出 现 
Ef 的 主 析 取 范式 中 . a 

由 定理 10. 6. 10 与 定理 10.6. 11, 可 以 得 到 求 一 个 Fuzzy 公式 f 最 简 析 取 
范式 的 算法 : 

(1) 求 至 少 有 一 个 是 偶 字 组 的 Fuzzy 交感 ,并 记 由 此 求 得 的 FPI A @ 1， 
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DrD mi 
(2) 求 的 主 析 取 范式 ,并 设 单字 组 为 DDD, ARF AN Dr, 
Dy st yD ; 


(3) 从 PDD mn PRT DD, 使 之 为 蕴涵 OF. 
D ，… ,的 最 小 组 合 ; 
(4) f=@B V&V VGVOE,V BV … VY 即 为 f 的 最 简 析 取 
范式 . 
例 10.6.7 考虑 三 元 Fuzzy 公式 
f= (x Ax N23) V a Az N23) V (ey A ze AZ) V Cr AX A ty hz) 
厂 是 主 析 取 范 式 , 记 f 一 BV By VO; V OG, RO, ,,,6, 是 单字 组 To, 是 
满 标 偶 字 组 , 且 
FC( 9) 一 (zl 人 A Z) 
FC (p, B) ={Z, A x3 A T3? 
FC (p) 一 (ZI A x3 A 33} 
注意 到 DB, 一 > xz， 人 zy A Es i 一 > 人 xs 人 Ta 则 了 的 最 简 析 取 范式 有 
2 个: 
= (x, A x2 A x3) V Ce, AT A 23) V Cr An A 23) V Ca) A rs A x) 
f= (zi A zs A ry) V CE, ARA) V Cry A re AAR) V Cp A ry AF). 
C] 
由 例 10. 6.7 可 知 ,一 个 Fuzzy 公式 的 最 简 析 取 范 式 是 不 唯一 的 . 


$10.7 Save 


由 定义 2.8.5 知 ,[0,1j 上 的 Fuzzy RAW Fuzzy 值 , 并 且 [0,1] 表示 Fuzzy 


值 的 全 体 . HAC [0.1], WA 的 a - 截 集 是 一 闭 区 间 , 记 为 A, =[A。,A,], a € 
[0,1]. 


根据 扩张 原理 ,我 们 在 [0,1] 中 规定 逻辑 运算 


AV B= |] aA, V B,)= () «lA, VB,,A, V B,] (10.7.1) 
ač (0,1] a€ (0,1 | — — 
ANA B= |]J aA, AB, = |] aLlA, AB,»A, A B,] (10.7.2) 
a€ (0,1) e€ {0,1} — — 
-A= |] aA) = |] all—A,,1—-A,] (10. 7. 3) 
a€ (0,1] a€ (0,1] o 
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VAV= |J a( V A®) = J a| VAS. VAP] (10.7.4) 


:ET a€ (0,1] :ET e&(0,1] “ET 
NAP =U al AA®)=U al KAM, 人 AP | (10. 7.5) 
IET a€ (0,1] tE T a& (0,1] tE I te T 


这 里 A,B,A@M G E€ T) elol]. 


定义 10.7.1 BRA T: F, — [0,1], PHTCP) € [0,1]. # TCP) 为 Fuzzy 
命题 P His Ss AA. 

下 面 是 几 种 常用 的 语言 真 值 (参见 例 10. 2. 2), 

DAAR T. 其 隶属 函数 为 


0, o< 1 
r= TS ; 


， xr=l 
(2) 纯 假 , 记 为 Ff., 其 隶属 函数 为 
Fo eee, 
0, O<zr<l 
(DAHA T, 其 隶属 函数 为 
T(z) 一 工 ; 
(4) 假 , 记 为 下 ，, 且 下 .一斑 ， 即 下 (CCz) 一 1 一 并 
5) 很 真 , 记 为 T， 且 天 一 再 2(T)， 即 了 (z) 一 Z2; 
(ORBE. iA F, H FSH? (F), B FC) = r)’; 
《7) 极 真 (或 很 很 真 ) H Ti, ET} = HY CT,), B TiC) =2'; 
《8) 极 假 (或 很 很 假 ), 记 为 Fa H Fi =H? CF,), BP FC) = (1 —2)!; 
《9) 略 真 ( 或 有 点 真 ), 记 为 /T,, E/T, = 五 05 4), BST, (x) 二 Vr; 
(10) RRR GVA SED WA V/F,» H/F, = H°°(), BJF, = vVT 二 工 ; 
(11) 未 知 , 记 为 U,, HU,(xz) = 1. 
“未 知 ” 意 味 着 该 命题 不 知 真 假 ,这 样 的 命题 称 为 “ 哑 命 题 ”. 
定义 10.7.2 设 A 是 一 个 语言 真 值 ,如 果 A HK kerA={1}, MRA Hh 
真 型 ;如 果 kerA = {0}, 则 称 A 为 偏 假 型 . 
显然 语言 真 值 T.,T,,T; ,T; ,YT, 都 是 偏 真 型 ;语言 真 值 F, ,FF,,F? ,F4， 
SF, 都 是 偏 假 型 . 
定义 10.7.3 (OKA, B 是 偏 真 型 语言 真 值 , 称 A 真 于 B, 如 果 有 A 宇 B 
(AIA V B=A); 
(2) 设 A, B 是 偏 假 型 语言 真 值 , 称 A 假 于 B, mRA<BCEIA A B=B). 
BAT. 之 TI 之 Ti 之 T, 之 VT,, 即 “纯真 " 真 于 “ 极 真 ”,“ 极 真 ”" 真 于 “很 
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A”, “(RASH “RATRE”. 同 理 F. <F, < F? < Fi < JF, ， Bp 
“ 纯 假 " 假 于 “ 极 假 ",“ 极 假 " 假 于 “很 假 "很 假 " 假 于 “ 假 ",“ 假 " 假 于 “ 格 假 ” 

下 面 给 出 模型 (MP) 与 (MT): 

(1) CMP) ;如 果 已 知 


T(P)=A= |) afA,.A,] (10. 7. 6) 
a&(0,1] a 
TP +Q)=C= |) alC,,1] (10. 7. 7) 
a€ (0,1] a 
则 T(Q) = B = U al B,,B,}, 其 中 
ccEfo,llj] — 
[B,»B,)=[(A, +C, — 1) V 0,1] (10. 7.8) 
(2)(MT) :如 果 已 知 
T(Q) =B= |] a[B。,B。] (10.7.9) 
a€ 0,1] = 
T(P =Q =C= [J alC,,1] (10. 7. 10) 
a€ (0,1] T 
Wi TCP) =A= LJ alLA,»,A,]; 其 中 
ač (0,1) ] — 
[A.A] =[0; (B, -C,+1) A 1] (10.7.11) 


性 质 10.7.1 如 果 A 是 偏 真 型 , (A。 =1, A1 一 1), CEREM, (C, =1, 
Ci =1) , 则 B,=1 B Bı =A, +C, -1=1, 从 而 8B 是 偏 真 型 . 此 外 , 当 和 A 越 真 (A。 


RKE C 越 真 (C。) 时 ，B 也 越 真 (B。). 

性 质 10.7.2 WR A=T, (纯真 ), (A, =1, A, =1), 则 B。 = 1 十 C。 一 1 一 
1=C,, FH B=C; 如 果 C 也 是 纯真 ,那么 B 也 纯真 . 这 就 是 二 值 逻辑 的 (MP). 

性 质 10.7.3 MRA 是 偏 假 型 , A。 =0, 则 B, =0, 于 是 [B。,B。] 一 [0,1]， 
Va € [0,1], 故 B=U, (未 知 ). 

同 理 ,CMT) 具 有 下 列 性 质 : 

性 质 10.7.4 如 果 B 是 偏 假 型 , C 是 偏 真 型 , 则 ARRABA. BREE C 
越 真 , 则 ARB. 

性 质 10.7.5 如 果 卫 一 F.( 纯 假 ),，B。 一 0, W A, =[0,1 —C,], M A =C; 
MÈ C 也 是 纯真 ,那么 A 纯 假 . 1X Be — (Ee AS CMT). 

TER 10.7.6 MA BAWAM WAU, (RAD. 


Zadeh(1973a) 给 出 了 Fuzzy 变量 与 语言 变量 的 概念 ,并 对 Fuzzy BSR F 
进行 了 研究 ,这 为 Fuzzy 语言 的 研究 莫 定 了 基础 . Lee 与 Zadeh (1969) 将 普通 
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语言 的 文法 进行 推广 ,引入 了 Fuzzy 语言 的 文法 ,随后 许多 学 者 对 Fuzzy 文法 进 
行 了 研究 (Asveld, 2005; Castro, Delgado, et al., 2001; Gerla, 1991; Guo, 
2009; Wang, 2000; Yu, 2001; Mizumoto, Toyoda, et al. 1973; Wang, Li, 
2009). 除了 本 章 介绍 的 数值 与 语言 值 Fuzzy 逻辑 外 ,还 有 其 他 推广 形式 ,如 区 
间 值 Fuzzy #248 (Cornelis, Kerre, 2006; Entemann, 2000; Gasse, Cornelis, et 
al., 2009; Kenevan, Neapolitan, 1992; Martinez, Castillo, et al. , 2009; 
Méndez, Hernandez, 2009; Wu, Tan, 2006) ,44( Fuzzy 1 44 (Gehrke, Walk- 
er, et al., 2003; Gorjanac-Ranitovic, Tepavievic, 2007; Ma, Li, et al., 
2007; Qiu, 2006; Xing, Qiu, 2009a,b; Xing, Qiu, et al. , 2009) 以 及 将 Fuzzy 
BV. A 推广 为 一 般 的 t 余 模 与 tM CAdillon, Garcia-Cerdana, et al., 
2007; Esteva, Godo, et al. , 2009; Gehrke, Walker, et al. , 2003; Turksen, 
1984). 关于 Fuzzy 逻辑 的 探讨 可 以 查阅 相关 文献 (Ross，1995; Shastri, 
1994). Fuzzy 人 逻辑 是 Fuzzy 集合 理论 的 一 个 重要 部 分 ,可 以 直接 应 用 于 Fuzzy 
控制 ,专家 系统 ,预测 与 决策 等 领域 中 . 
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11% Fuzzy 推理 与 Fuzzy 控制 


72S ,用 精确 的 数学 方法 描述 推理 过 程 ,推理 的 前 提 条 件 和 绪论 都 
是 精确 的 . 然而 现实 世界 中 存在 大 量 的 Fuzzy 现象 ,需要 人 们 根据 Fuzzy 前 提 做 
出 合乎 逻辑 的 结论 ,这 就 是 Fuzzy 推理 . 本 章 介 绍 Fuzzy 判断 句 与 Fuzzy 推理 
句 , 似 然 推理 ,Fuzzy 条 件 语句 与 多 重 条 件 语句 .Zadeh(1973a) 提 出 了 语言 控制 
方法 , 即 Fuzzy 语言 控制 ,Bellman 与 Zadeh(1970) 提 出 了 最 优 控制 方法 , 即 
Euzzy 最 优 控制 . 本 章 主 要 介绍 Fuzzy 语言 控制 ,至 于 Fuzzy 最 优 控制 的 理论 可 
以 参阅 相关 文献 (Baldwin，1981). 


9 11.1 Fuzzy 判断 句 及 其 逻辑 演算 


设 :X 为 语言 对 象 的 集合 ; W 为 表示 概念 的 词 (单词 或 词组 ) 的 集合 . 
定义 11.1.1 称 形 如 “xz 是 a 的 陈述 名 为 判断 句 , 记 为 (a). KB rE X, 
ac W. ER 
A 一 {xz € X|\(a) MF x HH) C11. 4.1) 
为 判断 句 (a) 的 真 域 . BA=X, 则 称 判 断 名 (a) KA BA= OS, 则 称 判 断 句 
(a) KE. 
定义 11.1.2 在 判断 句 (a) 中 ,着 a 所 表示 的 概念 是 清晰 的 , 则 称 (a) 是 一 
个 普通 判断 句 .大 a 所 表示 的 概念 是 模糊 的 , 则 称 Ca) 是 一 个 Fuzzy 判断 名 
(fuzzy judgment sentence). 
例 11.1.1 Ka 三 老年 人 ”, 则 "是 老年 人 "为 一 Fuzzy A). MR z = 
“ 张 三 ”, 则 “ 张 三 是 老年 人 ”就 是 一 个 Fuzzy 命题 ,因为 “老年 人 ”是 个 模糊 概念 ， 
故 不 能 用 真 . 假 二 值 来 判定 这 个 命题 的 真 假 ,这 个 概念 应 当 是 [0,1j] 中 的 某 个 数 ， 
iA Tla ( 张 三 )) , 称 为 Fuzzy 判断 句 (a) 的 真 域 . 口 
定义 11.1.3 4 (a) 是 一 个 Fuzzy 判断 句 , 则 任 取 xz E€ XX,“z 是 a ” 即 为 
— Fuzzy 命题 , 记 为 (a) (x), 记 真 值 为 T((a)(x))E [0,1]. BX Fuzzy BAC 
F(X) ,使 得 
VIE XA(r)=T((a) (zr)) (11.1.2) 
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WE A 为 Fuzzy 判断 句 (a) 的 真 域 . 
Fuzzy 判断 句 同 Fuzzy 命题 一 样 ,可 以 通过 逻辑 演算 组 成 新 的 判断 句 . 
例 11.1.2 设 (a)“xz 是 a”, (5)“xz 是 6”, 则 
(a) V (6): “ria” ÑN“ a Hb” 
(a) A O): “cra” H“ a Hb” 
=a): “r Ka” 
若 (a), Œ) 均 为 清晰 的 判断 句 , 它 们 的 真 域 分 别 为 A,B, 则 
(a) V (6) 的 真 域 二 (xEXI “Kr 是 a "BR 工 是 6 ” 真 ) 
={z21E€ X\/x EC ARITE BS/=AUB. 
同 理 可 得 , (2) A (5) 的 真 域 为 A N B, 一 (a) HARA AS. CI 
R EA aE: 
Æ 11.1.1 i Fuzzy 判断 句 Ca), (6) 的 真 域 分 别 为 A,B E FX). W 
(a) V (4) 的 真 域 为 A U B; (a) A (6) 的 真 域 为 A 门 B; 一 (a) HARA AS. 
证 阴 VzExX, 由 定义 容易 验证 
T(CCa) V Co)GCz)) 一 了 (Ga)(z) V (6) Cx)) 
—T((a)(r)) V TCCb)(x)) 
=A(z) V BCz) 一 (AUB)CZ) 
故 (a) V (6) 的 真 域 是 A UB. 对 (a) AH) 与 一 (a) 同 理 可 证 . L] 


$11.2 Fuzzy ##4 


定义 11.2.1 称 形 如 “ 若 z 是 ac, 则 zz 是 2 ”的 陈述 句 为 推理 句 , 记 做 (a) 一 
(b>. 如 果 a,b 所 表示 的 概念 都 是 清晰 的 , 则 称 (a) > (5) 为 普通 推理 句 . WR 
a,b 所 表示 的 概念 是 模糊 的 , 则 称 Ca) — (5) 为 Fuzzy 推理 名 (fuzzy inference 
sentence). 

如 果 赋 予 变 元 z 一 个 特定 对 象 Fo, 那么 “ 若 xo Æa, MW zo 是 ?就 是 一 个 
Fuzzy 命题 , 记 为 [(a) > (6)j(zo). 设 (a) 一 (5) 对 工 KWAWA TUL) 一 
(5)](x)) € [0,1]. 定义 Fuzzy RSE FXF 

Vic € X,SCx) =T(LCa) > () ] (x2) (11.2.1) 
WR SH Ca) > (6) HAR. 
设 (a), (6) 为 普通 判断 句 ,其 真 域 分 别 为 A,B, 则 
(a) > (HDS (a) A (0) 或 一 (Ca) (11.2, 2) 
Bik (a), (b), (a) > (6) 的 真 域 分 别 为 A,B,S, W 
S=(A ff) B) UA =A UB (11. 2. 3) 
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& (a) 一 (b) 永 真 , 即 S=X, 则 称 该 推理 句 为 定理 . 对 于 定理 推理 有 下 列 规则 : 
(1) (a) > (b) RÆ H SA C B; 
(2) (a) > (b) BREM, (5) 一 (c) 是 定理 二 (a) 一 (c) 是 定理 , 即 
AZ B,BZ C>AC C; 
(3) (a) > (6) 是 定理 , (a) Mr H >) 对 工 真 , 即 
AC B,z E A>r €E B; 
(4) Ca) 一 (5) 是 定理 ，() 对 工 假 之 (Ca) MH xc KR, 
AZ B,x € B> ÈA. 
由 于 在 模糊 情形 ,AUB 与 4 UGANDA. 则 将 上 述 讨 论 推 广 
到 Fuzzy HERE OIE AT S| A LAP eX. 
定义 11.2.2 i (Ca) > (b) 为 Fuzzy 推理 句 ,分 别 记 
R, 会 Tj (l(a) > bD =A UB (11. 2. 4) 


R, ST, (Ca) > (6) J) =A U CAN B) (11. 2.5) 
WR,» Rs 分 别 为 (a) 一 (2) 的 第 一 种 真 域 和 第 二 种 真 域 . 又 若 THT, RT 


T,, H Tita) — D] > =. 则 称 (a) — (b) 对 x W Fuzzy A; 若 


T(E (a) +(b) ](2)) < > 则 称 Ca) > Cb) MH x H Fuzzy (Bs Vr e xX, (ao 


(b) Xt x W Fuzzy 真 , 则 称 (a) 一 (6) A Fuzzy 恒 真 ,此 时 也 称 (a) > (6) 为 
Fuzzy 定理 ; 若 Vaz E X, (a) -> (b) X} x X Fuzzy R, MER Ca) > (b) 为 Fuzzy 
恒 假 . 
以 Fuzzy 恒 真 的 推理 名 (a) > b) CRP Fuzzy 定理 ) 作 为 依据 ,可 以 进行 如 下 
的 Fuzzy 推理 ， 
定理 11.2.1 FARBER: 
(1) 肯定 前 件 ( 条 件 ) 的 假 言 推理 (MP) ;如果 (a) -> (6) 是 Fuzzy CME 
(a) Xt x A Fuzzy A, iI (b) X} z X Fuzzy A, H 
TCH (Cz)) > Tla) > HDN). (对 第 一 种 真 域 等 式 成 立 》 
(11. 2.6) 
(2) 否定 后 件 ( 结 论 ) 的 假 言 推理 (MT) :如果 (a) — (b) 是 Fuzzy 定理 且 
(H) X r A Fuzzy R, M Ca X r X Fuzzy R., H. 
TOGCa)(Cz)) 一 1 一 T(LCa) -一 (9)](z)) 《11. 2.7) 
(3) 复 合 规 则 ;如 果 (a) — (6) 与 (b) — Cc) RK Fuzzy SE. Ca) > Cc) 
是 Fuzzy 定理 , 且 
T (a) ~ (Cc) }(x)) DS TCU Ga) > (6) (7x)) A TL) > (ec) J (rx)) 
(11. 2. 8) 
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证 明 下 面 用 Fuzz 推理 句 的 第 一 种 真 域 来 证 明 . 同 理 可 以 用 第 二 种 真 域 
来 证 明 相 应 结论 . 设 A,B,C 分 别 为 Fuzzy 判断 句 Ca), (56),(c) 的 真 域 ,而 
(a) > (b) HHRMA AS U B. 

(1) 由 条 件 , (a) 一 (6) 是 Fuzzy 定理 , 则 Yre X, § 


TAa) > HN) 一 (1 一 ACz)) V Blaz) >= (11.2.9) 
又 由 (a) Jf rX Fuzzy 真 ,得 TUA) > >, BN 43 1 一 A(z) <5, 从 


而 由 式 (11. 2. 9) 得 B(x) > = T (6) 3t x H Fuzzy A, #8 
Tla) > ola» = B(x) =T((b)(x)). 
(2) 考 虑 (6) Xi x X Fuzzy B BI TUDD =B) < E, ARAL. 2.9) 
49 
T(L(a) > (6) (2) =1— A(z) =1 TOE) > 5 


BD Ca) Xf 2 W Fuzzy R, H TC(a)(x)) =1— TCL (a) > ©) | (zz)). 
(3) 由 条 件 有 式 (11. 2.9) 成 立 , 并 且 Yre X, 有 


TE) > a) =A Br)) V C(x) > = (11. 2. 10) 


如 果 1— Alr) > Boo), MARAI. 2.9948 1— AQ) > > zo SA 
TCL (a) > (2) (x)) =A —A(zr)) A Clr) Stace 
-Tray + (bz)) > + 


如 果 Bex) S>1—AlCz), MARAL. 2.9948 B(z) >>. 即 1 一 B(z) <> ， 再 
由 式 (11.2. 10) 得 
TED + Co](z)) =C) > + 
所 以 T([(a) > (co)](z))=(1 一 A(z)) A Clr) > C(x) 
=T) > (ec) ](x)) > > 
因此 结论 成 立 . a 


$11.3 不 同 变 元 的 Fuzzy 推理 句 


述 讨 论 的 Fuzzy 推理 名 ,例如 “如 果 今 天 是 晴天 , 则 今天 上 暖和”, 只 有 一 
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变量 . 但 在 实际 中 ,经 常 磁 到 两 个 以 上 性 质 完全 不 同 的 因素 ,例如 “如 果 今 天 是 
晴天 ; 则 张 三 不 在 家 ”等 一般 地 , 形 如 “车 二 是 a, 则 yy 是 6 MHRA, BRB 
个 不 同 的 变 元 z 与 y, 它们 可 以 分 别 属 于 两 个 不 同 的 论 域 X SY, 从 而 是 一 个 
二 元 谓词 , 记 做 (a(z)) 一 (5(y)), HARE X XY 的 子 集 或 Fuzzy FR. 为 了 
研究 这 类 Fuzzy 推理 句 的 真 域 ,我 们 首先 分 析 ( 二 元 ) 兽 通 推理 句 的 真 域 R 慰 
XXY, 这 时 , a Mb 所 表示 的 概念 都 是 清晰 的 . 设 (a) 的 真 域 为 A, (5) 的 真 域 
AB, w | 
R={(z,y) E XX Y| (a(x)) > (bly)) 对 (z,y) 真 ) g 

= (y) E XXY|@) Mx HA©® My HB) U {(z,y) € XXY|@ Ht xB) 

一 (人 (zy) E XXY|x CAH y EB U ((z,y) CX XY|z € AS} 

=(A X B) U CAS XY). i 


图 11.3.1 给 出 了 (az)) > OO) 的 真 域 图 形 , 其 中 阴影 部 分 表示 真 域 . 


图 11.3.1 


现在 我 们 利用 普通 推理 名 (a(x)) -> (5(y)) 给 出 逻辑 推理 规则 ， 

(1) CMP) :如 果 (a(z)) -> (5(y)) 对 (zyy) RE (a) 对 z 真 ,那么 (0 对 y》 
RA. | 
(2) (MT) :如果 (a(z)) -> (5Cy)) 对 (zyy) RH (6) 对 y 假 ,那么 (a) 对 工 
假 . 

DAHAN: wR (a(z)) — (b(y)) 对 (zy) HA ly)) -> Celz)) 对 
(yz) R, U Calar) > (cl(z)) 对 (r,e) 真 . 

将 上 述 讨 论 推广 到 Fuzzy 推理 句 ,首先 给 出 如 下 定义 ， 
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定义 11.3.1 设 a,5， 所 表示 的 概念 是 模糊 的 , WRB A (a(x)) 一 
Cy) 为 二 元 Fuzzy HE HE 4) (2-ary fuzzy inference sentence), HAI R E 
FCXX YH 


T(L(al(az)) > ly) D S&R =A" XY) U (A xX B) (11.3.1) 
这 里 A € 9 (X), BE 多 (Y) 分 别 是 (a), O) 的 真 域 , 并 且 
TO (alrz)) > ly) Cr,y) 一 RGzy) 一 (1 一 AGz)) V (Alr) A BCy)) 
(11.3. 2) 
ESLA Calx)) 一 (5(y)) 为 依据 的 Fuzzy 推理 规则 . 
定理 11.3.1 下 列 结论 成 立 : 
(1)(MP) ;如果 (a(x)) — (Cy) 对 (zyy) 为 Euzzy A H Ca) 对 工 为 Fuzzy 
AERA (6) 对 y WH Fuzzy 真 , 而 且 
TCH OD & T(LCala)) > ly], y)) (11. 3. 3) 
(2)(MT) : a (aC ax)) > (bCy)) 对 (zy) X Fuzzy A H. (b) X y A Fuzzy 
假 , 那 么 (a) X} x W Fuzzy A. mA | 
T (a) (x)) =1— TCL alaz)) > Cy) | (x,y)) (11.3.4) 
(3) 复 合 规则 :如 果 (a(z)) 一 (5(y)) 对 (x,y) 为 Fuzzy AH (6(y)) > 
(c(z)) Xf Cy,z) A Fuzzy 真 , 则 (a(x)) > (c(z)) 对 (zz) 为 Fuzzy A, mE. 
TC([ (a(z)) > (c(z)) |(x,z)) 
=> T(L(alx)) > (6(y)) (zr,y)) A TAC) — (c(Gz))] (yyz)) 
(11.3.5) 
证 明 ”类似 定理 11. 2.1 可 证 . LI 
Hi) 11.3.1 ik 
X = (2) Xp 9X3 9X4 9 Ts) = {1.4,1.5,1.6,1.7,1. 8) 
表示 某 地 区 女子 身高 论 域 ,单位 为 m; 
Y = {y1 Y2 Ya Y4 ys) = (40,50,60,70,80} 
表示 某 地 区 女子 体重 论 域 ,单位 为 kg. 
叉 设 该 地 区 对 女子 来 说 ,“ 高 ”的 概念 的 集合 表示 为 


— 02,05,08, 1, 1 
[高 一 iatis tiet I7 tre 
“ 重 ” 的 概念 的 集合 表示 为 
—02, 06,09, 1,71 
LE]= 40 | 50 | 60 |70 80 


下 面 将 求 出 Fuzzy 推理 句 “ 若 zx 很 高 , 则 y 很 重 ” 的 真 域 R. 
设 “ 工 很 高 "与 “y 很 重 ” 的 真 域 分 别 为 A 和 日 , 则 通过 语气 算 子 可 得 
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A 一 [很 高 ] 一 H® C= OEY OEM +r 


7 
B 一 [很 重 ]= H? (y= 2044 0.88 ORY A 


Fuzzy 推理 句 的 真 域 为 
R=(A X B) U (AS XY) 


其 中 a=% LaL 


A XB 可 以 表示 为 Fuzzy 矩阵 
0. 04 0 
0. 25 0 

AX B= |0.64}] + [0.04 0.36 0.81 1 Lj = (0,04 0.36 0.64 0.64 0, 64 
] 0 
1 0 

A XY 可 以 表示 为 Fuzzy 和 矩阵 


0. 96 0.96 0.96 0.96 0.96 0.96 
0.75 0.75 0.75 0.75 0.75 0.75 
A‘xXY=1|0.36|。 [1 1 1 1 1]=|0.36 0.36 0.36 0.36 0.36 
0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 
于 是 
0.96 0.96 0.96 0.96 0.96 
0.75 0.75 0.75 0.75 0.75 
R=(AXB) U (AS XY) = [0.36 0.36 0.64 0.64 0.64|. [ 
0.04 0.36 0.81 1 1 
0.04 0.36 0.81 1 1 


$11.4 似 然 推理 


在 实际 应 用 中 ,常用 这 样 的 近似 推理 方法 :以 “ 若 z 小 , 则 y 大 "为 依据 ,如 果 
工 很 小 就 判断 y 很 大 ,如 果 工 赂 小 就 判断 y 略 大 ， 这 种 推理 过 程 可 以 视 为 一 种 
Fuzzy 变换 ,该 变换 将 “xz 很 小 ”与 “x 上 略 小 ”的 真 域 A! 和 A 分 别 变换 到 ”>y 很 
大 ”和 “y 略 大 ”的 真 域 B; 和 B:. 这 种 推理 方法 称 为 似 然 推 理 (plausibility rea- 


soning) . 


设 REZZ(XXY) 为 * 若 z+ 是 a, 则 yy 是 65” 的 真 域 ,由 定理 6.2.1 知 ,RR 可 
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以 诱导 一 个 从 XX 到 了 的 Fuzzy 变换 Tr, 以 及 一 个 从 Y P X 的 Fuzzy 变换 
TR! 

Tp: F(X) > F (Y), 


A, HB, =A, °R (11.4.1) 
Tr: F(Y) > F(X), 
B; HA, =B; ° R7 (11.4.2) 
其 中 R71 €E ZF (YXX) 为 RR 的 道 关系 . 


似 然 推 理 的 规则 为 : 

(DC 车 zx 是 a, 则 y 是 6”,“z 是 a ”) >“y 是 8 ”; 其 中 ,如 果 a(t) 一 (b(y)) 
的 真 域 为 RE ZF CXXY), (a) HARA A’, M OO HAMA B =A R. 

(2) (“#8 x ha, WW yo”. yO) Sacked ”; 其 中 ,如 果 ar) ->(b(y)) 
的 真 域 为 RE FCXXY), OO HARA B, 则 (a') 的 真 域 为 A =B o RY., 

这 两 种 似 然 推 理 相 当 于 Fuzzy 逻辑 推理 中 的 (MP) 与 (MT). 似 然 推 理 可 以 
想象 为 转换 器 (如 图 11. 4. 1 所 示 ) ,给 定 某 个 “输入 ”, 得 到 一 定 的 “输出 ” 


输入 输出 
A'E F(X) B'=A'* REF(Y) 
(a) 
B'E F(Y) A'=B' ° R'E F(X) 
(b) 
图 11.4.1 


在 前 面 已 经 讲 过 ,普通 二 元 推理 句 (a(x)) 一 (6(y)) 的 真 域 为 
R=(A XY) U (AX B) (11.4.3) 

其 中 R(z,y) =(1—-Az)) V (Alz) A B(y)). 

将 普通 二 元 推理 句 (a(Cz)) > (b(y)) 的 真 域 (11. 4.3) HES Al Fuzzy 情形 
时 , Rezo») 可 以 有 许多 种 形式 ,由 此 可 以 得 到 若干 不 同 的 似 然 推理 模型 . 下列 

模型 1. R, 一 (4 XY) U (A XB) (11.4. 4) 
其 中 Ri(zsy) =(1—Alx)) V Alr) A B(xz)) (Zadeh, 1973b). 

模型 2. R, =(AS XY) U; (X XB) (11.4.5) 
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其 中 R,(z,y) =] ((1— A(z)),B(z)) 
LA t- 余 模 . 
模型 3. R,(2,y) =(1—A(x)) V ACz)BCy) (11. 4. 6) 
模型 4.R, (x,y) -人 AQ) S BO) (Sanchez, 1976) (11.4.7) 
Bly), Ax) > Bly) 
模型 5. Rs (zy) -人 ho BOD (11, 4, 8) 
(ac Al, A(z) > 0 
模型 6， Re(x,y) =< AC) (Goguen, 1969) (11.4.9) 
0, A(z) =0 
模型 7. Rre =i Ma) S BO) (11.4.10) 
AS A (1—Ar)), Alx) > Bly) 


x Alr), BO) 限制 在 (0,1) 中 取 值 时 ,上 述 模型 都 与 式 (11.4.3) 一 致 , 即 
l, OD wl a BR A(z) =0 
R, (zx,y) = 11.4.11 
eC? n A(x) =1 #H Bly) =0 i ? 
其 中 有 二 1,2,…,7. 因此 它们 都 可 以 视 为 二 值 逻辑 (公式 (11.4.3)) 的 推广 ， 


例 11.4.1 RH X =Y ={1,2,3,4,5} 
[ 洛 ]= 工 十 


[ 较 小 ] = 丽人 小 ]) = I +o 2 


[大 ] =t + 
如 果 知 工 小 , 则 > 大 "的 真 域 R 使 用 模型 1, 则 


R(zyy) 一 (1 一 [小 ] (zx)) V CLD] (zx) A CLK] (y)) 
算出 RR 如 下 


1 f 0 0 0.5 1 
2 |0.5 0.5 05 0.5 0.5| _ 
3 JI 1 1 1 1 SR 
4 |1 1 1 1 1 
5 Qo 1 1 1 1 
由 推理 规则 ,有 
(1, 0.595, 0, 0, 0) 。 R= (0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 1) 


Bp [ 较 小 ] 。R 会 [ 较 大 ] = 全 十 党 十 全 十 2 十 二 B 
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例 11.4.2 假设 我 们 正在 评估 一 项 新 的 发 明 以 确定 其 商业 潜力 . 我 们 从 两 
方面 来 对 创新 做 出 决策 . 一 是 发 明 的 “独特 性 ”, 二 是 发 明 的 “市 场 规模 ”, 分 别 用 
代表 新 颖 程度 的 论 域 和 站 二 {1,2,3,4) 和 市 场 规模 大 小 的 论 域 Y=(1,2,3,4,5,6) 
表示 ,这 两 个 论 域 中 的 最 小 值 各 代表 “最 高 独特 性 ”和 “最 大 市 场 规模 ”. 现 设 一 
新 发 明 , 上 述 两 项 的 得 分 是 “中 等 ”, 分 别 用 Fuzzy 集 A、B 表示 


A 一 [中 等 独特 性 ] 二 “> 十 二 十 汪 
B 一 [中 等 市 场 规模 ] 一 “十 


H WMR AN BHARRA OR 使 用 模型 1, 则 
1 2 3 4 5 6 


1 , 0.8 , 0.3 
3 t + 5 


O 0.4 l 0.8 0.3 0 


l l l 1 l l ] 
2 0.4 0.4 0.6 0.6 0.4 0. | =R 
3 
4 0.8 0.8 0.8 0.8 0.8 0.8 


4 9.3 


对 新 前 件 A’ 一 [ 较 高 独特 性 ] 一 “全 十 
由 推理 规则 ,有 


B' =[ 相 应 的 市 场 规模 ] 一 A'。R 一 2 十 十 2 LOB LOD 4 0-8 


i 
2 


些 即 表示 相应 的 市 场 规模 大 小 的 Fuzzy E. 换言之 ,市 场 规模 大 小 分 布 均匀, 因 
为 对 任何 等 级 的 市 场 规模 没有 较 大 的 隶属 度 也 没有 较 小 的 隶属 度 . E 
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定义 11.5.1 设 a,b,c 为 模糊 概念 , 则 称 语 句 “ 铬 (a)，, MC), 否则 C)” 
为 Fuzzy 条 件 语 旬 (fuzzy conditional statement), E X (Ca) -> (b), > Ca) > 
(c)). 
为 了 求 出 Fuzzy 条 件 语句 的 真 域 , 先 设 abse 为 普通 概念 ,而 (a), O), C) 
的 真 域 分 别 为 A,B,C, 则 对 应 条 件 语句 ((a) 一 (5) ,一 (a) > CO) 的 真 域 为 
R= ((x,y) | (a(z)) 一 (5(y)) 与 (一 a(z)) > (ely?) 对 (zx,y) 都 真 ) 
= {(zx,y)|CaCxr)) > Ely 对 (zyy) BDO 
{Cryd | Coalx)) > (c(y)) 对 (zyy) A? 
=((A° XY) U (AX B)) N CAXY) U (AS XO) 
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=((A° fT} A) XY) U (ASX CY NMU. 
(AX(BN Y)) U CA N A‘) X (B n C)) 
=(A*B) U (AX CO). 
图 11.5.1 Hy T RIR R 的 示意 图 ,其 中 阴影 部 分 为 R. 


= 


ga. 


A x 
11.5.1 


设 AE FCX), B,CE FY) 4) 3 Fuzzy 判断 句 (a), O), (0) 的 真 域 ,条 
He (a) > (6), = (a) > (0) HH R =R, U Ri, HH RR, 分 别 为 推理 句 
(a(xz)) -> (6(y) 与 推理 名 ae ere HAH. Pie Pusey 条 件 语 
名 真 域 的 三 种 模型 . 
模型 1. 
R®=((AS XY) U (AX B)) N CA XY) U (AS XO) 
=A" N A) XY) U (Af X ©) U (A X B) U 
«A NAX BNO) | LD 
=((A N A) XY) U (AX B) U (AS X C) 
R? (x,y) 一 (ACz) A (1 —A(z))) V (AC) A BC(r)) V 
(C1— ACz)) A CCz)) | (11.5. 2) 
模型 2. R® =(AX B) U (AS XC) (11.5.3) 
R® (x,y) =(ACz) A Bla) V (Aa) A Clx)) (11.5.4) 
模型 3. 
求解 真 域 R 的 Fuzzy 关系 方程 


A.R=B 
| (11.5.5) 
‘o R=C 
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如 果 设 

入 一 (人 TZ15z2，… Tn?» Y = {yy2 Ym? 

A = (ai saz, san), AS =(1—a,,1—a,,°-,1—a,) 

B = (b; sbs tt ,bn), C= Ce, 59 pc ) 
那么 尺 可 以 表示 成 一 个 Fuzzy 矩阵 RE [0,1], R 满足 Fuzzy 关系 方程 


rii Fiz 0 °° Fim 
a] az see a, ro) Fog °° Tom by by ob, 
5 = 
l—a, 1 一 ay … 1—a, : : wen : Cc] Cp te, 
Fal Fa? s.. Y am 


取 该 方程 的 最 大 解 REX (Ca) > (5) ,一 (a) > (c)) HAREN RO. 
j 11.5.1 #X=Y=({1,2,3), #H 
A = 小 j=(1, 0.4, 0), B=[K]=(0, 0.4, 1) 
考虑 Fuzzy RRA: E ch W y 大 ,否则 y 不 很 大 ” 我 们 按 上 述 三 种 模型 
求 其 真 域 . 
LRK] =H? (CKI 一 (0，0.16，1) 
C 一 [不 很 大 ] 一 [很 大 ] =, 0.84, 0) 
A‘=(0,0.6,1),A NMA‘=(0,0.4,0) 


0 u4 1 
AXB=|0 0.4 0.4 
0 0 0 
0 0 0 
A‘xXC=|0.6 0.6 0 
1 0.84 0 
0 0 0 
(4 门 4)xYy= |0.4 0.4 0.4 
0 0 0 
0 0.4 1 
R? =((A () A) XY) U(AXB)UCASXO= 10.6 0.6 0.4 
1 0.84 0 
0 0.4 1 
R? =(A XB) U (A‘xC)=|0.6 0.6 0.4|=RY 
1 0.84 0 


模型 RO 满足 Fuzzy 关系 方程 
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1 0.4 0 0 0.4 1 
e |721 7T22 FR| 一 
O 0,6 1 1 0.84 0 


取 其 最 大 解 作 为 RO 
, 0 0.4 1 
1 0.4 O O 0.4 1 
R® = a = 10 l 0 
0 0.6 1 1 0.84 0 
1 0.84 0 


MR“ cA mb”, A SLAAN] Ho CPD) =CA, 0.63, 0), 则 根据 推 
理 规则 ,得 
A, °R 一 (0.6，0.6，1) œ [K] 
Ai。 尺 3 =(0, 0.63, 1) = 二 [有 点 大 j= 二 HOY (CA) 
MAR”? (与 RM FBT y UK” RHR 判断 “y 有 点 大 ”, 这 与 人 们 的 实 
际 想 法 是 很 符合 的 . 
mR“ rK”, A =[K]=0, 0.4, 1), 则 根据 推理 规则 ,得 
A, RP? =(1, 0.84, 0.4) ~ [PIRK] 
A, ° R® =(1, 0.84, 0) =[AiBAI=( HY (KD) " 
注意 到 “xz 大 ”与 “x 小 ”是 对 立 的 , 按 正 和 党 思维 应 判断 y 不 很 大 ”. 这 三 种 模型 
都 与 人 们 的 实际 想法 相符 合 . 
如 果 “y 不 大 ”, B= 二 [不 大 ] 二 [大 ]“ =, 0.6, 0), 根 据 推 理 规则 ,得 
B, o (RP) =(0.4, 0.6, 1) ~ [不 小 ]=[ 小 ] “= 二 (0, 0.6, 1) 
B, e (R®)7 =(0.4, 0.6, 1) 之 [不 小 ] 
三 个 模型 判断 “xz 近似 不 小 ”. 
如 果 “y 小 ”，B; 二 [小 -= (1, 0.4, 0), 根 据 推 理 规 则 ,得 
B, e (R™) =(0.4, 0.6, 1) 二 [不 小 ]= 二 [小 ] “二 (0, 0.6, 1) 
B,。 (R‘?)7 =(0.4, 0.4, 1) = [K]=(O, 0.4, 1). O 


9 11.6 多 重 Fuzzy #4 4 


定义 11.6.1 a;b; (i 二 1,2,…,l ) 为 模糊 概念 , 则 称 语句 “车 x+ 是 a1， 
则 y 是 5 ; BWA Ea, Wy 是 5,;…; BMWA Æa, Wy Hb, MAA 
x Æa, U y Eb Er Æa Wy Hb; +; Ara, Wy Hd, “的 陈述 句 
RA SB Fuzzy 条 件 语句 (multiple fuzzy conditional statement) , 记 为 
(Cai) —> (bi), ay) 一 (bo ) Car) — (61)) 
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设 Ca, ) 的 真 域 为 Ag» (bd, ) 的 真 域 为 Bz» k=1,2,.…,1, 下 面 考虑 多 重 
Fuzzy 条 件 语句 的 真 域 . 


模型 1, 
R‘? 4(A, X By) U (A; X B) U + U (A, X B,) (11.6.1) 
{ 
R? (z,y) =V {A (xz) A B,Cy)} (11.6.2) 
模型 2. 
i 
R? & () R, (11. 6. 3) 
k=] 
R, 人 (A; XY) U (A, X By) k=1,2,° 5 (11. 6. 4) 
{ 
R”? (x,y) =A ((1 — A, (x)) (A, C) A B,Cy))) (11.6.5) 
模型 3. 


设 A, = (a, 99 9 °° os, ) E F(X), B; = (6, ;Oi2 P ) = F (Y), i=l, 
Zest, 那么 多 重 Fuzzy KFA wWHAM R? 应 满足 Fuzzy 关系 方程 


Ki di? o ar Fiz °°" Fim bi; bi? n. Dim 
a9] a9 an ra ra rom bo, bo» Dom 
o == 
| : | | | : 
| ! 
i | 
|an anr U a | nl Yma CO Pum j On Diz Dim 
(11.6.6) 


MEN A  R=B, 我 们 取 其 最 大 解 A oB (如 果 解 存在 ) 作 为 真 域 R®. 
定义 11.6.2 设 a,p,c 为 模糊 概念 , 则 称 语 句 “ 若 zx 是 a 上 且 y 是 5, 则 > 是 
c” 的 陈述 名 为 复合 Fuzzy 条 件 语句 (compound fuzzy conditional statement) , 记 
为 
(Ca) A Œ) 一 《c) ) 
W Ca), (6), (O 的 真 域 分 别 为 AES(CX),，BESGY) 和 CE 人 (Z), 则 复 
合 Fuzzy 条 件 语句 (Ca) A (6) > (c)) 的 真 域 为 
R=AXBXC (11.6.7) 
BD Yre X,y€ Y,z € Z, Rlaz,yrz) =Alx) A Bly) A Clz). 
7232 11.6.3 a,,6,,¢, (Ci=1,2,°" lL) HERBS, Wl RIB A)“ AF x fia, 
H yÆb ， 则 z 是 cl; 否则 若 z 是 az Hy Hb, Wee; BWE x fa, 
H y 是 b,, 则 2 是 c, ”的 陈述 句 为 多 重复 合 Fuzzy 条 件 语 名 (multiple compound 
fuzzy conditional statement), iC X 


(Ca) A (bi) — (ci), Cug) A (b) — Coy) 5°, Ca) A Cb, ) — (c;)) 
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Ww Ca,) 的 真 域 为 Ag» (b) 的 真 域 为 B,> (cp) 的 真 域 为 Cys kR=1,2,°*',1, 
MEERA Fuzzy 条 件 语 句 的 真 域 为 


i 


R=| |] (A; X B; x C;) (11. 6. 8) 
i=] 


| l 
Bp Vz < X,y < Y,2z < Z, RCz,y,z) =V (A, Cx) A B,Cy) A C,Cz)). 


811.7 Fuzzy 控制 原理 


Fuzzy 控制 类 同 于 一 般 控 制 系统 ,所 不 同 的 是 控制 算法 . 建立 一 个 Fuzzy 控 
制 的 算法 模型 有 以 下 4 个 步骤 : 

(1) 确 定 误差 和 误差 变化 率 ，; 

(2) 将 误差 与 误差 变化 率 模糊 量化 ，; 

(3) 由 Fuzzy 控制 规则 计算 出 Fuzzy 量 ; 

(4) 将 Fuzzy 控制 量 转 化 为 确切 的 值 . 

其 框图 如 图 11.7.1 Bras. 


Fuzzy 
控制 规则 
B 
E —— {x tit; x 一 一 误差 ; z 一 一 误差 变化 率 ; A 一 一 工 经 Fuzzy AA 


B— x & Fuzzy 化 处 理 后 的 量 ;C Fuzzy 控制 量 ; u 控制 量 的 确切 值 
图 11.7.1 


11.7.1 输入 量 与 输出 量 的 模糊 化 


以 输入 误差 z 的 模糊 化 (fuzzification) 为 例 , 首 先 要 定 出 系统 误差 的 上 、 下 
限 ,从 而 作出 误差 的 论 域 X, 比如 设 为 [一 6,6j; 其 次 要 给 出 误差 的 寿 干 等 级 ,每 
个 等 级 对 应 一 个 论 域 X 上 的 Fuzzy 集 , 比 如 分 成 七 级 :正大 (positive big, 简 记 
PB), IE P (positive middle, f i€ PM), 正 小 (positive small, 简 记 PS), Ẹ (zero, 
简 记 ZO) , 负 小 (negative small, fic NS), fP (negative middle, fait NM), 
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大 (negative big, iid NB). 分 别 记 为 A;G =1,2,°°,7), EPI X EW Fuzzy 
集 . 最 后 建立 这 些 Fuzzy 集 的 隶属 函数 . 图 11.7. 2 是 定义 这 些 Fuzzy 集 的 三 角 
JÉ Fuzzy 数 , 这 里 给 出 的 是 连续 的 隶属 函数 ,实际 应 用 时 为 了 方便 将 论 域 离 散 化 
分 成 若干 个 整数 的 集合 ,比如 分 成 13 个 ,于 是 有 误差 论 域 

X={-—6,—5,—4, —3, —2, —1,0,1,2,3,4,5,6} (11.7.1) 


-6 -4 -2 O 2 4 6 X 


图 11.7.2 三 角形 隶属 函数 


这 时 每 一 隶属 函数 表现 为 论 域 上 的 一 个 向 量 . 表 11.7.1 表 示 了 离散 论 域 X 上 
的 离散 函数 的 癌 量 形式 . 


表 11.7.1 离散 后 的 隶属 函数 


负 大 (CNB) 
fA H (NM) 
负 小 (NS) 
(ZO) 
正 小 (PS) 
正中 (PM) 
正大 (PB) 


注 : 表 11.7.1 中 空白 处 均 为 0. 


对 于 误差 变化 率 t 和 控制 量 也 分 别 作 类 似 处 理 , 这 样 便 构 造 出 三 组 Fuzzy 
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Æ (A;} ，{B;} ，(Ci}) ,它们 分 别 表示 误差 ,误差 变化 率 和 控制 量 的 Fuzzy 量化 
等 级 . 


11.7.2 建立 Fuzzy 控制 规则 ,构造 总 的 控制 推理 关系 


控制 规则 是 Fuzzy 规则 器 的 核心 ,其 形式 为 “ 若 …… s Ij sees ”以 两 个 输 
人 (误差 x, REBELS OATH HER x ) 的 控制 为 例 , 其 规则 一 般 用 复 
合 Fuzzy 条 件 语句 表示 

@ chk A, Ha ëB, Mu BC, 
或 简写 为 
4A; HB,, IC, 

比如 ,“ 若 炉 温 偏 高 且 温 度 上 升 速率 较 快 , 则 多 吹 入 冷风 ”. 

控制 规则 不 止 一 条 ,但 也 不 会 太 多 . 相同 的 规则 可 以 合并 ,但 不 允许 出 现 矛 
盾 的 规则 . 所 有 的 规则 可 以 填 人 一 个 控制 规则 表 中 . 控制 规则 表 使 所 有 的 规则 
一 目 了 然 , 还 可 以 检查 是 否 有 重复 和 遗漏 . 例如 ,考虑 通过 调节 输入 锅炉 热量 来 
控制 锅炉 气压 的 问题 ,压力 误差 REELS .控制 量 等 的 语言 值 的 取 法 与 上 述 
相同 . 按 实 践 经 验 与 技术 知识 以 及 复合 条 件 语 句 , 得 到 控制 规则 表 如 表 11.7. 2 
所 示 . 


表 11.7.2 控制 规则 表 


mm 


每 一 条 控制 规则 都 是 一 条 Fuzzy 条 件 语句 ,所 有 规则 恰好 是 一 个 多 重复 合 
Fuzzy 条 件 语句 . 每 一 条 规则 对 应 于 一 个 推理 关系 

R, =A; XB; XC, (11.7.2) 

BU Yx,y,u， A R,Casy,u) 一 AT) A B Cy) A Clu) (11.7.3) 
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全 部 n 条 规则 对 应 的 Fuzzy 推理 关系 尺 为 


R=|) R, (11.7.4) 
I=] 
R(x, ysu) =V R, (z, ysu) (11.7.5) 
i=] 
11.7.3 Fuzzy 控制 输出 的 清晰 化 


对 于 给 定 的 一 个 输入 ,比如 “误差 z 是 A* ARERR RB” HEH 

理 关 系 R 便 得 相应 的 输出 控制 量 C* 
C* =(A*XB*).R (11. 7. 6) 
即 YuEU, 有 C* (w=V (A* (Cr) A B* O) A R(zr,y,u)) (11.7.7) 


x,y 


如 此 得 到 的 输出 C ”是 控制 论 域 上 的 Fuzzy E, C 反映 了 控制 语言 的 模糊 
TE. 然而 ,最 后 应 采取 的 控制 应 当 是 唯一 的 ,究竟 应 从 中 选取 哪 一 个 控制 量 u” 
施加 到 被 控制 对 象 , 则 要 对 Fuzzy 控制 输出 进行 清晰 化 处 理 (defuzzification). 

常用 的 清晰 化 处 理 方法 有 以 下 几 种 : 

1) 最 大 隶属 度 方法 选取 C” 对 应 隶属 度 最 大 的 点 w” 作 为 控制 输出 量 ， 
即 选取 wu" ， 使 得 

C” (2 )=Y C C(u) (11.7.8) 
uc U 

若 这 样 的 点 不 唯一 , 则 有 : 

中 最 大 隶属 平均 法 ” 取 这 些 点 的 算术 平均 值 或 几何 平均 值 . 

四 最 大 中 点 法 Wunin 与 max 分 别 是 使 C* (wu) 取 最 大 值 的 最 小 点 与 最 大 
点 , 则 


了 = “nin ne (11.7.9) 


《2) 中 位 数 法 ”最 大 隶属 度 方法 只 考虑 主要 信息 , 若 要 兼顾 其 他 信息 , 则 可 
以 选用 中 位 数 方法 , 即 选取 
u” = min{ | SIC* (a) > 5 ic" Cu) (11.7.10) 


uu uc U 


这 种 方法 能 全 面 考 虑 ,但 没有 突出 主要 信息 . 
(3) 加 权 平 均 法 ” 取 定 一 组 合适 的 权 系 数 (w, lu E€ U), ME 


u“ = (11.7.11) 


A FR LAT AAR GEA TT EOR A RK E, A T D fE, SR AR w, =C* Cu) 作 
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为 权 系数 , 即 所 谓 的 重心 法 


例 11.7.1 设 控制 是 双 输 入 单 输出 的 ， 控制 规则 由 下 面条 件 语句 构成 
if x = A; andz=B, then u =C; 


if z =A; and z= B, then u=C, 


这 里 论 域 = {zi ,XT2) ,Y=(y, >Yo9¥3}5 Z = {zzo} 
T] 之 2 
A, -2 40.5 
T] T? 


„=6 4, 1,01 
Yı y2 Y3 
c, 8441 
zZ] z2 
C =i 404 
之 1 Zo 
0.1 0.5 0.5 
A, X B, = 
0.1 l 0. 6 
改写 成 
0. 1 
0.5 
0.5 
A, XB = 
0. 1 
l 
0.6 
从 而 
0. 1 0.1 0. 
0.5 0.4 0.5 
0.5 0.4 0.5 
R, =A, XB, XC, = xX (0.4, D = 
0.1 0.1 0.1 
1 0.4 1 
0.6 0.4 0.6 
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0.6 1 0.1 
A» x B, = 
0.5 0.5 0.1 
改写 成 
0.6 
1 
A> x B, = 
0. 
0. 
从 而 
0.6 0.6 0.4 
l 1 0. 4 
1 0.1 
R, =A, X B; XC, = x (i, 0.4) = 
0.4 
0.5 0. 4 
0.1 1 0.i 
0.6 0.4 
l 0.5 
4 0.5 
R=R, U R, = 
D 0.4 
1 
0.6 
又 若 输入 为 
At 一 工 十 9.? 
T] T? 
Yı ye Y3 
则 
0.6 0.4 
] 05 
0.4 0.5 
C= (A x B ) XR= (O.1, 0.5, 1.0, 0.1, 0.5, 0.5) ° = (0.5, 0. 5). 
0.5 0.4 
05 1 
0.4 0.6 
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Fuzzy 控制 是 Fuzzy 逻辑 最 成 功 的 应 用 , 自从 英国 学 者 E. H. Mamdani 
(1974) 设 计 出 对 于 发 动机 的 压力 与 速度 的 Fuzzy 控制 器 以 来 ,Fuzzy 控制 技术 
发 展 迅 速 . 从 以 下 几 个 方面 进行 了 相关 的 理论 研究 ,如 Fuzzy 控制 器 性 能 的 研 
究 (Bandemer，Hartmann，1998; 汪 培 庄 ， 李 洪 兴 ，1996), 基 于 神经 网 络 的 
Fuzzy 控制 ( 汪 培 庄 , EH, 1996; 赵 振 宇 , PRAM, 1996), Fuzzy 控制 器 的 结 
Hey 4) tr (Buckley, 1992a, b; Moon, 1995; Siler, Ying, 1989; Ying, Siler, et 
al. , 1990; Ying, 1993, 1994; ZE#EX, 1995, 1997, 1998 ) 与 实用 Fuzzy 控制 
an) WIT (Ross, 1995) 等 . 关于 Fuzzy 控制 的 研究 还 可 以 查阅 相关 文献 
(Special Issue on Modern Fuzzy Control, 1995; Special Issue on Fuzzy 
Control, 1995; Wang, Chen, et al. ，2007)， 关 于 Fuzzy 推理 的 研究 可 以 查阅 
相关 文献 (Baldwin，1979，1981; Dubois, Godo, et al. , 1993; Dubois, Prade, 
1988a; Dubois, Prade, et al. , 1990; Liu, Kerre, 1998; Reddy, Babu, 1992; 
Yager, 1986, 1988, 1989, 1995; Zadeh, 1973b, 1985, 1987a, b; 应 明生 ， 
1989). 
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M128 Fuzzy 测度 与 Fuzzy 积分 


我 们 知道 ,经 典 的 测度 是 一 种 可 加 性 测度 ,这 种 测度 是 事物 长 度 .面积 .体积 
以 及 质量 等 的 一 种 抽象 表示 . 在 客观 实际 中 ,对 于 事物 的 度量 并 不 满足 可 加 性 ， 
例如 ,信息 处 理 中 信息 量 的 度量 ,物体 的 温度 等 就 是 这 样 一 种 情形 ， 所 以 建立 非 
可 加 测度 的 系统 理论 对 于 更 加 全 面 而 深入 地 揭示 大 上 自然 客观 事物 的 本 质 是 非常 
必要 的 . 1968 年 ,L. A. Zadeh 完成 了 他 关于 Fuzzy 测度 的 开创 性 工作 . 1974 
年 ,M.Sugeno 对 Fuzzy 测度 与 Fuzzy 积分 进行 了 系统 的 研究 . 随后 许多 学 者 
完善 了 这 一 理论 并 将 其 从 不 同方 面 进行 了 推广 . 本 章 研 究 经 典 集 合 上 的 Fuzzy 
测度 与 T 型 Fuzzy 积分 ,Fuzzy 集合 上 的 Fuzzy 测度 和 Fuzzy 积分 ,Fuzzy 集合 
上 的 区 间 值 Fuzzy 测度 与 Fuzzy 值 Fuzzy 测度 以 及 相应 的 Fuzzy 积分 等 .这些 
研究 只 是 初步 的 ,更 进一步 的 内 容 可 以 参阅 本 但 后 面 的 相关 文献. 


$ 12.1 Fuzzy 测度 


首先 讨论 经 典 集合 的 Fuzzy WE. 

定义 12.1.1 R IT FX), FERF: 
OXE; 

(D AE HPA EM; 


十 oo 
(3) A, E X(n E N)> VA, EX. 
n=l 


则 称 为 关上 的 go- 代数 或 o- 域 (o -algebra). R(X, % ) 为 可 测 空 间 
(measurable space), A € y #K 7A A] MÆ (measurable set). 
由 定义 12.1.1 AA Mo RW. OE AT ,并且 


+o 


A EANES fA, ea. 
n= 1 


定义 12.1.2 (Sugeno, 1974) XAOS, ¥OP(X), u: J>(0,1) ,满足 
条 件 : 
(1) pCO) =0, p(X) = 1; 
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(2) YA,BE WwW ,AS Be pA p(B); 
(3) A, €E AÁ n €E N) ,A, AA RA, A CA S1.2),H A €E of ,有 
lim y(A,) =ulA). 
M pACX, X) A LKI Fuzzy 测度 (fuzzy measure). (X, Wf, np KA Fuzzy 
测度 空间 (fuzzy measure space). My (X) 表示 (X,，%) 上 的 所 有 Fuzzy 测度 集 . 
关于 Fuzzy 测度 可 以 作 如 下 解释 : 设 有 某 个 元 素 x EE X, 我 们 猜测 zx 可 能 属 
于 wy 的 某 个 元 素 A ( 即 有 AEw ,使 z+€ A). 但 这 个 猜测 是 不 确定 的 ,是 模糊 


的 . 就 是 这 个 猜测 的 模糊 性 的 度量 . AE £ A=, TURE rE A, 从 而 
uD) =0; FA=X, WHA CA, WaS; FASB, M EART 
能 性 自然 比 x € B 的 可 能 性 小 , 故 取 uA 委 ApCB). 又 设 A GASTA, 
Cc CA, 的 可 能 性 是 随 着 n 的 增 大 而 逐步 增 大 的 , 故 p 应 该 是 连续 的 . 

在 定义 12.1. 2 中 ,条 件 (1) 表 示 非 负 有 界 性 ,条 件 (2) 为 单调 性 ,条 件 (3) 为 
连续 性 . 当 X 为 有 限 集 时 ,由 条 件 (2) 可 以 推出 条 件 (3). 

例 12.1.1 it X=(a,b}, 到 一 乡 (X)、 如果 


0, A =Ø 0, A= Ø 

0.2, A=({a} 0.6, A=({a} 

mM) asw PET os, A=(6) 

l, A =X l, A=xX 
WW usy E My CX). E 
EIE 12.1.1 Basu E My (X), AC S WREX y U uzsa N u 如 

下 

Gn U pe) (A) =m (AD V pp (AD (12.1.1) 
Gu N po) (A) =p, (A) A (A) (12.1.2) 
则 m U py Q uz © Ma (X) (12.1.3) 


在 My (X) 上 定义 序 关 系 GC: Ai Cw HRA VAC WH 
m (A) < (A). 
EH 12.1.2 By BAM CX, x ) 上 的 Fuzzy WE. 则 YA,BE SX, 
(Aln ENTAL A 
(1) (A U B) È pA) V pB), pA N B) <A) A plB); 


十 四 +e 十 四 十 oo 
D ah U An) SV ADs af A An) <A An, 
n=l n= n=] n= 


w#ARCOCWB FAA UU BDA, AUBDB, Kp 的 单调 性 , 推 得 CA U B) È 
u(A), WA U B?) 之 ADB)， 于 是 
(A U B) = pCA) V aB). 
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由 于 AmnmBSEA4,4mnmBEB, 及 的 单调 性 ,同样 可 证 (1) 的 第 二 式 和 (2), C 
直接 由 定义 还 可 以 得 到 以 下 定理 . 


定理 12.1.3 设 / 是 可 测 空间 (X，% ) 上 的 Fuzzy WE. 在 (X,，%) 上 和 定义 
v(A) =1— plA‘) (12.1.4) 
则 ty de CX, SM) ER Fuzzy 测度. RR v Æ u WTR Fuzzy 测度 (dual fuzzy 


measure). 


——— 


例 12.1.1 中 的 两 个 Fuzzy 测度 是 对 偶 的 . 
S 12.2 几 种 特殊 的 Fuzzy 测度 


12.2.1 概率 测度 


定义 12.2.1 BXAD,ACP(X) Bo VM, P: A 一 [0, 1 满足 下 列 两 
个 条 件 : 


d) P(X) =1; 


(2) Yi# jA: NA; = ø=>P| U A, | = P(A,). 
n=] n=l 


则 称 P 为 wx 上 的 概率 测度 (probability measure). 也 称 (X，%w ) 为 概率 可 测 空 
[i] (probability measurable space), (X, W , P) Ay W E W BE 2 M] (probability 


measure space). 


定理 12.2.1 概率 测度 是 Fuzzy 测度 . 


证 明 (1) PCX) = POX U @) = PX) 4+ P(OD)>PCOD) =0. 


=>P(B)=P(A U (B\A)) = P(A) + P(B\A) È P(A). 


(3) 设 AGAC eGA, Sn ,日 A= Ua, Jl] . 


及 U A, =A, U (A,\A1) U (A3\A2) U © U (A, MAn) Uo. 
an=] 


由 于 Ay ,A,\A, »A3\A> ato ,ANA 1 9 两 两 不 相交 ， 由 概率 的 可 列 可 加 

性 ,有 

P(A) = lim[P(A,) + P(A,\A,) + P(A3\A2) 十 … 十 PCOANNANT) J 
N—» «9 


N —= œ 


模糊 理论 基础 
当 A, — A, ar 一 A, -到 H. A =|) A, 时 ,可 以 类 似 地 证 明 
n=] 
lim P(Ay) = P(A). 口 
N -= 


12.2.2 Dirac 测度 


定义 12.2.2 R XZD, 4TFP(X), a€ XERE, m: A— {0,1}, H 
对 于 任意 AE .w ,满足 


l, acA 
mt( A) -| (12.2.1) 
0, aCA ` 
WER m 为 Dirac 测度 (Dirac measure). 
由 Fuzzy 测度 的 定义 直接 验证 可 以 得 以 下 定理 . 
定理 12.2.2 Dirac 测 度 是 Fuzzy 测度 . 


12.2.3 A-Fuzzy WE 


定义 12.2.3 KAEA EC Cl, +0), VORP CX) BoM, gu I> 
[0,1] 满足 条 件 : 
CG) g,(X) =1; 
DEA BESS, HANB=Ø, W 
g, (A U B) =g, (A) +g,(B)+ag,(A)g, (B); 
(2) g, 是 连续 的 . 
则 称 g, A of LAK A-Fuzzy 测度 (4 -fuzzy measure) ,或 g, -测度 ,或 Sugeno 测度 . 
显然 , 当 4 = 二 0 Hf, à -Fuzzy 测度 是 概率 测度 . 例 12.1.1 中 的 u, Æ Aà -Fuzzy 
测度 (4 二 5), jo E A -Fuzzy 测度 (1 一 一 1/12). 
定理 12.2.3 1 -Fuzzy 测度 是 Fuzzy 测度 . 
证 明 由 定义 12.2.3(2) 知 
BX) =e (XU OD) =e, (1X) + 2,198) +Ag,(X)2,(D) 
从 而 egia +4) =0. AW AA—1, MARA g (名) =0. 
担 证 单调 性 . A,B E si, Il 
A Z B>B=A |]J (B\A) 
=>g,(B) =g, (A) + ¢,(B\A) +12,(A)¢,CB\A) 
=g, (AI + (1 +Ag, (Ad) g, (B\A) > g,(A) (Aa >- 1). [ 
定理 12.2.4 和 在 8: 呈 [L0,1J，g(CX) 一 1 并 且 是 连续 的 , 则 对 于 任意 AE 
(-l,t+o), ff RABE WAN B=B, RA 
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g(A U B) =g(A) + g(B) +Ag(A)g(B) (12.2.2) 
的 充分 必要 条 件 是 g 是 关于 某 个 zo E€ XW Dirac WE. 

WEAR RE A=0, 则 由 式 (12. 2.2) 得 只 要 A,BE x, AN B=, WA gA 
UB=g(Ad+¢(B). 从 而 当 和 A E€ C1, +o) 且 4 关 0 时 ,在 给 定 条 件 下 使 式 
(12. 2.2) 成 立 的 充 要 条 件 是 ,对 于 任意 A,BE HHA B=, 则 g(A) 与 
g(B) 中 至 少 有 一 个 是 零 . 这 等 价 于 g ERTA z E€ XM Dirac 测度 . O 

这 说 明 Dirac 测度 对 于 任意 X% E (一 1, +o) 都 是 4-Fuzzy 测度 . 

定理 12.2.5 Weg, Bo -代数 A P(X) EKW à -Fuzzy WE. 

g,(B) — g, B NA) 


— $g 

D gx(B\A) Anaao ,特别 地 

BCB) gA) 
AS B= 8, (BVA) = TT (AD 
ey 1— g, CA) ; 

(3) h: A> [0,1], H ACA) =1— g, (AD, YAE A, pays. WW A Æ 
xu-Fuzzy 测 度 ; 

(HE Vi 天 jj; A, NA, =D, Wa KOR 

e(U a) =H Tataga (12. 2.3) 
n=] n=] 


证 明 (1) 因 B=<BN ADU (CB\AD (BN AN (BA =g, RNA 
g,(B=g¢g,((B N A) U CB\A)) 
=g, (B N A)+e¢,(B\A)[1+Ag,(B NA] 


saaw EEN 

(2) 在 (1) 中 取 B= X B. 

(DDA ACX) = 二 1 一 g,(X') 二 1 一 g,(@) = 二 1, 有 满足 定义 12.2.3(1). Hg, 
的 连续 性 易 知 的 连续 性 . 下 证 天 满足 定义 12.2.3(2). 

KA BEAHAN B=, N 
1—g (AUB) _ d+, AUB 
1+ag, AUB) 1+ag,(AUB 
_ A +A), (A) +8, (B) +28, Ag (BY) 

1+ACg, (A) + g, (B) +Ag, (Ag, CB) 


(1+ A)Lg, (Add +Ag,(B)) + 8,(B)0 +18, (A) — ag (Ag, (B) | 
(1+Ag, (A) +Ag, (BB)) 


h(A U B= 1—g KA U BY) = 1— 
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(+Ag8, (A) A+Ag CB MAGL 十 DECAD)S (BD 
1+ Ag, CA) 1+Ag,(B) (1 +Ag,(A))0 二 Ag (B)) 


LAMA 1 sD a (1 L(A) ( 7 1 4B) ) 
1 tag (AD 1+Ag,(BY) 1+4\ 1+ag,(A 1+Ag,(B) 


| 


1— g (A) +1—¢,(B) — 74d (ADA g BD) 


h(A) +hCB) + uh (AAC) 


| 


TA、 
由 4 > 一 1 知 4 一 ii >71 
(4) 设 A SELS HA NA, SØGE) M A OR 
Ea (A, U A,)= g, (Al) +g, (A) + Ag, CA) g,CA2) 
= [4 Hagi (ADA +g, (A) 一 可 


A UJ As) -if [La +Ag,(A,)) —1 
kZ] À Lizi] 
H Ba 的 连续 性 ,得 


a(U A.) =f] atanan], [ 


定理 12.2.6 WA BEX, g, Æ AEKA -Fuzzy 测度 , 则 有 


z (A U B) _ & fA) Sas GAGE Ee 

(12.2. 4) 
证 明 RFA UB=AU (CBN AD)D,AN CBN AD=B@, i 

g,(A U B=g, (A) +g, (B N AD +Ag, (Ag, (BN AD) 

=g,(A) + (1 +Ag,(A)) g,(B N A‘) (12. 2.5) 
RB=(AQN BU(BN AD), ANB NBA AD=S6, FË 
gi (B)=g (AN B) +g, BNA +Ag, (AN Bg, (BN AD 
=g, (Af) BÐ +(1+Ag, (AN Bg (BN AD 


§,(B) — g, (A NB) 


Bp ga B N AO = (AN B) 


将 式 (12.2.6) 代 人 式 (12. 2.5) ,得 


(12. 2. 6) 


SB) 一 SA N BD 
1+ Ag,(A [| BD 


_ 8, 6A) + g(B) — g,(A N B) +A8,(A2, (B) = 
l+Ag,(AN B) 
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定理 12. 2.7 i X= {r 3 是 有 限 集 ， Ba Æ P(X) EW A -Fuzzy 
测度 , 记 gi lUr Sg; CS1, 2 men), 则 VAE P(X) 
0, A= 


>) Bi A=0,A4AD 
g, CA) = z EA 


H [ha +ae.—1) = > (ai= IJ g), a £0,A}A Z£ Ø 
À r EA Be P(A) x €B 

(12, 2.7) 
WAR 〈1) 当 1 和 =0 时 ,由 定义 12.2.3(2) 得 


=g,( X) = ASEAS = Dg: 
i=l i=] 
又 对 于 任意 A € F(X), 关 A 关 训 , 则 
gi(A)= >) gi 


r EA 
(2) à 关 0 时 ,对 于 任意 A c P(X) HAZ 名 ,由 定理 12. 2.5(4) 得 


a= I a+ae2—1)= 3 (a Te 


r E&A BE P(A) z €B 

定理 得 证 . [ | 
定理 12.2.8 设 X=(ziz…x) 是 有 限 集 ，g, BPCK) EWA -Fuzzy 

测度 ie eg Ur =¢g;G=1,2,-+,n), WER 


1+a=]] daig) (12. 2. 8) 


i=] 


d) > gi < 1> > 0; 


t=] 


(2) $g; =1>,=0; 


i=] 


Sig; > l= -1<a<o. 


i=l 


(3) 


k 
iE AB S fray = [PL atagy, k 二 2,3,…,n. 不 失 一 般 性 假设 g > OM 


i=] 
g: > 0. HA MRA 1+Ag, > 0,k=1,2,--,n##HA>-1. A 
fi à) =(1+Ag,) f (A) 
有 _ 
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ff, A S gf n A HHA HD ,1 A) 
SOD =2ef a AD A HADS aA) 
BS BB, VR E {2,3,…n) MAE (一 1 0), ME SL, >o 和 
n A >o, WP ,Q) > 0m £",Q) >0. 又 因为 
Faa) =g A +g) 十 gz(1 十 Mg1) >0M f",() =2g g: >0 
所 以 得 到 a > 0, MAR f, (4) 在 (一 1,o) ARK. 由 导数 的 定义 直接 
得 到 


fi, (0) = Dg 
i=] 
注意 lim/, Q) =0, 于 是 得 到 : 


(1) 如 果 Die <1, 则 4 关 0, 且 s,Q) 的 曲线 与 直线 fa) 二 1 十 4 在 某 个 
i=] 
à > 0AA ME— AY) 26 ; 


DWR Xe: =1, WHR f(4) =1 +A BS, A) TEA =O 处 的 切线 ; 
i=] 


(3) 如 果 Dig, >l, Ma0, 又 因为 /和 ,4) >O#FAMFAS-1, f= 
i=l 


1+A<0, 所 以 f, (4) 的 曲线 与 直线 /0Q) ==1 十 4 在 某 个 *E (一 1,0) 处 有 唯一 
的 交点 . C 
Bj 12.2.1 i X= {a,b,c}, p(X) =1, u {a}) =pC(b}) =0. 2,nC{c}) = 
0.1, » ÆA -Fuzzy 测度 . 由 定理 12. 2. 8 可 以 确定 1 的 值 . 由 等 式 
1 十 1 一 (1 十 0.21)(1 十 0.21)(1 十 0.1)) 
Bp 0.0044? + 0. 08a — 0. 5 =0, 得 到 = 二 5(4= 二 一 25 爹 去 ). 口 


12.2.4 信任 测度 


定义 12.2.4 称 Bel:% 一 [0,1] 为 信任 测度 (belief measure) , 若 : 
(1)Bel(@)=0,Bel (X) =1; 
(2) A,B € w, Bel(A U B) > Bel(A) + Bel(B) — Bel(A N B). 
由 (2) 可 得 V A © x Bel(A) + Bel(AQ) <1. 这 一 事实 说 明 , 由 xE€ 有 A 不 
大 可 信 ” 这 一 命题 不 能 得 出 “zx € AS 就 很 可 信 ” 的 结论 ， 并 且 由 (2) 还 可 以 得 到 
V Ai,A,,…,A, EA, Bel( U A, | > Y BelA,) — SI BeA, N A,) 
k=] k=] 


kZ I 


+ D""Bel{ f A, ) 
=] 


k 
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例 12.2.2 设 m: x 一 [0,1| 满足: 


(1) mC SD) =0; 
(2) >) m(A) =1. 
AESI 
则 Bel(A) = m(B) 
BCA, BE # 
是 信任 测度 . 
证 明 Bel(AUB)= >) m(E)> >) mÆ) 
EZCAUB ECA or ECB 
EE EE 
> Y mE + S mD 5) mE) 
EGA ECB ECA B 
Ee 好 EC of Ee of 


= Bel(A) + Bel(B) — Bel(A Q B). 
定理 12.2.9 VA,BE x, AC B=>Bel(A) < Bel(B) 
证 明 YA,BE #¥,AC B>B=A VU (B\AD 
=> Bel(B) = Bel(A U CB\A)) 
= Bel(A) + Bel€(B\A) — Bel(CA N (B\A)) 
之 Bel(A). 


(J 


推论 12.2.1 AX HARE. Wo RR IVC P(X) EAE MB Fuzzy 


测度 . 


WEARS 设 民 为 有 限 集 并 且 4A,A € Win END) 满 足 AEA CCA, 


所 … 三 ASX,A,AA, 则 存在 NEN, 使 得 AN 一 人 . 


[] 


定理 12.2.10 设 有 限 集 X=(zri,zy，…z)，g) Æ P(X) EK A -Fuzzy 测 


EN: 
(1) 当 4 之 0 时 , g, 是 信任 测度 ; 
(2) 当 g, 是 信任 测度 ,并 且 不 是 Dirac 测度 时 ,4 > 0. 
WEARS (1)Y A,BE F(X), 当 4 一 0 时 ,我 们 有 
gi(AUB)=g,(A)+g(B) g, (A) + ¢,(B) — g AQB) 
这 时 g, A =0) (AEE. 
MAD>OM.AA=S,¢,(A)=0. BAAS, BEM 12. 2.748 


g, (A) = > Cuan IT «:] 


BOA r EB 
令 m(B) =A!" || g, 
rE€B 


则 当 A 守 0 时 , 0< mB) <1, Hm) =0. 又 


482 TO 模糊 理论 基础 


S)m(B) = >， Cuan I e:) —g,(X)=1 


BOX BCX EB 
由 例 12. 2.2 知 , g A> 0) 是 信任 测度 . 
(2) 设 g, 是 信任 测度 ,并 且 不 是 Dirac 测度 , 则 存在 k,lE 11,2,0, nh, k £ 
L, 使 得 
8 一 BC 天 0，8gi 一 gtZ)》 天 0 
并 且 g,({x,}) +g, CUr tieid Dana Urn Sg (ri} U {zr}) 
= gK Hg Ca — 8, Cae) N ta) 
机 1)) 


Kagir Dege CD 20, KA > E 
例 12.2.3 w X 为 有 限 集 ， mn 是 关于 某 个 二 < X 的 Dirac 测度 , 则 m 
-Fuzzy 测 度 (4 >— 1), 也 是 信任 测度 . LJ 


12.2.5 似 然 测度 


定义 12.2.5 称 PL: 4— [0,1] AMR WE (plausibility measure) ,4: 
(1) PlC OD) =0,PICX) = 1; 
(2) A,BE X , PICA U B) < PICA) + PI(B) — PICA fN B). 
由 (2) 可 得 YA E g, PLA) -+ PLA) > 1. 并 且 由 (2) 还 可 以 得 到 
YA,A,,…,A, EY 


| U Ay) < EPAD 一 
k ==] k=] 


SYPICA, NA peep P| ans 


kl k=] 
(12.2.9) 

例 12.2.4 ifm: 4—[0,1] 满足 : 

(1) mC Ø) =0; 


(2) S\m(A) =1. 


Ataf 


MW PLEA) = >) mB) 是 似 然 测度 . 
BN AD 
BE af 


证 明 由 定义 易 知 PICO) =0, PL(X) 一 1. YA,B € A RABE 
{CICA AUBDASINCICN AN BDF YY) 
=({CICNAFBI\NCICN AN B®) 
UCCIC ON BEBNCICN AN BDF Ø?) 
则 有 
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PIKAU B- PKAN B= >, mO- $, mC) 
CACAU B42 CHAN B#S 
CEs CEJ 
< >， mO- $, mO+ $) mO- dD, mC) 
CANA CNAN DAS CN BÆ Ø CAANBD ED 
CE CE a CE of CES 
= PICA) + PL(B) —2PI(A fì B) 
即 有 PICA U B) < PICA) + PI(B) — PICA N B). 故 Pl 是 似 然 测 度 . C 
定理 12.2.11 (1) 若 Bel: ~~ [0,1] 为 信任 测度 , 则 
PICA) =1—Bel(A‘) (12, 2.10) 
是 似 然 测度 ; 
Bel(A) =1 — PI (A°) (12.2.11) 
是 信任 测度 . 


证 阴 C) PPC) = 1 — Bel OS) = 1 — PBel(X)=0, R(X)= 1— Bel(X')= 1, 
PICA U B)=1—Bel((A U B) =1— Bel(A‘ N BY) 
< 1 + Bel(A‘ U B) — Bel( A‘) — Bel(B’) 
= PI (A) + Pl(B) — (1 — Bel((A N B)')) 
= PICA) + PL(B) — PICA NM B) 
所 以 PL 是 似 然 测度 . 
(2.284 (1) By GE. C 
定理 12.2.12 YA,BE £, AGZ B>PI(A) < PI(B). 
证 明 由 定理 12. 2.11 知 BeA) = 1 — PICA) 为 信任 测度 ,再 由 定理 
12. 2. 9, 即 信任 测度 的 单调 性 ,我 们 有 
ACB=B: C AS=>Bel(B‘) < Bel(A‘) 
>] — PI (B) < 1 — PI(A)=>PI(A) < PIC(B). O 
推论 12.2.2 Æ XAAR, Wo RR LAIT 93(X) 上 的 似 然 测度 是 Fuzzy 
测度 . 
定理 12.2.13 设 有 限 集 X=(zizsr，…z)，gli Æ P (K) ER Aà -Fuzzy yl 
度 , 则 : 
(1) 当 一 1< 人 委 0 时 ,sg 是 似 然 测度 ; 
(2) 当 g, 是 似 然 测度 HAAS Dirac 测度 时 ,一 1 <A 0, 
证 明 由 定理 12. 2.5(3) 与 定理 12. 2. 10 UW Rp S0e—-1<A<O Hil. 
C] 
B 12.2.5 it X EARÆ,H m: P(X) — [0,1], 使 得 
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YAE P(X), mA) =A 


| xX | 
这 里 |A| 表示 A 中 所 含 元 素 个 数 . 则 容易 验证 m 是 L=? X) EK AEN E 
和 似 然 测度 . go 


12.2.6 可 能 性 测度 


定义 12.2.6 IL; <—->[0,1] An AE ME (possibility measure) , 若 : 
(1) TT (SB) =0, I (CX) = 1; 


en 十 四 
(2) TT | | A, | =V TI A,). 
n=] n= 


Hy (2) 8] SM :max( Tl (A), IP CAS} = 1. 
Gil 12.2.6 BAEC FYE V AW 一 1( 即 (A) = 1) 8 
TI (B) = V Alz), BE XX) 
Wy TE SC(X) 上 的 可 能 性 测度 . O 
€H 12.2.14 YA,BE Æ, AGT B> ICA <I CB. 
WAR YA,BE x,ACB, 由 定义 12.2.6(2) 得 
Il (8B) =I (AUB)=I (A) VEIT CB èI (AD. C] 
推论 12.2.3 车 六 为 有 限 集 , 则 oa- 代数 A PX) EWA EH ME E 
Fuzzy 测度 . 
定理 12.2.15 若 闵 为 有 限 集 , 则 (CX) 上 的 可 能 性 测度 是 似 然 测度 . 
WAR ik X= iratsi’ m = H Gr HOS my Sma Ss 
t, <1. BIR (A)=xj, 1 (B=a,, TAN B) Sr. Wa; Saor Say. 
H n; <a, WU AU B) =r, Ai 
Il (A U B) STI (A) +I (B) — TI (CAN B) 
对 于 x; > xx 情形 类 似 可 证 . 口 


12.2.7 必然 性 测度 


定义 12.2.7 N:w%-[0,1] 称 为 必然 性 测度 (necessity measure) ,者 : 
(1) NCD) =O0,NCX) = 1; 


(2) N( N An) =A, NCA). 
n=] n= 


由 定义 12. 2.7(2) 可 知 : min{ NCA), NCA )} =0. 
类 似 定理 12. 2. 11 可 证 以 下 定理 . 
定理 12. 2. 16 (DAN: A> [0,1] 为 必然 性 测度 > 由 | 
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I (A) =1— NCA‘) (12. 2.12) 
是 可 能 性 测度 ; 
(QA: A> L0,1j 为 可 能 性 测度 , 则 
N(A) =1— [I (A‘) (12. 2. 13) 
是 必然 性 测度 . 


类 似 定 理 12. 2. 12 可 证 以 下 定理 . 

定理 12.2.17 VA,BE YW ,ACB=>N(A) < N(B). 

推论 12.2.4 若 X 为 有 限 集 , 则 cc- 代数 % 和 9(X) 上 的 必然 性 测度 是 
Fuzzy 测度 . 

由 定理 12. 2. 15 与 定理 12. 2. 16 可 证 以 下 定理 . 

定理 12.2.18 若 久 为 有 限 集 , 则 FSC(X) 上 的 必然 性 测度 是 信任 测度 . 


812.3 Fuzzy 积分 


设 CX, x ) 是 可 测 空 间 , 记 
Co) ={h E FCX) lh, ={rIh(r) Sa} € Aya € [Lo0,1)). 
很 显然 ,对 于 hE 了 F(X), 我 们 有 hE CCH 4AM K h-={r|hlr) >a} € 
I. #H € 45PX). W VYREFCK), hE CCH). 
定义 12.3.1 By: A— [0,1] Æ Fuzzy 测度 , AE€ IS, hE CCW) AL A 
EXT u 的 Fuzzy 积分 (fuzzy integral) 为 


| hlr)» ple) =V 
A Fe sf 


在 没有 声明 的 情况 下 ,以 下 均 认 为 AE .x,hE C(MHA LEC My(X). 下 
面 给 出 Fuzzy 积分 的 男 一 种 表示 形式 . 
定理 12.3.1 Fuzzy 积分 可 以 表示 为 


| A(x) pb) = V la AulAnNh,)) (12. 3. 2) 
A €[0,1] 


a 


( A Aca) A ulA N E) (12.3.1) 


TEE 


证 明 令 ag 一 人 A(z), WES {zlh(z) Sar) =h FR 
EE 


V í A A) AAN ED} < V lar A nA Nh, )) 
x€E EC Wf E 


Ee of 
< V ta Nh pA) AAD} 
ac [0,1] 
又 因为 a 过 A hlr), M 
rCA 


V fa AN pANAII<X V {CA A(z) A BAN AD} 
aE 


ag [0,1] [0.1] Eh, 
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<V {CA A(z) A WAN ED} 
Ee of xEE 
则 证 ， 口 
例 12.3.1 t X=[0,1], u AX ER Lebesgue 测度 并 且 

h(x) =—2* +22, h, =[1—-JS1—a ol] 

则 | ha) w= V fa A phy} 
= V {a AVI a) =E x 0.62. C 
e€{0,1] 2 


例 12. 3. 2 设 X={x, sTo ay Eby y Æ X 上 的 Fuzzy 测度 ， h = F CX), 
并 设 AC a) S hla.) So Sha), A; = {213223} Dl 
| AG op)= V hr) 人 AAA) 口 
t= 1.2, yn 


定义 12.3.2 (A, |i =1,2, =n} C P(X) MEN), 使 得 
A, # BWI), A, NA, =BGF|), UA =x 
而 {a; li =1,2,= sn) C [0,1], BBM s: X > [0,1] H Fuzzy 简单 函数 , 若 
Vz € X, x) =V {a A xa (7)) 


全 体 Fuzzy 简单 函数 之 集 为 9 . 
#i sé F,R 


Qa) =V far A aCA N AD (12. 3. 3) 
hE) 
CS)| h(xdu=V (Qs Z h) (12.3.4) 
A sE F 


Fuzzy 积分 符号 用 f 表示 ,以 区 别 Lebesgue 积分 . 下 面 的 定理 给 出 了 


Fuzzy 积分 的 又 一 种 表示 形式 . 
定理 12. 3.2 Fuzzy 积分 可 以 表示 为 


| AG o ks) =(S)| ACz)dn (12. 3.5) 
WE AR WEE A,ap=A h(x), Ww 
IEE 
so (x) =ap* XE CT) 


则 so Gh, H. So 为 Fuzzy 简单 函数 ,于 是 
Qa Cso) =ar A aCA N E) 


(S| Ady > Qa Cso) =ar A uA N E) 
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HE 的 任意 性 及 定理 12. 3.1 得 
GJ h(xaydus V lar AAAD 门 五 )) =| hlr)» p+) (12.3.6) 
A EC @f A 


而 另 一 方面 , 任 取 s € F R s(x) =V (a; A Xa ‘ZX)}, (re X), 且 sCh. 则 存 
在 io < {1,2,…,n), 使 


n 


Qa) =V ta; A CANAD?) =a; AAN A; ) 


i 


=1 
又 由 所 六 推出 ca; < A Alr), 于 是 
0 TEA, 


0 


a< | A h(a] A pA) A; DS VV 


( 和 h(x) A AN P)! 


TEA, EEC wf zE E 
=| A ep) (12. 3.7) 
由 式 (12.3.6) 与 式 (12.3.7) 即 得 式 (12. 3.5). LJ 


定理 12.3.3 Fuzzy RIRA TIER: A, BE A, hhh EECA), ps 
poy? © My CX), 


Dox (D| Ady <1 

(2) h} <h> D| hı Cr)du S CS)| hoCa)dp; 

(3) AC B>(S)| h(x dp < (S| Ad ps 

(4) py Epo (S) | hd yn < (D| hedy: 

(5) yA) =0>(9)| hz)dp—0 

(6) (D| hr)dp=0>p(A N {z|h (a) > 0}) =0; 

(7) (S)| edu =c A pA) Ce € [0,1)); 

(8) D| (h(x) + Ody S| hdt (| cdp( 0<e<1— V ha); 
(9) CS)| Ca V h(z))dp=a V (S)| hdp, o<a<l; 

(10) (D| nCz)dp=(S)| (xa lr) A h(x) dys 


(11) CS)| Ch, U he) Cxddp 之 CS)| hi(lx)dx V (D| hlady; 


488g 
(12) OIRO N haddu < (S| hi dy A Of ha (dp: 
(13) (D| Ady > (S)| aCe dy V (S)| hady: 
AUB A B 


(14) | hr) dy < (>| h(xddy A f h(xdp. 
ANB À B 


证 明 只 证 (6),(8) 和 (9) ,其 他 容易 证 明 . 
(61 aCA N {zl|hk(z) > 0}) =c>0. 因为 


A N {zlh(z) >=} AA N {rlh(z) > 0) 
所 以 由 Fuzzy 测度 的 连续 性 ,有 
lim p(A f |z lh (2x) >=) )=e 
于 是 存在 No 使 得 
_ i Ka 
WAN hin D =p(AN gao > 元 |) ) > 
因此 有 
_ dac 
(S)| hody = V ARANAS AEO 


这 与 (S| h(x)dp=0 FE. 
OMR OSL BA h(x), MO<ShCadt+e<ml, 于 是 


| Aa) + odpm V { A na) +0) AAN P| 
VACA A@ +e) A AN P) 


<V {( A Az) A CA N F)) + Ce AAN F))) 
Fe wf x€F 


<V AC AA) A WAN P) +6 A pA) 
Fe of 


=V {( A A) A WANE) +e A A) 


Fe of té F 
= | h (z)da 十 (S| cdp 
(9) 由 定理 12. 3. 1 得 
of Ca V h(z))du= V {a Nu(XN (aV Ah) 
X a€[0,1] 


第 12 章 Fuzzy 测度 与 Fuzzy 积分 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 489 


X, ama 
(a V h), = 
ho» a >a 


BA 


O| a V hlz))dn = | N AXN 2 V ( V tah XN ha?) 
ʻa a€ |a, 


a 


=(a A w(X)) V | Vola A WX) ha)? ) 
a&[0,1] 


=a V CS)| hady 口 


注 1. 定理 12. 3.3(8) 的 证 明 使 用 了 不 等 式 atb Ac 和 aa Ac 十 Ac， 
Vasbsc € [0,1]; 


注 2. Sf Ca A h(x))dp=a A CS)| hody 不 一 定 成 立 , 事实 上 ,因为 
h 


asa 


a? 


Ø, a<ia 
我 们 有 D| Ca Ah) du= V ta NAN Ca nh) 


E10.1 


= Vi fa pA f\h,)}. 
a€[0.a] 


+ 3. (S| Cah (x) dy =aCS)| A (addy 不 一 定 成 立 . 看 下 面 的 例子 . 
例 12.3.3 if X=(0,1], u dt Lebesgue 测度 . 取 h(x) 一 zx,z E€ XX 并 且 


(a Ah), -1 


a=—. N 
(S| Cah x) dy CS)| 5 dp PRIN la A z 之 a ) 
= Vy teAG 一 2o) 一 过 
a€[0,0.5] 3 
1 — 3} 
aCS)| h (x)dp = > (D| zdy 7 cet {fa A wCUxrl|z Sa})) 
O y pago yy eb yd 
7 11 {a A ¢ a)} 7 x 7 
故 (D| Cah (x) dy # a(S) | h(x dp. 口 


定理 12.3.4 BAEC COA), AC Hy €E My CX), Wl 


] 
(S)| A(x)dp=(S) | (A N hy da (12.3.8) 
0 


1 l 
其 中 a 是 [10,1] 上 的 Lebesgue WE, H (S) [ aa N h,)da 也 是 - ^ Fozzy 
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积分 . 
证 明 只 需 证 A=X 的 情形 .为 此 只 要 证 
1 
cs) | flada= V la N fla)) 
0 a€[0,1] 


其 中 f(a) = ulh). 对 于 任意 a € [0.1], $ 
so Ca) 一 /ao)Xro 。 ] Ca) 


则 So © f, H. 
] 
Qla) = flay) Nar <V QC) 一 CS) | fladda 
sf 0 


l 
于 是 V fa Afa LS) | fade 


a€[0,1] 
(a) =V lai A xa (a) 
则 Qs) =V fa: AalA,)) =a, A alAs) 
4 B= supA; b 则 Ai Co [0,8j， 于 是 a(A; ) <p; 而 a; < fla) (a €E À; ), 
fla) 是 左 连续 的 , 则 
QA <a, ABXSPABX V ta A fla)? 
0 a€[0,1 


1 
于 是 (S) | da= V {a Afa) = V la ApC) =| h(x)dp. 
0 a 1] aELo,ll A 


ELO, 
L] 
定理 12.3.5 Winn € Nou} CMy CX), MR VA CE CCW) 
lim (S)] Addy, 一 (S)| Aldy (12. 3.9) 
n—»+oo X X 
则 Hn > H 
证 明 对 任意 A C A, S hlr)=y, Cx), BIA WER, 
(S| zady, = u, (A), (S| xa Ddy =pl) 
这 样 结论 成 立 . 口 
定理 12.3.6 BA, AC CCM) H (h) 单调 收 人 证 于 h:X 一 [0,1]. 则 
VAE ALA 
lim(S)| h, da=] hady (12.3.10) 


证 明 设 {4,) PRAT A 则 数列 (5)| A, dy 也 单调 增加 , 且 
有 上 界 1, 从 而 有 极限 . 设 
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a 一 lim(S)| h, (addy 
A 


n-* D 


从 而 
Vn EN, (S| har)dp < (S| hi du>a < (S| Ady 
A 


又 设 *E 9 ,sh, 且 s(x) =V lai A xa (7)) (2 € X) 
对 于 任意 cc € (0,1), 令 Ei=={z€ Alhi(z) Sc A s(x}. ME, CE, 
U E; =A, H 


AEN 


Qs (eA CS)| Ce A s(x) dp < of h,(x)dy 


< (D| hyde La (12.3.11) 
又 由 于 
lim QE Cc A s) = lim V (a; Ac A plE, NAND =Q,le A s) 
b-»too kta i=l 


而 且 易 知 ， lim Qa Cc As) =Q,(s), 故 由 式 (12. 3.1D8, Qa) <a, E 


c-*] 


V {Q,€s)} <a 


s€ F s&h 


这 样 lim (Sf h, (x)dp= (S| A (x) dp 
同 理 可 证 , (halin © N) 单调 减 时 式 (12. 3.10) Raz. 口 


定理 12.3.7 Win, mE N) wi CMX) AC OOMDHHAEC ww 如果 
Un” n Cu, a u), BD VA €E AR m (A) < pp (A) < s.. < py, (AD < “ers Cu, CAD = 
p (A) Do Dy (A) Se) HA, > we 则 


(S| Ady, ACS)| hz) dy (S| h CD du, CS)| hr) dy ) 


(12. 3. 12) 
WRA 由 定理 12. 3.4, 我 们 有 
(S| h(x)dp, =-(S) [ u,(A f h,)da 
GJ hadu = 9 | uA N h,)da 
A 0 
Al un, Ap (或 fen An) 所 以 由 定理 12. 3.6 易 知 结论 成 立 . [ 
定理 12.3.8 Rin EN) u) CMy(X) ,AGE5CNA) 并 且 AE 双 如果 


pin p> W] 
| h(z)du, > (S)| Ady (12. 3. 13) 
A 
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c(i) 


lim CS)| h(x)dp, 一 (S)| h(ax)dy (12. 3. 14) 
X X 


n-»+oo 


定理 12.3.9 BH {u,n EN C My (X), {hn © N) h) CECL) 并 
HA €E < 如 果 hy hy py 7 ph hop, wp sl 


(S)] haz dyn ACS] hr)dp | (S| A DAAC hady ) 
(12. 3.15) 
ER Bh, hu,” p, 则 对 于 固定 的 ”由 定理 12. 3. 6 得 到 
(S| hy (edn, ACS) hady 
再 由 定理 12. 3.7, 有 


CS)| h Cadun ACS)| h (addy 


由 此 lim lim (S) hn (xd pi, = (S| hr) dy 
A A 


m-» too n> too 
Fy Ah pay Aye 同时 成 立 ,并 且 (O| hn Ody, 单调 增加 ,所 以 lim (S| h, dy, 
下 -二 十 -oO 
存在 . 由 此 得 到 


lim (S| hx) dy, = lim lim CS)| hy (x) dps 一 (S)| A Ddy 
A A 


n- + 0 m-~-+oo n-»-} 0 
对 于 A, Nh yp Nop 可 以 类 似 证 明 . 口 
设 (X,wY ) 是 可 测 空 间 , A eC 5 (sy ), 则 由 Fuzzy 集 截 集 的 性 质 易 验 证 ， 
Va € (0,1l, 有 
h, = limh, #h-, h; = limh, &h + 
-+a A-ra 


EE 12.3.10 BAEC CV), MAE VM 
(D| hr) dp 一 ppA hg) <B< WAN hy) (12.3.16) 
证 明 必要 性 设 CS)| h(x)dp=p， 则 由 式 (12. 3. DA 
B=(V {a AANA) V(V {a A BAN h,)}) 
asp a> Bp 
下 面 证 明 
ao & V {a AN WANA) SB 


op 


事实 上 ,车 4 <p ME WANA, <p, 而 且 由 条 件 得 
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yta AAA Nh)? <y AulANh,)} =B (12.3.17) 

故 B> pA N hy) ZV nA N hp) 

HY {uA N h.)) SpA NR =P A nA N hg) SN, fe A pA) A} 

从 而 


a 


这 与 式 (12. 3.17) 矛 盾 . MA Sp. 又 考虑 到 
limy(A N h)=pANE )h, V fa AUAN A} Sho 
一 ah, 


V fa NA WAN ADS SV la A pA) AD} 
a>p 


aa, 
得 a> Ape lA N ha) Xho 
这 样 KCA N hy) = limp(A N ha) SN 
aA, 
必要 性 得 证 . 


充分 性 设 pAnApi 委 8 委 AA 站 Ap)， 则 考虑 到 a> BOA, Ch, A 
HA fh.) SpA f) AZ) SB 
从 而 


CS)| hixddp= V la A pA) A,)) 
A a€[0,1] 


=(V ta A pA) h,)}) V (Vt A 2A f) h,)}) 


SB V B=B 
而 为 一 方面 


(>| h(x)dp= V fa AN pA AD} SBA AN hg) =8 
A a€ [0,1] 


从 而 (S)| h (x)dp=B. C 


由 定理 12. 3. 10 容易 证 明 下 面 的 定理 . 
定理 12.3.11 HArAeC oH), MAC x ,M 


(O| ACrdu= V fa ApCA N h)? (12.3. 18) 
A a€ [0,1] 


下 面 的 例子 给 出 了 Fuzzy 积分 在 医疗 诊断 上 的 应 用 . 
例 12.3.4 在 某 个 建立 的 诊断 系统 中 考虑 了 6 种 疾病 症状 的 集合 X= 
(Lists ,Te6}， 并 利用 4 -Fuzzy 测度 对 疾病 A,B 建 立 了 如 下 的 数学 模型 
BCT) 8,642) ,BI 073) 18,044) ECZ5) ,BCTe) 
疾病 A: A, =— 0. 86,0. 09,0. 18,0. 314,0. 494,0. 359,0. 449 
疾病 B: à, = — 0. 93,0. 185,0. 278,0. 649,0. 324,0. 463,0. 371 
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如 果 有 病人 甲 、. 乙 ,其 症状 诊断 分 别 为 = 
h, =(0.4,0.3,0.2,0.1,0. 2,0. 1) 
h =(0.3,0. 4,0. 2,0. 3,0. 4,0. 2) 
试问 甲 乙 分 别 种 A, B 中 的 哪 种 疾病 ? 
将 hy ,hz MA X — [0,1] 的 函数 ,分 别 利 用 hi ,hs 对 应 疾病 的 测度 加 权 求 
和 ,数值 大 的 即 表 示 患 者 患 有 相应 的 疾病 ， 即 求 


CS)| hidg, » GJ hdg, , Cs)| hidg, ， CS)| hodeg, 
X 1 X 1 X 2 x 2 
容易 验证 


6 


6 
Matag, G2) S1 + [| O Hag, dr =1+a, 
i=1 


i=] 


故 


GJ hi(z)dg, = V {a A g, (hi,))=0.26 
X 1 eeE[o,1] l 


同 理 可 以 计算 (S| hi den, =0.3. 由 此 可 以 诊断 甲 串 有 疾病 B 有 


(CS)| h, (odg; =0. 4, CS)| h (Odes, =0.4 


A B 两 种 疾病 在 乙 的 身上 表现 基本 相同 ,由 此 可 以 诊断 乙 串 有 疾病 A 或 B, 应 
作 进 一 步 的 诊断 . a 

下 面 的 例子 给 出 了 Fuzzy 积分 在 评价 中 的 应 用 . 

例 12.3.5 我 们 拟 评价 3 台电 视 机 . 为 了 方便 起 见 ,我们 只 考虑 两 个 质量 
因素 “AB 与 “声音 ”它们 分 别 用 r 和 zz 表示 ,并 且 相 应 的 权重 是 w =0.7 
和 wz =0.3. 现在 ,一 个 评判 者 给 出 了 每 台电 视 机 的 每 一 个 质量 因素 的 评分 如 
表 12.3.1 Bra. 


表 12.3.1 


利用 加 权 平 均 型 Fuzzy 综合 评判 函数 ( 见 $6. 3) ,我 们 得 到 3 台电 视 机 的 综合 评 
价 
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b =w, Xltw, X0=0.7 

bg =w, XO+w, X1=—0.3 

bs =w, X0. 45 +w, X 0.45 =0. 45. 
按照 上 述 结果 ,第 一 台电 视 机 是 最 好 的 . 这 是 很 难 让 人 接受 的 ,因为 这 不 符合 人 
的 直觉 :一 台 没 有 声音 的 电视 机 即便 有 很 好 的 画 质 ,也 是 完全 不 实用 的 , 产生 这 
种 违反 直觉 的 结果 是 因为 选择 了 不 恰当 的 权重 ,认识 这 一 点 是 很 重要 的 . 例如 ， 
如 果 我 们 选 权 重 w =0.4 和 rs =0.6, 这 样 用 同样 的 方法 得 到 的 评价 结果 是 
bi =0. 4, bz 一 0.6 FI b, =0. 45. 这 时 ,第 二 全 电视 机 被 认为 是 最 好 的 . 这 同样 是 
不 符合 人 的 直 党 :一 台 有 优质 的 声音 而 没有 图 像 的 电视 机 不 是 一 台 真 正 的 电视 
机 , 那 只 能 算是 一 台 收 音 机 . 按照 我 们 的 直 党 ,我 们 认为 第 三 台电 视 机 是 最 好 
的 . 这 是 因为 第 三 台电 视 机 在 这 三 台电 视 机 中 是 最 实用 的 ,即便 第 三 台电 视 机 
的 图 像 和 声音 都 不 是 很 好 . 

这 一 问题 的 症结 是 加 权 平 均 方法 是 建立 在 评价 因素 是 相互 独立 的 假设 基础 

上 的 . 即将 它们 的 影响 看 成 是 可 加 的 . 然而 ,在 某 些 实际 问题 中 这 是 不 合理 的 . 
在 上 述 例子 中 ,图 像 和 声音 结合 的 重要 性 比 单独 图 像 的 重要 性 与 声音 的 重要 性 
之 和 要 高 得 多 . 如 果 我 们 采用 一 个 Fuzzy 测度 来 刻画 这 两 个 因素 的 重要 性 , 相 
应 的 积分 作为 3 台电 视 机 质量 的 综合 评价 . 例如 ,假设 重要 性 测度 为 jy({zx})= 
0.3, ux((x2)) =0.1, p(X) =1, pCO) =0, 这 里 X= 二 (zx ,Xs). BR u BPC) 
上 的 一 个 Fuzzy 测度 . 利用 Fuzzy 积分 ,我 们 获得 下 列 综合 评价 


b, =(S)| hidu=( A 0.3) V OA 1)=0.3 
X 
ba —(S)| hadp = 0 A 0.1) V OAD=0.1 


b, =s)| hyd =0.45 A 1=0. 45. 
X 


其 中 hy, he 和 hs 是 3 台电 视 机 的 因素 评分 : h, (zı) =1, hı (zx) =0, h (z1) = 
O, h(x) =1, IFA h(x1) =h; (z2) = 0.45. 因此 我 们 获得 合理 的 评价 结 


论 “第 三 台电 视 机 是 最 好 的 ”, 这 符合 我 们 的 直觉. 口 
如 果 将 Fuzzy 积分 中 的 A 运算 推广 到 t- 模 上 ,我 们 便 得 到 本 型 Fuzzy R 
分 . 


设 (X，w% ,yy ft Fuzzy WEZE, h E gC), 是 L0,1] 上 连续 的 t- 模 . 
定义 12.3.3 ABT BY Fuzzy 积分 为 


mf h(zr)dy= V tal ph, N A)? (12.3.19) 
A a€ [0,1] 


Hh AC wt 当下 = 人 A 人 时， 人 型 Fuzzy 积分 即 为 前 面 讨 论 的 Fuzzy 积分 , 即 
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CAD] hdr)du—(S)| h Cz) dy (12. 3. 20) 
A 
定理 12.3.12 T Æ Fuzzy 积分 可 以 表示 为 
(D| hndp= V ta Tbh; NA) (12. 3. 21) 
A a&[0,1] 


证 明 KAHF h; Zh, I 
a Tbh; NA) <a T pth, NA) 
于 是 


V (aTa MAD) scT)| h(x)dy 
a€[0,1] A 


A T 的 连续 性 , 令 X* 一 a，, 则 
a T yuh, NAS aT yuh NA= limaT ph, NNAS V e Tea N AD 
一 a I 


elo, 


Aa 
则 证 . E 
与 定理 12. 3. 1 证 明 类 似 , TÆ Fuzzy 积分 可 以 表示 为 
mf hlady =V (CA A(z) TANF) 02.3.22 
A Fe IEF 
Ai s Æ Fuzzy fay #2 pm Hi, Ell 


Vax E X, s(x) =V fa; A Xa T)? 


其 中 {a li =1,25-,n)} c [0,1], A; N A; =Ø (1747), U A; =X, ic 


i= 1 
Qh) =V ta TCA N AD) (12. 3. 23) 
类 似 定 理 12. 3. 2 易 证 
(DÍ hr) dp = 


5 


V QA(s) (12. 3. 24) 
E Asch 
类 似 定理 12. 2.4 易 证 
Df cz)au 一 CT) | L(A N h,)da (12. 3. 25) 
0 


其 中 a 是 [0,1] 上 的 Lebesgue 测度 . 

T 型 Fuzzy 积分 有 类 似 定理 12. 3. 3 的 性 质 . 特别 地 ,有 以 下 定理 . 

定理 12.3.13 设 T 是 L0,1j] 上 连续 的 t- 模 ,Tl 是 [0,1] 上 的 tm. | 是 
[0,1] 上 的 tee. N: 


(1) (T| cdy=c Tu(A) se = [0,1]; 


(2) TH] Ca V ACx))dp=a V CT)| Addy a € [0,1]; 
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O D| hr)dp= T| Gaya) AAA ps 
(4) TO] U h) Ddu > TI] hy Cody y (T)| hady; 
(5) D| Oy N+ hy (du < T| hy Codu A (T| hon dn 
(6) Dj Ady > T| Ady V (D| Ady 


DD] adas f Ady A CT)| Ada 
ANB A B 
ME BA 


DT} edu =( VTAN DD) h V ta T HCA nc 


a rc] a 
= TA) T 
(Ve H ) ) V Cey (a T ps By) 
=c Tu(A) V 0=ceT pA). 
(2) m| (a VAD du= h V {aTyXNWI Vh V fe TeX A,)) 
X a€[0,a) i 


ae a,l] 


=(aTa(X)) v ( V ta TeX 1 h,)} ) (由 T 的 单调 性 ) 


rt 


一 h(addu. 
avf (x)du 


(3) ¢ )| Cxa (2) A hr)du= Vio {a TeX Ca N Ae) 
= V {aTa yi), Nha)? (由 定理 2.1.4(1)) 


aE [0,1] 


= V {aTpl(Afh,} THAN AD} 
a€[0,1] 


=| hz) dy. 
A 


(4) TO] Oy Ui hedady= Vota TAAN Chi UL h)a) 
a€&L0,1 
> V ta TxA Nn Cn。 Uha) 《由 定理 2.1.7(1)) 


aeElLo,1lj] 
一 V fa TRA N hia) U CA N Ay} 
ag 0,1 
> V n {a TCuCA N hia) V pCA N he) CH u KAIHE) 
a€ |ô, 
= V {Ca T tA VA V aT pA A) (由 工 的 单调 性 ) 
a€ [0,1 
=( V {aT ANAD) V( V {eTp(A N ha))) 
a&l0,1] a&(0,1] 


=(T)] hi dp V (T| he (addy 


488 SE He a a 


(5) TO] Oy Ns had Ddp= V {aT 6A N Cry Nr Aada)? 
l a€ ] 


0,1] 

< V g tt TACA N Cag N Aza))) ( 册 定 理 2.1.7(1)) 
Elo0,1l 
一 V {a Tu (CA N hi) N CAN Ap} 

a€[o,1] 
< V ta T GCA N hia) AAA 人 As))) CH a BRITE) 
aCClo,l 
一 V , {Ca TAA N ha)? A (aT yA) ha) Ch T HARE) 
| 
< Ta(A th | TCA N ha) 
Lek KCA N ha))) AON KCA N ha?) 


=(T)| hy dy A CT)| heddy 
(6). (7) 类 似 (4)、(5) 易 证 . 口 


§12.4 Fuzzy 集 的 Fuzzy 测度 与 Fuzzy 积分 


定义 12.4.1 GS pCF  CX)RAAES EH X 的 Fuzzy o -代数 (fuzzy o -alge- 
bra), 如果 A 6 满足 以 下 条 件 : 

(1 )XE We; 

(ZAC >A Er; 


(3) A, E€ Apn E N)> (JA, E Sr. 


a=] 


CX. A PRA Fuzzy 可 测 空间 (fuzzy measurable space). 
由 定义 我 们 容易 得 到 : 设 Sp CF CX)E X WB Fuzzy o -代数 , 则 
(1 GE Wr; 
-o 
(2) A, 和 Í pn E N)=> () A, = Sr; 


(3) YF SAJA 是 x :中 的 经 典 集 } 是 XX 的 o 代数. 

MFSCF CX), LS] 表示 包含 S 的 最 小 的 Fuzzy o -代数 . 

例 12.4.1 it X MAES SR. 

(1) [名 )j] 二 (多,X} 是 X 的 平 几 Fuzzy o -代数 . 

(2) 对 于 AEZFC(X),[L(A}YI=(A,A,AU A',ANMA',YZ,X). 

(3) CX, of, 已) 为 概率 测度 空间 ( 见 定义 12.2.1), 则 :二 {xa:AE%) 
Æ X H Fuzzy o -4È X. [ 

定理 12.4.1 sE Xo 代数 二 L(Y ) 是 X 的 Fuzzyc- 代 数 . 

证 明 (1) 显 然 XE CCS). 


第 12 章 Fuzzy 测度 与 Fuzzy 积分 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 499 


(DAE (4) >A E WH, Va€ [0,1] 
=> (A73) € X, Va € [0,1] 
=> (AC), E€ 4, Va € [0,1] (由 定理 2.1.6 得 (A), = CAT) 
>A € (aH). 

(2A, E ECL) (n E N)> (A, € # 


to 
> |] A, z € # 
n=l 


“tan 


S(Ù 4,) € w( 由 定理 2.1.5 得 ((]A An). -Ü Ads) 
n=] a 


n=] 
=> |] A, € ECA. Ll 
n=l 


定义 12.4.2 (X, A pH Fuzzy 可 测 空 间 , 映 射 m: of p [0,1] 称 为 
Fuzzy o -代数 % :上 的 Fuzzy 测度 (fuzzy measure), 4& m 满足 条 件 : 
(1) mC OD) =0, m(X) = 1; 
(2) YA,BE Xp, AZ B>m(A) < mB); 
(A, E ep, 2 EN), A, ZA RA,NA(HS81.2),H AC SpA 
limm(A,) =m(limA,,) =m(A) (12.4.1) 


tT oO n— 


RCX, We, m) WA Fuzzy 测度 空间 (fuzzy measure space). My (X) 表示 


(X, S 5) 上 的 所 有 Fuzzy 测度 之 集 . 
例 12.4.2 W X={21 909 EEEE oat a 4 r=F (X), X Şt m: F(X) _ 
[0,1] 如 下 
VA € F(X), m(A) = >) Atan 


i=1 
WU m FEF CX) ER Fuzzy 测度 Cm(A) 是 Fuzzy Æ A 的 相对 基数 , 参见 3 1.4). 

事实 上 , m 显然 满足 定义 12.4.2(1) 和 (2). £ (Alk EC N CF(X),A 
ASACREN), 则 (ARENCL[Lo,1] 是 递增 数列 ,从 而 收敛 ,并 设 
i= jim mA. X Wie (1,2,…,n), 有 


(U Ag) Gr ) = v {Aa C2.) = lim Au 
» + an 


从 而 (yn) amine? zal eC) 


kEN n n 


lim SA, (x;) STA, (x;) 
Whee =I = lim =L—_ 


500) 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 模糊 理论 基础 


k-»+ to 
当 Ay 2 Arn (k E N) 时 , 同 理 可 证 m( 门 Ag) = lim mA. it m JE F OOE 
REN k —= + 
的 Fuzzy 测度 . O 


定理 12.4.2 B(X, A, u) X Fuzzy WES E, X Ho RK, 
sy FO cC), RY 


mA) =(S)| Addy (AE Ap) (12.4.2) 
x 


是 Fuzzy o -代数 Ap 上 的 Fuzzy 测度 . 
证 明 利用 Fuzzy 积分 性 质 定理 12.3.3(1) (2) 7) 和 定理 12. 3.6 BGR. 
[_] 
定理 12.4.3 设 m 是 Fuzzyo -代数 .以 :上 的 Fuzzy WE. YA,BE rr， 
{A, In © N} C wep, 
(WAU B) SpA) V p(B), ANB) uA) A p(B); 
(2) m(U A, | >V m(A,) m( (1 An] <A m(A,). 


EN 12.4.3 to m Æ Fuzzy o -代数 r 上 的 Fuzzy 测 度 , 那 么 : 

(DXA BE We, GAN B=S, WmA U B=m(A)+m(B). Rm HW 
Z 型 Fuzzy 测度 ; 

(2) 对 A,BE Ip, BAN) BHD. M mCA UB) =m(A) V mB). mH 
S 型 Fuzzy 测度 ; 

Xx ABE Yr GAT B=S, Mj mA UB =mA) + mB) +A 
m(A)m(B) (A 20), FR m X S, HY Fuzzy WE. 

定理 12.4.4 PRR m: ov p> [0,1] 是 Fuzzy o -代数 WV p EW Fuzzy 测 
度 , 则 下 列 命题 等 价 : 

(1) m Æ Z X Fuzzy M ; 

(2) YA, BE Apm AUB +tmA NB) =m(A)+m(B); 

(DE {A,|n EN CAP, HA, QNA = DG), 则 有 


m( U A, | = yma, (12.4.3) 
nEN nN 
证 明 (D => (2) ERA BE Yr, 记 J 一 {7 € XIA(z) 之 Bl(z)). 容易 


AUB=(ANJUCBAID,AN B=(ANIJOUCBN! 
MA CANSJINCBAII=ANION CBA JI=&. AmA m Æ Z AE Fuzzy 
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测度 得 
m(A U B)+m(A ff) B?) 
=mUANJIUCBA I V+AmMAN IO U CBN DD) 
=m A N Jo4+m(BN J +mMAN IJ04+mCBQ J) 
=m (AN J) U CAN IO) mBN JOU CBN JIS) 


=m(A)+m(B) 

故 (2) 成 立 . 

(2) => (3) A; N A= Øl Æ j), W B, =U AGEN), WB, Cc 

k=l 

Bp Cn = N), 故 由 (2) 得 

m| U As) =m lim B,) = lim m(B,) = lim Jy mA) = D)m6A,) 

nEN n ++ Hn- -od n-» +o, 一] n=l 

即 (3) 为 真 . 

(3) => (1) 显然 . [ 


定理 12.4.5 RS mid, ~ [0,1] Æ Fuzzy o -代数 .wk 上 的 Fuzzy W 
度 , 则 下 列 各 命题 相互 等 价 : 
(1) m WS FY Fuzzy 测度 ，; 
(2) YA,BE Wr, 有 mA U B)=m(A) V mB); 
(DILA In ON} Cave 有 m| U A, | =V m(A,); 
EN 


nENn n 


(DXT LA ln ENT Yp, 有 


A; NAS = BSG A j)>m| |) A) =V mA) (12.4.4) 


nEN "EN 
WR G) => CHER YA,BE Ws, 记 JJ 二 {x € X|ACz) > B(z)), 则 
(ANMNMDNMNGBNI =Ø, AUB=ANIUCBAIO 
从 而 由 mm 是 S 型 Fuzzy 测度 得 
mA U B)=m(Al) J) V m(B fT) J') < mCA) V mB) 
H mA U BS m(A),m(A U B) > m(B))>m(A U B) 2S mA) V mB) 
这 样 m(A U B)=m(A) V mB), (2) 为 真 . 
(2) => (3) 类 似 定 理 12.4.4 的 (2) => (3). 
(3) 之 (4),(4) > (1) BH. [ 
例 12.4.3 设 取 wv p=F(X),EMIRG m: F(X) > [0,1], 使 得 
m(A)=YV (Alr), YVA E F(X) 


zE x 
WW m $ S HY Fuzzy 测度 . 
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Web, m(S)=V Sl2)—-0; H ACB, WM Vee X, Alr) <B), M 
并 后 其 


而 
mA)=V IIAGCz S V (BCz)) =m(B) 
rex zE X 
Mik (A lan E N Z Ær, HA, ZT Ama EN), M Yz Ex, A,(r) < 


A, (Cn E NY, 这 样 
m U A) =v {v (A,(2))) =V (v (A, =) ) 


nEN TEX \n€N nEN \rEX 
=V (m(A,,)} = lim m(A,) 
nN n—» +00 


所 以 m 是 Fuzzy 测度 . VA,B E Áp, HA ‘a B=, 则 有 
V (Bz)) = mCA) V m(B) 


mA U B= V Alo) V Bor) = ( V (AG) | V ( 
xzEX rex XEX 
C] 


w m e S 型 Fuzzy me. 
定理 12.4.6 Wm 是 Fuzzy 测度 ,而 且 
YA,BE Arom ANB =mCA) A mB) (12.4.5) 
WW m ESH Fuzzy 测度 的 充分 必要 条 件 是 m 是 Z 型 Fuzzy WE. 
证 明 必要 性 itm ESH Fuzzy WE, M m Æ Fuzzy WE. 而 YA,BE 
Je ,由 定理 12.4.5 得 
mA U B)+m(A N) B) = (mA) V mB) + (mA) A mB) = mA) + mB) 
故 由 定理 12.4.4 知 , m 是 2Z 型 Fuzzy 测度 . 
充分 性 设 m 是 Z 型 Fuzzy 测度 , 则 YA,BE wp, AN BHD. 由 此 得 
m(A) A m(B)=m(A N B) =m( Ø) =0. 于 是 
mA U B = MA) + mB) = MA) V MB) + MCA) A mB) = MA) V mB) 
Wm 是 S Fuzzy 测度. C 
定理 12.4.7 m: £p — 0,1] Æ Fuzzy o- A r EM Fuzzy 测度 ,而 
^ 二 0,， 则 下列 命题 等 价 : 
(1) m Æ S, 型 Fuzzy WE; 
DE (A, |n EN CH,, HA QA SZGÆ£j), 则 
m(U As} = (Ia +am(A,)) ~1] (12. 4.6) 


neN 
(3) 定 义 m* : Ap —> [0,1], E m* (A) =In(1+am(A))(A € Sp) Mlm” 
是 ZZ 型 Fuzzy 测度 ， 
证 明 O) 之 (2) 首 先 用 数学 归纳 法 容易 证 明 
Yne Nm( U At) ~+(TLa+amcay ~1] 
k=] = 


k=] 
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故 由 m 是 Fuzzy 测度 知 


m( U Aq) = limm( U Ay) =lim + JJ a +a Mca») 一 1 
ne N n—»-+ a k=] n À t=] 


— 4 


(ILa tama 一 1 


nEN 
故 (2) 为 真 . 
(2) > (3) BR m* (名) 二 0; 车 A,BE Ap, ATB, Mj mA) <mB), M 
m 
m* (A) =|In(1+Am(A)) < In +Am(B)) =m” (B) 
ER (A, In E N) S YX f, A, CAEN), WMA 


lim m(A,) =m{ U A, | 
nto n€N 
由 此 得 到 lim InG +m (A,)) =In(1 +am( U A, 
Non n€EN 


这 样 m* 是 Fuzzy WE. 又 对 A,BE wp,A 门 B= 名 ,由 条 件 得 
m* (A U B)=I|n(1+ Am(A U BD) =In€1 +Am(A))(1 +Am(B)) 
= In€1+Am(A)) + InQ1 +Am(B)) =m* (A) +m" (B) 
Bom” Æ Z 型 Fuzzy 测度 . 
(3) > (DRA BE Sr, AN B=Ø, HRB 
m* (A U B) =m” (A) +m” (B) 
从 而 1+Am(A U BD =(1+Am(A)) 1 +Am(B)) 
Bl mCA U B) =m(A) + m(B) +Am(A)m(B). PRU m ES, 型 Fuzzy 测度 . 
L 
下 面 给 出 基于 Fuzzy 集 的 Fuzzy 积分 . 以 下 均 设 A pÆ Fuzzy o -代数 ,并 记 
CCM p={(hE F(X) |h, =ixr|hlr) Sa} E€ He,a € [0,1]} 
(12. 4. 7) 
定义 12.4.4 R(X, Ap, m) Fuzzy 测度 空间 ,A E phe Elp). 
Fuzzy Æ h KF X ek Fuzzy 测度 m 的 Fuzzy 积分 为 


(S)| h Cx) dm = V da Am CAN A,)) (12. 4.8) 


a&[0,1 


定理 12 .4.8 (S)| hz) dm = V ta A m(A Nh) 
a€ (0,1l 


= V ia Am CA N ha)? 


a€ (0,1 


= V {aN mAh} = V {a A mA NN hz)} 


ac [0,1] a€ (0,1] 
(12.4.9) 
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证 明 ”我 们 只 证 明 (S| Acz)dm= V {a A m(A N hed}. 


a€ [9,1] 


由 m ASAE, A mA N h) > m(AN Az), Va € [0,1], 于 是 
CS)| AZz)dz > V {aA m(AN h-)} a 
A a€ [0,1] 
F a=l, 显然 等 式 成 立 . 下 设 0 过 < 一 1. 
假设 (S)| hz) dm >a 因 4 二 1, 所 以 存在 e > 0 使 得 (S| Cadm > 


ate, #Hate<l, 因此 存在 ao 使 得 a。A m(A ha ) >ate, BJ ag >ate 
Al m(A N ha) >ate. 由 此 得 到 
y ta A mA NA)? S Cate) AmA (AT =a+e >a 
a€ (0.1, 
XARA A. 定理 得 证 . E 
定理 12.4.9 KWL ={A|A 是 以 5 中 的 经 典 集合 ), 则 


O| hz)dm= V (CAA) A mAN E] 


EG Ww, 
=v {( A An) Am(AN ED) (2.4.10) 
EE Sp E(x) >0 


WEAR 首先 , Va € [0,1], A h(x) >a, FH A, € WP 
TER, 


aA mAMAY< V (AA) A mA 1 BD} 
, IEE 


r 
Fe Sp 


f h(x)dm= V {a A m(A(\h,)} 
A a€lo,1] 


< y (( A Aca) A mA N 已 )| 


<v [( A h(z)) A mAN ED} 


EE fa ECr)>0 


最 后 ， VEC Ap ea = A h(x), MES hy, FE 
E(x) >0 


(A hz)) A mA N E) <a! A mA N hed < (O| hlz)dm 


E(x) >0 
因此 V iC AL me) AMAN ED} < Of hz)dm 
EE of, E(z)>0 A 
定理 得 证 . = 
定义 12.4.5 设 WF 二 {A|A 是 wc 中 的 经 典 集合 }， {A;|i=1,2,.…,n) CC 


{pln E N), 使 得 


A, #OCWD,A, NA SØ GEJ), |) A =X 
=] 


i 二 
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M da, |? =1,2, sn) C L0,1], RAMs: X> [0,1] Av, EM Fuzzy 简单 函 
AEE 
Vaz € X, s(x) =V tæ; A Xa (Dt 


全 体 Fuzzy fa) ea ER SP Od p). 
Bse Fp) GE 


Qals) =V {a; A pA N AD} (12.4.11) 
17] 


直面 的 定理 给 出 了 Fuzzy 集 上 Fuzzy 积分 的 又 一 种 表示 形式 ， 
定理 12.4. 10 Fuzzy 集 上 的 Fuzzy 积分 可 以 表示 为 


CS)| h(ndn= VY, {Qa ls SH) (12.4. 12) 
sE 7 fo) 


WER AAEH 12, 4.9 RE 12. 3.2 的 证 明 可 证 ， 了 
Fuzzy 集 上 的 Fuzzy 积分 具有 类 似 于 经 典 集 上 Fuzzy 积分 的 许多 性 质 
以 参阅 本 书 相 关 参 考 文献 . 


9 12.5 区 间 值 与 Fuzzy 值 Fuzzy 测度 及 其 Fuzzy 积分 
VIR RIZA CP OX) X bo TRA 7 pp CF CX) EB X EM Fuzzyo- 


mM 12.5.1 ~~ AS BRST pe, DV pm Tio yy BRA Fuzzy o -代数 :上 的 区 间 值 
Fuzzy 测度 (interval-valjued fuzzy measure), 如果 u, 满足 下 列 条 件 : 
(1) a) (OI) =O, wy (X) = 1; 
2) A, BE Vp. AS Ben (A) S p(B); 
(3) A, E Vpn E N), A,ZARA, NA, HAE Sp, 有 
lim #(A,) =pClimA,) =pCA) (12.5.1) 


A OX. poy) 为 区 iA m Fuzzy 测 度 Ps [a] Cinterval-valued fuzzy measure 
space). (X,Y ) 上 的 所 有 区 间 值 Fuzzy 测度 集 为 My (X), (X. op) EA 
区 间 值 Fuzzy 测度 集 为 Ms, (X). 

注意 0 一 -CQ.,0 1.1 并 县 lea < [6,6] YAM 4a <b, a <b 
$2.5). 用 用 该 序 关 系 容 易 证 明 下 面 的 结论 

定理 12.5.1 一 个 映射 ws Vp hon 是 区 间 值 Fuzzy 测度 当 且 仅 当 jj 
和 五 | 是 Fuzzy o -代数 of :上 的 Fuzzy 测度 ,其 中 

pA =p) (A). f(A) =, (A) (AE Wp). 
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定理 12.5.2 AEF, CX) EK AB Fuzzy Æ, A HX WH Fuzzyo -代数 ， 
pe My (X), 定义 
CA) =|] aodo] Kady | A E A; (12.5.2) 
一 A 


则 mr € My (X). 

定义 12.5.2 Phe CAE), pi 是 Fuzzyo -代数 A r EWR ME Fuzzy W 
BR, AEC o Wh HA 上 关于 区 间 值 Fuzzy 测度 pi 的 Fuzzy 积分 为 

| h(xddpi= V la Au;lANh,))} (12.5.3) 

A 2€ [0.1] 

S$ ig Lasa] E Iron CET), WV Lapa, J] 5V a, V a,J (NWS 2.5). 

— ET 一 ET — ET 

由 定义 容易 证 明 下 面 的 结论 . 

定理 12.5.3 BAC CME), ui Æ Fuzzyo-(tK A p EWE AA Fuzzy 测 
RE, A € SrH 


| hady = [Of hody O| Adz: | = y | A ADAKAN) 


GE Ao Gr) >>0 


(12.5.4) 
定理 12.5.4 WAC COVE), wy 是 Fuzzyc- 代 数 %pr 上 的 区 间 值 Euzzy W 
B, A € Ip ul 


| Ady = V QOIS LA) (12.5.5) 
A sE F Col) 


n 


Ep s Æ Fuzzy 简单 函数 ( 见 》12.4) 并 且 Q, (5) =V (a; A uA N A;)}. 


定理 12.5.5 Fuzzyo -代数 .Ys 上 关于 区 间 值 Fuzzy 测度 jj 的 Fuzzy 积分 
ABE A ps hhishs © ECS P), provi © My (X) 


Do L f h(x dy, <1; 

Dh < ha] hy Cx) dn < | he (xd yy; 
BAC B>| h (Cz) dy < | hady: 
(4) py S wi] ACO dp < | adv: 
(5) u (A) =0>| h (dy: =0; 


6) | h(x)dp, =O pu, (AN (rlh(r) > 0)) =0; 
A 
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(7) | cdp =c Ap) (A) Cc € [0,1)); 
(8) | A@ + od < | Addu +] cdz, 0<c<1-V hlr); 


TEX 


o) | Ca V h(x) dy, =a V | h(zdu, OS asl; 
X Xx 


(10) hadar 一 | xa A h€x))dyy; 


A 


(11) Ch, {J hz) (rz) dy > | hi dy, V | ha Crd 


(12) Ch, () hy )(x)dy; < | Ai dy A | hoody: 


A 


(13) 


J, 
fut Codu; > | Ady V [a Cr) ds 


(14) | aC) dp < | (zyd A [h Cx) d py. 


定理 12.5.6 Rh ELp) IEA (uh? Cn © N) sp) C My (X), 如 果 
( 


uy? — ys my 
| ady > | hn dp (12.5.6) 
A A 


EE 12.5.7 i (h,a © N), CE CoM Gs (WP (n E Nays} CC 
My (X). 如 果 hs AR pe? Apr È h, ahoy Neer) N 


| h, Cr) dn ~| hx) dn (12.5.7) 
A A 


推论 12.5.1 BA EGOS pds (yi? (2 © Nous} C My OO B piP > pr. 
C1) RNR wh? Cp? Ge Spl? Ge, AV A © py py? (A) Spy? (A) 
<< Spy" (AD <I 


55 


| adu =U | Aoda” (12. 5. 8) 


(2) MRAP Du Do Dy De BVA © A, ph? CA) S pi? (A) 
之 eas > py” (A) > wee, wu 


oo 


| aodu =N | Aoda” (12.5.9) 


n=] 
定义 12.5.3 一 个 映射 fz: % > L061] PRA Fuzzy o -代数 A p EM Fuzzy 
{A Fuzzy 测度 (fuzzy-valued fuzzy measure) ,如 果 A 满足 下 列 条 件 : 
(1) aZ) =0, p(X)=1; 


508 nn I Et 


ABE Vp, AC BSEC) < AB); 
3) A, E pn E N), A, AA RANA, HAE wer, 有 
poe (x) =AClimA, Cr) =V {a E€ (0,1 J |z € limg (A,),} Cx © [0,1]) 


-> oD Noo 


(12.5.10) 
RCX, Y p, 8) 为 Fuzzy (A Fuzzy 测度 空间 (fuzzy-valued fuzzy measure 


space), (X, X) ERIE Fuzzy 值 Fuzzy 测度 集 为 My (X), (X, Ar) EKER 


有 Fuzzy {8 Fuzzy 测度 集 为 Ma, (X). 
~ l, z=0 . l, z=l ~ 
E: Dx) 一 | iw ,， 并且 对 于 A,BER,ACB 当 
0, «20 0, xF~l 
目 仅 当 Ya € (0,1], A, S B, (821826. 由 该 序 关 系 与 区 间 值 和 
Fuzzy 值 Fuzzy 测度 的 定义 容易 证 明 下 面 的 结论 . 
定理 12.5.8 GOR a Æ Fuzzy o -代数 Vv». EW Fuzzy 值 Fuzzy 测度 ， 
W Va € 00,1], Z, Æ Fuzzy o -代数 .we 上 的 一 个 区 间 值 Fuzzy 测度 ,其 中 
BCA) =A) AE SF 
定理 12.5.9 设 (Ala E (0,1j} Æ— $K Fuzzy o -代数 .wx - LH KAA 
Fuzzy 测度 并 且 满 足下 列 条 件 : 
Cl) ai < az 之 Po = fla,3 
(2) A, ZA RA, NA A,) > i lA) (a E (0,1). 
WW a Fé Fuzzy o -代数 以 上 的 Fuzzy 值 Fuzzy 测度 ,其 中 
pA) (2) =V {a € (0,1 ] i) 2 € fg, (A)}. 


定义 12.5.4 RAC Cp), a EM X), AC dy. WAKE Sp EEF 
Fuzzy {8 Fuzzy 测度 六 的 Fuzzy 积分 为 


í 
(| hz) dp (x) =V G E (0,lllr € | hr)dp, | (12.5.11) 
A A 
定理 12.5.10 BAC Cop) gE My OO, AE ce. Bil | ada < 
[0,1], 并 且 
(| h(x)dp} =| h(n) dp a € (0,1] (12. 5. 12) 
A A 


a 


证 明 ”正规 性 是 显然 的 . 对 于 a E (0,1], 由 Fuzzy 集 的 表现 定理 1( 定 理 
2. 3. 3) ,我 们 有 


(| (x) dar] =N [a (däs 


a a a 
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MIR a, = (1 一 -十 了 ja， 那么 a, Aa 于 是 容易 得 到 


-+ 


al | h(z)dr =f) | hlod, 
:< 一 A A n 


a a n=] 


因 pp Dp, DU Dm, De HA) Aa, Sha E My (X), 所 以 由 推论 12. 5. 1 
n n=] n F 
我 们 得 到 


a | aoda, -| acf a.) =| A Dda 
we (| aaa) =f Ada 又 Va € (0,1], ga 是 闭 区 间 , 所 以 由 定理 


12.5. 8 与 定理 12. 5. 2 易 知 Va € 0,1], (| aa) 是 闭 区 间 , 即 


a 


| aoda e [0,1]. E 
定理 12.5.11 关于 Fuzzy 值 Fuzzy 测度 a Wj Fuzzy ARORA PIER: 
(1) 6< | ada < i; 


A 
(3) AS B=| heda L| h 
A 


(4) Ay <a>] Adar < | hag 


(5) (A) =0>| h(x)da=0; 
A 
(6) | hda =O aA N {a]h(2) > 0}) =0; 


(7) | cdg=c A AAI CE [0,1]); 


(8) | Atoda<| hda+| cda (cE l0.1),0<e<l—V Ala); 
A A A rEX 
| (a V hlada =a V | h(r)dii, Kax l; 
X X 


(10) hlz)dg—| ga) A h(x) ) dp; 


A 


(11) | V h (Dda > | ha da V | ha Cz) dpa 


(12) 


A A ho (nda < | hi (ada A | nar) dp 
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一 h mn -= 
(13) | go phere (x)dg V | hdg; 


A 


>| 
of cde | aaan [aoan 
(14) ANB (x)dz (Dda 人 5 《 工 )Q 


A 


自从 1974 Æ M. Sugeno Xf Fuzzy 测度 与 Fuzzy 积分 进行 系统 研究 之 后 ， 
Fuzzy 测度 与 Fuzzy 积分 理论 从 不 同方 面 进行 了 讨论 和 推广 (Ban，Gal，2002; 
Benvenuti, Mesiar, 2000; Bertoluzza, Cariolaro, 1997; Guo, Zhang, etal., 
1998; Kim, Ghil, 1997; Liu, Zhang, 1994; Mesiar, 1997; Murofushi, 
Sugeno, 1989, 1991, 2000; Qiao, 1990a,b; Ralescu, Adams, 1980; Stojakov- 
ic, 1994; Wang, 1984; Wang, Yang, et al., 2006; Wu, Ha, 1993; Wu, 
Wang, et al., 1993,1995; Wu, Zhang, et al., 1998, 1999; Zhang, 1992, 
Zhang, Guo, 1995a,b; Zhang, Wang, 1993 #). Fuzzy 测度 与 Fuzzy 积分 在 
决策 理论 (Grabisch，1993，1997) ,评价 问题 (Chen, Chang et al. , 2002; Chen, 
Tzeng, 2001; Ishii, Sugeno, 1985; Onisawa et al., 1986; Tanaka, Sugeno, 
1991), Be AR Jij (Mikenina, Zimmermann, 1999), + Z A% (Klr, et al., 
1997) 等 实际 领域 得 到 了 广泛 的 应 用 . 
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可 能 性 是 人 们 对 于 事物 的 可 实现 程度 以 及 达到 某 种 目标 的 难 易 程 度 的 一 种 
反映 ,其 大 小 与 人 的 感觉 相关 . 例如 ,“ 这 次 试验 可 能 成 功 "“ 计 算 机 可 能 有 问 
题 ” 等 ,都 是 对 一 种 结果 的 不 确定 性 的 估计 . 针对 这 一 问题 ,1978 Œ L. A. Zadeh 
创立 了 可 能 性 理论 ,随后 许多 学 者 研究 .发展 了 这 一 理论 ,建立 了 与 概率 论 平 行 
的 理论 框架 . 本 章 介绍 可 能 性 分 布 , 多 元 可 能 性 分 布 以 及 边缘 可 能 性 分 布 与 条 
件 可 能 性 分 布 ,事件 的 Fuzzy 概率 ,Fuzzy 事件 的 概率 与 语言 概率 等 ， 


8 13.1 可 能 性 分 布 


可 能 性 同事 件 的 概率 既 有 联系 又 有 本 质 的 区 别 . 为 了 说 明 这 个 问题 ,首先 
来 考虑 下 面 的 例子 . 

例 13.1.1 (Zadeh, 1978) 考虑 “Hans 吃 zx 个 鸡蛋 当 早餐 ”, 记 X = (1, 
2,…,n Mx E X, Il Cx), PCr) 分 别 表示 Hans 每 天 吃 工 个 鸡蛋 的 可 能 
性 与 概率 ,并且 列 表 如 表 13.1.1 所 示 . 


由 表 13. 1. 1 可 见 , 尽 管 Hans 可 以 吃 3 个 鸡蛋 当 早餐 的 可 能 性 是 1, 而 他 这 
样 做 的 概率 却 为 0. 1. 可 能 性 大 并 不 意味 着 概率 大 ,概率 小 也 并 不 意味 着 可 能 性 
小 . 然而 , 当 事 件 不 可 能 发 生 时 ,该 事件 必 不 发 生 . 从 这 里 我 们 可 以 看 到 概率 与 
可 能 性 的 不 同 之 处 . 口 

定义 13.1.1 设 映 射 x:X 一 [0,1j] 满足 y C0 SL 则 称 x 是 X 上 的 
可 能 性 分 布 图 数 (posslibility distribution function). 
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给 定 XX 上 的 可 能 性 分 布 函数 ", 由 7 决定 可 能 度 [[ SCX) — [0,1] 如 下 
VAE P(X), IL (A) = V {x(x} (13.1.1) 
TE 


PIE n SHH EME C A2. 2.6). 另 一 方面 , 若 已 知 可 能 性 测度 11， 
则 由 全 也 可 以 决定 X 上 的 可 能 性 分 布 函数 
YE Xanlar) =I z} (13. 1. 2) 
在 Fuzzy 命题 下 :“ zz 是 A "中, A 对 变量 xz 的 取 值 有 着 约束 的 作用 ,所 以 这 
时 称 A 是 z 的 Fuzzy 约束 (fuzzy constraint). 所 以 对 X 中 取 值 的 变量 zx ,一 个 
与 相 联系 的 可 能 性 分 布 函数 xz 可 以 被 认为 是 对 xz 取 值 的 一 种 Fuzzy AR, x, 
将 每 个 上 EX 同 变量 z 取 值 为 i 的 可 能 性 联系 起 来 : x, 0) = Possis =t). 由 此 
可 以 作 这 样 的 基本 假设 : 
可 能 性 假设 : 知 AEY9(CX), 则 命题 "二 是 4 ”诱导 出 一 个 等 同 于 A 的 可 能 
TE 4} Ai PR n. 
BI“ x 是 A ?可 以 翻译 成 下 列 的 可 能 性 指派 方程 
nt; 二 A (13.1.3) 
例 13.1.2 (Zadeh, 1978) WA 7 N 上 “小 整数 ”Fuzzy 集 , 定 义 为 
A=—+ 5 4+ 9.2 s428 044 0.8 
则 Fuzzy 命题 zx 是 小 整数 ” 引 和 人 的 可 能 性 分 布 是 
n, =A 
E A(3) =0.8 RAN xc Æ 3 PHA REHE, BIAR z 是 小 整数 , 则 其 可 能 性 是 0.8. C 
设 工 是 取 值 于 X 的 变量 ,而 yi ,yz，*… ,yn EX. A 
P{z=y;} =qi; Poss(x=y;} =pi(i=1,2,.…,n) 
则 概率 gi ,qs,… ,9 与 可 能 性 Dispos p, 之 间 的 一 致 程度 可 以 定义 为 


a= Cpi A) V (ps Ng) Vo V (ps A ad =V tp A a) 


(13.1.4) 
由 此 可 见 , 为 了 使 每 个 p: 与 gq; FA A cS RPA 
能 性 . 
H ERE MAREK pp: X > (0,1), fi pO =—P{z=t), M nr Æ X ELVA 
能 性 分 布 函数 , 则 请 与 之 间 的 一 致 性 程度 定义 为 
A=V (pW) A x(t)} 
对 于 一 个 Fuzzy 集 B, FTA B 进行 可 能 性 上 度量. 
定义 13.1.2 (Zadeh, 1978) 设 工 是 取 值 X 的 变量 ,而 BE F(X), x, Æ 
与 x 相关 联 的 可 能 性 分 布 函 数 , 则 称 
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[TT,.(B) 会 1 (B) #2 V (Bly) A xr, (Cy)) (13. 1.5) 
X 


yE 


W Fuzzy Æ B 的 可 能 性 测度 (possibility measure of fuzzy set). 
13.1.3 设 考虑 Fuzzy MA“ 2 BBR” WARS A aT RE TE Ph 
数 为 (参见 例 13.1.1) 


—~i,1 ,98, 0.6, 0.4, 0.2 
xz =] + 7 十 5 十 n + 5 十 G 
mR B= 二 13,4,5}, M) B 的 可 能 性 测度 为 


BSAA V (1 A 0.6) V (1 A 0.4)=0.8 


如 果 B 一 十 < 十 2 十 十 地 ; 则 BB 的 可 能 性 测度 为 


I (B= (0.2 A 0.8) V (0.4 A 0.6) VY (0.6 A 0.4) VY (0.8 A 0.2)= 0.4. L) 
由 定义 容易 得 到 以 下 定理 . 
定理 13.1.1 可 是 F(X) 上 的 Fuzzy WE. 
{ARE BY EL POX) ER Fuzzy 测度 ,这 时 
H (A) & V (nn (y), VAG PCX). 
RTX ILAE T A E vz A REITER. 
€ 13.1.2 MABE F(X), WA: 
(DH (AUB) =I (A) VII (B); 
(21 (AM BY <I CA) ATT CB); 


(3) Tl (A) = (D| Awd II. 


证 明 (1) 由 定义 13. 1. 2 容易 验证 
JIKAUB)=VI(AUB) AmO) = V KAWY A zy) V CBO) Amr Oo) 
yEX yEX 


= ( V (AW Aa) V (CV (BW A rx)) = I AV TB 
yEX yEX 
(2) 同 理 可 证 . 
(3) 由 定理 12. 3.1 知 


(S| Aod [= y {aAT A)) 


a& [0,!1| 


at A _ x 
而 I] ( a) PA 区 Cy) 从 而 


(S| awas y. a 和 ( V z6) | = V VIAA(CD) AO} 
X a€ [0,1] yEA, 


a& LO, lye x 


yEX 


V iaAN A,Cy) A x (0))| 


a€ [0.1] 
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一 Ve {ACy) Am O)? =I CA). a 
ye 

可 能 性 与 概率 的 一 致 性 程度 可 以 通过 关于 [的 Fuzzy 积分 表示 出 来 . 

定理 13.1.3 Kp:X>10,1j,MyvRAIS peEBAEDE F(X) 上 的 一 
致 性 程度 , 即 
y= V tpt) A nl(zr)}, (13.1. 6) 
rE 


则 y=(S)| pd I. (13.1.7) 
WRA 由 定理 12. 3.1 得 

© p@dll= y faAH(DN p= V farl v (xy))) 
D ot a 


V 
aE[o,1j [0,1] ye DAE 


ta Ano) S= V V ‘lah p(y) A xy) 


=V V 
e€ LO 1]yE DNP, a€l0,1JyeD 
=(V {x }) A( V {aA pCy))) 
yED a€[0,1] 
=V ‘(x(y) A p(w) =r 
vED 
定理 得 证 . 国 


S 13.2 多 元 可 能 性 分 布 


定义 13.2.1 E XY NRR, M ry IEE X Y 中 取 值 的 两 个 变量 ， 

ra (uv) ES Cey) 相关 联 的 可 能 性 分 布 函数 , 即 
V (usv) E XXY, nay (usu) = Poss{x =u, y =v} (13.2.1) 
则 称 Nr,y (Uv) 为 与 (zy) 相关 联 的 二 元 (联合 ) 可 能 性 分 布 函数 (2-ary possi- 
bility distribution function). Mit x,(u) 与 n, œ) 分别 是 no, (u,v) Æ X,Y 
上 的 投影 , 即 
Vu E X VEY, 24,00 =V Ixy Gov}, ny =V (no,y o)) 
vEY u€ X 

则 称 x, u) 与 ny Cw) 为 Rex, y) CU V) FY) 2) BR AY BE TES Ai eK A ( marginal possibili- 
ty distribution function). 

类 似 地 可 以 定义 元 可 能 性 分 布 和 与 之 对 应 的 边缘 可 能 性 分 布 ,下 面 主 要 
讨论 n=2 的 情况 . 

例 13. 2.1 (Zadeh, 1978) 考虑 "地 毯 是 大 的 ?可 能 性 分 布 , x 二 宽度 , y = 
长 度 , 为 了 简单 起 见 , 取 宽度 论 域 X 二 {250,300,350,400) 5 KEW Y =(300, 
350,400,450,500} (单位 :cm). xi,,， 如 表 13. 2. 1 所 示 . 
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# 13.2.1 “KIER” — 3c ay REED A (单位 :cm) 
250 300 0.6 
250 > 350 0.7 
x 
350 350 0.8 
400 400 0.9 


这 时 rcz,， =~KBK, rz SA, n 二 长, 并且 a, So, WR 13.2.2 所 示 . 


表 13.2.2 “大 地 丢 的 边缘 可 能 性 分 布 (单位 :cm) 


下 面 的 定理 给 出 了 联合 可 能 性 分 布 函 数 与 其 边缘 可 能 性 分 布 咀 数 之 间 的 关 
系 . 


定理 13.2.1 设 Rix, y) (u,v) 是 (x,y) 的 可 能 性 分 布 函数 ,其 边缘 可 能 性 
分 布 函数 分 别 为 xj (Cu) Boxy (vo), SFA EC P(X), BE PCY),7 
{I (x.y) (A,v) 一 V Artz, CU vd} ， Il (cry) (4s B) 一 V {Tery (us) } 
ul A ve B 


II ASV n, Cu), Il (B) =V z, œ) 
ut ve B 
WIT, NW, oS POO PCY) EW Fuzzy WE, HA 


VAG P(X), (A) = (8) Hy (Awd ll, 03.2.2) 
Y 
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VBE ACY), Il, (B) =(s)| | Il (2,5) (4a, B)d IT . (13. 2.3) 


证 明 由 和 定义 13.1 2a Bee, SI, Æ Fuzzy 测度 .由 定理 
13. 1. 3 及 定义 13.2.1 得 


o| Ha CodI = V ( V (ray (a2) | Anyo) 


ve Y 


= V V nep Gav An, o) = V {nw))} = lA) 
uC A 


“C AvEY 
EN TT, (A) = o| Mep (Adl, 同 理 可 证 定理 的 其 余部 分 . 口 
rp) 一 (S)| xc Gust)d T y (13.2.4) 
z, (v) =(S)] rey vd Il . (13. 2.5) 


我 们 可 以 引 人 相 应 于 概率 论 中 的 条 件 分 布 图 数 . 
定义 13.2.2 设 (z,y) 在 论 域 XXxY 上 取 值 "对 给 定 的 x EX,oEY, 记 
nay Cuv) = Poss{z = uly =v} (13.2.6) 
Tyz(v/u) = Poss{ y =v|z =u} (13.2.7) 
则 称 rajy 《uf/v) HAE y=v Fx WAT BETES} Ai BBX (conditioned possibili- 
ty distribution function), fil ny; (0/u) HAE c=u F y HAE A BEE OT Ai eR 
数 . 
在 定义 13. 2. 1 的 基础 上 重新 定义 x(u/v) 与 x(v/u) 如 下 : 


T(z,y) CU V) T, U) S n, Cv) 
nlu/v) = n, (u) (13.2.8) 
Ner, y) CU V) 。 n n, lu) > n, (v) 
Ner, y) CU V) n, (v) S n, lu) 
zlu/u) = x, (v) (13.2.9) 
Rer, y) (UIV) ° x Cu) mT, Cv) > n, Cu) 
对 AE P(X), BE?) wR 
I] (A/v) =V {xlu/v)}, (13. 2.10) 
uA 
I] (B/w) =V {x v/u)y} (13. 2.11) 
ve B 


定理 13.2.2 RHR HM SWART HARA MPR 
系 


v, lu) =V 


vE Y 


(13.2.12) 


«(< A x,(v) 
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_ v 
AOA (2) 人 ru), (13. 2. 13) 
WEAR “只 证 第 一 式 , 第 二 式 同 理 可 证 . 由 定义 13.2.2 Ralu/v) WELK 
易 验 证 


V {xu A n= V, {ru/v) A ny (v)}) 


vEY vl x (wan (vy) 


{xCu/v) A ny(v)}) 


ule Cu ra (wv) 
x y 


=( V ) (aez, yy (u/v) A ny (v)}) 


v| x (wn Cv 


Tt, (u) 


T(z,y) UU) 。 n, (0) A x, (o)} ) 


Co 
v| x (ud >n Cv) 


> V {nay uu) A ny (o)} =r, Cw) 
vE Y 


并 且 V intu/v) A n, Co)? =( V (x€u/v) A ny (v)}] 
ve 


vje, Ca) Sm, (Cv) 


(n(u/v) A x, (v)}) 


ul n, Go >n Cv) 


< ( V {nCu/u) A ny (v)}) V n, (u) 


vuln Caen Cv) 
x y 


< lra, (usv) A ny (oY) V a, Cu) 


(v 
vila Gas Cv) 


<( V {row A my 6o}) V nC) =r, u) 
ve Y 
定理 得 证 . O 
下 面 的 定理 是 可 能 性 理论 的 Bayes 公式 . 
定理 13.2.3 BRACE P(X), BE P(Y), M 


of TDG. Aod T ,一 CS)| I (wyB)dIT 。(13.2.14) 
证 明 由 定理 13. 1. 3 得 
CS)| I ey (Avo T= V (Cy, (reay (usv)}) A yw] 


= V (ayo A neo,y usv)? 


uE Ave B 


= V {1 (x,y) Cusv)} AN, y) (A,B) 
uC AvE B 


同 理 可 证 
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CS)| U ce.) (es Bd IE .全 ICA,B) 
定理 得 证 . L 


$13.3 Fuzzy 事件 的 概率 


尽管 模糊 性 与 随机 性 有 着 本 质 的 区 别 , 但 两 者 之 间 又 有 一 定 的 联系 ,是 可 以 
相互 渗透 的 . 同一 现象 往往 既 含 有 模糊 性 ,也 含有 随机 性 . 例如 :“ 抽 检 100 件 
产品 ， 几乎 没有 次 品 ”;“ 明 天 可 能 下 大 雨 ”, 等 等 ,这些 事 件 不 仅 发 生 与 否 是 不 
定 的 , 而且 其 含义 也 不 明确 肯定 . 这 正 是 模糊 概率 要 解决 的 问题 ,下 面 我 们 给 
出 Fuzzy 事件 的 定义 及 其 概率 度量 . 

定义 13.3.1 〈Zadeh，1968) 设 (0Q, A, P) 是 概率 测度 空间 ,如 果 

AE C(HI={AE F(N) \A, € Ha E [0,1)) (13.3.1) 
We A ÆR 上 的 Fuzzy 事件 (fuzzy event). 

易 见 A CC(M)HA HEH 12.4.14 ECI) BOW Fuzzy o -代数 . 

如 何 计 算 Fuzzy 事件 的 概率 ,我 们 先 从 普通 事件 开始 分 析 . ABO 的 一 
个 普通 事件 , 集 A Ew, 则 


PCA)=| ap=| x a Cw) dP =E) (13. 3. 2) 
n 


这 里 的 积分 指 Lebesgue 积分 , EC) 是 数学 期 望 . 可 以 将 上 式 推 广 至 A 是 Fuzzy 
事件 的 情形 . 

定义 13.3.2 (Zadeh, 1968) WA 是 概率 测度 空间 CQ, ww,，P) 上 的 一 个 
Fuzzy 事件 , 置 


P_(A) al A(w)dP =E(A) (13.3.3) 
n 


则 称 P, CA) EE Fuzzy 事件 A 的 概率 (probability of a fuzzy event A), Pz 称 为 
Fuzzy o -代数 (CN ) 上 的 Fuzzy 概率 测度 (fuzzy probability measure). 

Pz 的 下 标 Z 表示 Pz Æ Zadeh 意义 下 的 Fuzzy 概率 测度 ， 

WR N = {w wert war) 是 无 穷 可 列 集 , 则 车 记 p; 二 Pz({w;}), He 
X 13.3.2 得 


PaA = DA ) D; (13.3.4) 


例 13.3.1 已 知 某 批 产品 的 次 品 率 为 1%, 现 从 中 任 取 100 件 . 用 A 表示 “所 
取 的 产品 几乎 无 次 品 ”,B 表示 “所 取 的 产品 大 约 有 4 个 次 品 ”, 其 定义 分 别 为 


4 一 六 + 二 本 十 全 


第 13 章 可 能 性 分 布 与 Fuzzy 概率 一 519 


0.4 1,1,1 0.4 
Bea tz tyt t 


试 求 这 两 个 Fuzzy 事件 的 概率 . 
KA n 件 次 品 的 概率 为 
p(n) 一 CT (0.01)” (1 一 0.01) ”7 一 0,1，…，100 
从 而 p(O) =0. 366, p(1) =0. 370, p(2) =0. 185, p(3) =0. 061, p(4) =0. 015, 
p(5) =0. 003, p(6) =0. 0005, 于 是 
P,(A)=A(0) p(0) + ACL) pC1) + AC2) p(2) + A(3) p(3) 
=] X 0.366+1X0.37+0.6 X0.185+0.4 X 0. 061 


=0, 8714 
P7(B)= BO) pCO) + BC1) pQ1) + BC2) pC2) + B(3) p03) + 
BC4) p(4) + BCS) pS) + BC6) p(6) 一 0. 155. L 


例 13.3.2 向 目标 进行 射击 ,直到 打 中 为 止 . 设 每 次 击 中 目标 的 概率 为 p, 
各 次 射击 是 独立 的 . 考虑 "只 射击 了 几 次 就 击 中 目标 "这 一 Fuzzy 事件 的 概率 . 

at th REAR U = (1,2,…}). 第 i 次 才 击 中 目标 的 概率 为 p, = 
(1 一 p)” p. RA =“ R TILK aE? Ai” FB 


_i , 0.8 , 0.6, 0.4 
Asya ta hg 


十 加 +æ 
则 PA= DADP = SAG) A — p p 


i=] i=] 
=p+0.8(1—p)p+0.6 (1 —p)’p+0.4 App. 
E 
例 13.3.3 ÆERRTORP FEARS EA 
N 一 《ol ,2 9 3 4 9 65 6】 


其 中 w 表示 掷 般 子 结果 为 ; 点 ,用 A 表示 “不 出 现 小 点 ”, 且 
An2 403,08) 141 


wo W3 W4 w5 wg 
则 有 
Pz(A)=A(wz)plws)T Alw) plw3) + ACs) PCa) 十 
Alws) plws) + ACws ) plws?) 


== X (0.2 十 0.3 十 0.8 十 1 十 1) =0.55. C] 


例 13.3.4 设 某 物体 的 长 度 为 w， 现 用 一 仪器 去 测量 , 若 无 系统 偏差 ,测量 
JEX, 则 测量 所 得 物体 的 长 度 X 是 一 随机 变量 ,其 概率 密度 为 
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] 0 
plz) 一 e a 
V2no l 


用 A 表示 “测量 的 结果 与 a 相差 不 大 ”, 其 定义 为 


A(z) =e, (6 >0, HERO 
于 是 PREM 13.3.2 有 


to (ea? 1 amw? 1 to ce-a) Cao2 48) b 
Pz (A) =| €e b * e 2a dz = | e 26e. dz = 2 . 
一 om ono ena T Zo” +b 


[] 


Fuzzy 事件 概率 有 许多 类 似 于 普通 事件 概率 的 性 质 . 

定理 13.3.1 BHA BE FCQ)E Fuzzy 事件 , 则 有 : 

(1)0< Pz(A) <1, H P2(O) =0,P,() =1; 

(2) P(A) =1—P, (A); 

(3) AC B=>P,(A) < P7(B); 

(4) P2(A U BD =Pz(A) + Pz(B)— P(A N B); 

(5) A Q B=Ø=>P;(A U B)=P27(A)+ P;(B); 

(6) P(A U3 B) =P;(A)+P;(B)— PAN BUL, Ns WM 
1.3.6). 


WRA 只 证 (27) 和 (4) ,其 他 易 证 . 
(2) P(A‘) =| A‘(w)dP =| (1 — Aw) dP = | ap — | A(w)dP 
n n Q f Ê 
=1 — P; (A). 


(4) Pz(A U B) +P(A N B) =| (A U B)(w)dP + (A N B)(w) dP 
=| (Aw) V B(w))dP + | (Aw) A BCw))dP 
=| [cAcw) V BCw)) + (ACw) A BCw)) ]dP 
=| (Aw) + B(w))dP 


=| ACwyaP + | B(w)dP = PCA) + P7CB). C 
n 
定理 13.3.2 W A A2 An EC FCRJHEX ij RA NA =O R 
A, Ay 93°"" 人， 为 两 两 不 相 容 ) ， DUJ 
P,(U A;) = >) Pz(Ai) (13. 3.5) 
i=1 i=] 


HE RH 因 当 ify AY , A, N A; =ø, 故 对 于 任 一 E 0， Ay Cw), Ás Car) ，…， 
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V Ai(w)= JA; Ww) 


l<itsin 


由 此 可 得 
Pz(U 4j=|(U4)coap=| C V A,(w))dP 


IKin 


=| (DA @dP =) (A wDdP = JPD. D 
i=1 i=1~ 2 i=] 


Fuzzy 概率 测度 Pz 是 Fuzzy -代数 5 (x ) 上 的 一 种 特殊 的 Fuzzy 测度 . 

定理 13.3.3 WP, Æt (A) ER Fuzzy 概率 测度 , 则 P Be (x ER Z 
型 Fuzzy wl BE. 

证 明 由 定理 13. 3. 1 和 定义 12. 4. 3, 我 们 只 需要 证 明 Pz 的 连续 性 . 设 
(Aln EN) ZEC), A, Z Anm MW U) A, E ECL), H 


nE N 


YwEnQ, lim A, Cw) = Ve (A, Cw) } =| 


nn- 十 0 


UA) <1 


n&N 


MH Lebesgue 积分 的 控制 Kaemi 


n-»+oo n—-boo f N mr 十 oo n nmEN nEN 
GA, > Avi» ME A GE. E 


pendent) ,如 果 


Pz(A N B) =P,(A)P;(B) (13. 3. 6) 
定义 13.3.4 i Fuzzy $F A,B EC F¥(0),4 Pz(B) >0, MK 
_ Pz(AN B) 
P,(A|B) 一 PDB 一 (13. 3. 7) 
X A Æ B FÆR (conditional probability). # A 5 B 独立 , 则 
P,(A|B) =P;,(A) (13. 3. 8) 


定理 13.3.4 (REAR) 设 n 个 Fuzzy 事件 Al,A,,…,A, EFC), H 
Pz(A NA AN 1 A, > 0, H 
Pz(A; N Az N 1… N AD = Pz (AL) Pz (A, | A1).… Pz (A, |A: N e N An) 
(13.3.9) 
iE A 因 Pz (Ay) > Pz; N Az) 2a +s PA 人 人 Anm > Pz(Al 人 
Az 门 … NA And KARA Sie BS AR ABR EN. 
4n=2 时 , 按 定义 13. 3.4, 公 式 成 立 . 
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设 当 nn 一 上 有 时 公式 成 立 , 则 当 n 一 上 十 1 时 ,有 

Pz (A N Ag N ve N Ay N Ar) = Pz (A; () Ag N 1er M Ar) Pz (Ag, | Ay NN A,) 

= P(A) P2 (A, | Ay +P CA, |A; Nee N AD Pz Ages |A; Nee NA) 

从 而 由 数学 归纳 法 知 公式 成 立 . 口 
定理 13. 3.5 (全 概率 公式 ) 设 A ,A,,…,A, CF (0) 是 nn 个 两 两 不 相 

容 的 Fuzzy 事件 且 P,(A;) > OCz 一 1] ,2 ,7 ), 则 对 于 任意 A cU A,,A € 

i=] 
FM, H 


P(A)= >) Pz(A;)P2(AIA;) (13. 3. 10) 


i=] 
WEAR 由 定理 13.3. 2 可 知 


i=] i=l 
= > P(A N A) =>) P(A P(A |A;). O 
i=] i=] 


定理 13.3.6 (Bayes 公式 ) 设 Ay ; A, ;A € FLQ ) 是 n 个 两 两 不 相 容 


的 Fuzzy 事件 且 Pz(A) > 0G = 二 1,2,…,n), 则 对 于 任意 A Gl) A, 
i=1 


A€ FM AH P(A) >0.4F 
P7(A,)P2(A\A,) 


P7(A,|A) =— (13. 3.11) 
>) P2(A))Pz(A/A;) 
j=l 
TERA 由 定义 13. 3.4、 定 理 13. 3. 4 与 定理 13. 3.5 即 得 . g 
定义 13.3.5 ROA P) 是 概率 空间 ,而 AAAESG(O) 且 六 EC ), 记 
E h) =(S)|_h(w)dP (13. 3. 12) 
n 


We E Ch) fi A R9 Fuzzy 期 望 (fuzzy expectation). 

定理 13.3.7 Bhshyshooh, EEC) GE T)， 其 中 工 是 任意 指标 集 , 而 
a € [Lo,1j 是 常数 , 则 : 

(1) Ela) =a, H hy C hp E,; (hy) < E; (hy); 

(2) E lhi U h) > E hi) V Eh), Ehi N ha) SE, lh) A Ep Che); 


(3) Er UA) > VE ph) Es( 1h.) < AE pho 


(4) Eyla V h) =a V E). 
证 明 只 证 (3) ,其 他 由 定理 12. 3. 3 SE. 
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(3) Es Uh = S| (Vv, th(2)})aP (由 定义 13. 3. 5) 
=v. la A P((U.).)] (由 定理 12. 3.11) 
= y la A P(U ths) } (由 定理 2. 1. 5(2) ) 
> y (a A (V PCAs} (由 定理 12.1.2(2)) 
aeE[o,1 IET 
= y {V la APAD} =V V le A PCAs} 
a€ [0,1] ET tE TaEl0,1] 
=y | hdP=V Eh,) 
[于 了、 eT 
即 (3) 的 第 一 式 成 立 . 同 理 可 证 (3) 的 第 二 式 , 只 需 注意 由 定理 2.1.5(2) 有 
Mas le PUMA SMa PN KN) Oo 


注 : 由 于 | (a A hCx))dP=a A f h(a)dP 不 一定 成 立 ( 见 和 定理 
n n 


12.3.3 2), FRL E; la A h) =a A Ej(h) 也 不 一 定 成 立 . 看 下 面 的 例子 . 
例 13.3.5 I N= (w ws, Wm Wmi] Wmr mn E N) ÆR mtn 
个 人 组 成 的 集合 , A 二 P(N), 而 PP 是 A 上 的 计数 测度 , 即 
VA EA, PCA) =AL (|A| 是 A 中 元 素 的 个 数 ) 
而 :0 -> [0,1] 表示 Fuzzy 概念 “高 个 子 ” ,定义 如 下 
hlw;) = 

0.6, m+liiixm-+n 

BRAC XY (wf )， 由 于 对 a e 10,11, 有 


ox 0 之 a 三 0.6 
h, 一 {Wy Wests Wats 0.6<¢<0.8 
Ø, 0.8<a<l 


从 而 


一 > ; )) =0, 0.8 一 
E,W 一 V i A P(h,)} 0.6 V ( A] 


E h) 表示 的 实际 含义 是 , 0 中 全 体 人 员 的 平均 高 度 属于 “高 个 子 ” 的 隶属 度 . 


Mik a €E [0,1], 则 
ho» ala 
Ca 人 D. =4 


D, aca 
从 而 El(a Ah)= V {aN Pa Ah) D} = V {a Ptr} 


a€ [0.1] a€ [0,0] 
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0.6, 0<a<x0.6 
一 m 
0.6 V (0. 8 Nt) 0.6<a<l 
m 
0.6 V (0. 8 A), 0<a<0.6 
但 aN E;h)= 
av (0.8A—7), 0O6<a<l 
由 此 得 到 Eyla AA) =a AE; WM S3n=2mm,n E N). C] 


最 后 我 们 给 出 Fuzzy 期 望 与 经 典 期 望 之 间 的 差别 估计 . 
定理 13.3.8 RO, 4, 也 ) 为 概率 测度 空间 ,hh Eg), mA AE 


ECh) =| h(w)dP， 则 有 
n 


|E, -E| <4 (13. 3. 13) 


WEAR uD = V {h(w)}, 二 和 (h(w)) (参见 定义 1.4.10). 给 
we Q we Nn 
Ea €E [0,1], 易 验 证 
Eth) =| hw) dP = | h(w)dP + | h (w) dP 
n Ah h 


< | adP + | ht(h) dP 
Nh, a 


=a(l— Pth,)) Hhh) PO ) =a + POh,) Cath) — a) 
同 理 可 证 


ECh) =| hu) dP > Uh) + Ph) Ca — Ch)) 
n 


设 B=E; Ch), B= VY, (a A P(h,). 可 以 证 明 
BBN PADB Pha) 
H Ya>ß BS Pth,). 这 样 Va€ [0,1], 4a>PH.A 
Eh) — E; h) Sat Pha) th) —a)—B=P(h,) hth) 一 a) 十 ac 一 有 
以 及 
Eth) — E h) S Uh) + Plhg) (B— thy) — B= — Plhg)) (ACA) — p) 
即 有 
(1 — P(hg)) (th) 一 8) < Eth) — Ey h) < POA) Cath) — a) +a—B 
SEBO UA) KAKU) SIAM POA) SP, W 
B(B-1) AAU —B < Eth) — E; h) < BA —- H+ lap) 
所 以 令 a 一 B, 即 得 
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[EW — Ey(h) | <La- A < 

定理 得 证 . L 

Yager(1979,1984) 认 为 将 水 平 集 的 概率 定义 为 P(A。.) = >) Pa) 是 相 


re A, 


SBA. 在 此 基础 上 ,Yager 定义 Fuzzy SMF : 
定义 13.3.6 (Yager, 1984) 设 A 是 概率 测度 空间 (2，%，P) 上 的 -一 个 
Fuzzy 事件 ,大 
Py (A) 全 {((P(4),a)laeE [0,1]} (13. 3.14) 
则 称 Py CA) 是 Fuzzy 事件 A 的 概率 (probability of a fuzzy event A). 
Py 中 的 下 标 Y 表示 Py 是 Yager 意义 下 的 概率 ,有 别 于 Zadeh 意义 下 的 概 
率 . Py(A) 可 以 解释 为 “满足 条 件 A 的 程度 至 少 为 a 的 概率 ”，Py (A) 是 一 个 
Fuzzy 集 . 
Yager 还 给 出 了 Fuzzy 事件 概率 的 男 一 定义 : 
定义 13.3.7 (Yager, 1984) 设 A 是 概率 测度 空间 (2，%，P) 上 的 一 个 
Fuzzy 事件 , 则 Fuzzy “Fuzzy 事件 A 的 概率 至 少 为 记 ”定义 为 Py (A) ,其 中 
Py (A)(w) =V {alP(A) > w},w € [0,1] (13. 3.15) 
定义 13.3.8 (Yager, 1984) 设 A 是 概率 测度 空间 CO, x,，P) 上 的 一 个 
Fuzzy 事件 , 则 称 Py CA) 是 Fuzzy 事件 A 的 概率 ,其 中 
Py (A) (w) = min{ P% (A)(w), Py (A) (w)}, w € [0,1] 
(13. 3.16) 
ix Py (A) =1— PY (A5). 


例 13. 3. 0 WwW N= {z 9X9 313 sa} A= PQ, A= e a 并 且 
1 2 


T3 T4 


P({xz,}) =0.1, P({z,}) =0.4, P({z3}) =0.3, P€{x,}) =0.2 
WW Py (A), Py (A)45 Py (A) 如 表 13. 3.1 AȘ 13.3.2 所 示 . 


# 13.3.1 


[ 0， 0. 2] 《XI ，X2 ，X3 ，X4 } * (0.8, 1.0] 


(0.2, 0.6] (XZ) 12923} . (0.5, 0.8] 0.6 


(0.6, 0.7] {x1 2 } . (0.1, 0.5] 0.7 


(0.7, 1] (T; } . [0, 0.1] 1.0 
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《zl 9X2 ，Z3 ,4 } 
(0, 0,3] 
(0.3, 0.4] 
(0.4, 0.8] 
(0.8, 1.0] 


{Xo 1X3 9X4} 
{2324} 

{a4} 

D 


于 是 由 定义 13. 3. 8 得 到 Fuzzy 事件 A 的 概率 Py(4), 其 中 
0, w=0 

0.2, w€ [0,0.2] 
0.6, w€ [0.2,0.8] 
0.2, w€E[0.8,1] 


Py (A) Cw) = 


$13.4 事件 的 Fuzzy 概率 


上 述 讨 论 的 是 Fuzzy 事件 的 概率 ,但 对 有 些 问 题 ,事件 是 明确 的 ,而 相应 的 
概率 确 是 模糊 的 . 例如 甲乙 两 队 进 行 比赛 , 问 “ 甲 队 获 胜 的 可 能 性 有 和 多大?” 这 
时 事件 “ 甲 队 获胜 ?是 一 个 分 明 集 ,但 我 们 很 难 给 出 一 个 确切 的 数值 答案 , 却 习惯 
用 “很 大 ”、“ 很 小 ”、“ 不 大 ”“ 极 小 ”等 模糊 概念 来 描述 ， 辟 如 说 “ 甲 队 获胜 的 可 能 
性 为 0.9” 比 “ 甲 队 获胜 的 可 能 性 很 大 ”更 符合 实际 . 

这 样 , “明确 事件 ”的 Fuzzy 概率 ,不 是 像 经 典 概 率 用 L0,1j 中 的 数值 表示 ,而 
是 用 Fuzzy 语言 表示 . 所 以 ,我 们 称 事件 的 Fuzzy 概率 为 Fuzzy 语言 概率 (fuzzy 
language probability) ,简称 语言 概率 . 

因 概 率 p € 10,1], 所 以 语言 概率 是 以 [0 LIA RH Fuzzy 集 . RO 
BAO EBD o -代数 , 则 

经 典 概率 P: > [0,1] 
语言 概率 P: x -> 乡 ([0,1]) 
下 面 的 几 个 Fuzzy 集 是 原始 单词 : 
(1)*p” (p € [0,1] ) 


l, = 
plz) -1 (13.4.1) 


(2) 很 可 能 ” 
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0， 0< pa 
p-—a\’ a+] 
< 
“很 可 能 ”(p ) 会 (T=) aS PS? (Bk a>z} 
p—-1\? atl 
i 2 (Fa) | 2 <PS! 
(13. 4. 2) 
(3)“ 很 不 可 能 ” 
“很 不 可 能 ”(p) 会 “很 可 能 ” C1 — p) 
0, O0<1l—px<a 
1—p—a\’ at] 
_j2(-G5-*) ， a<i-p<%G 
_,fl-p-1\* atl 
l 2 ( l—a i 2 <1 Pps! 
5, fli-p-ly’ l—a 
l 2 ( l—a ) ' OSPS 2 
= l1—p-a 2 |] — aq _ (13. 4. 3) 
2 ( l—a ) ， ae 4 
Q, l-a<ps 


Fuzzy 概率 的 论 域 是 [0,1], 在 实际 问题 中 ,为 了 更 方便 起 见 我 们 常常 考虑 
离散 的 情况 ,这 时 可 以 将 [0,1j 换 为 论 二 .通常 取 
V=(0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9,1) 

在 论 域 V 上 ,可 以 定义 


“很 可 能 ”一 全 记 十 守 世 十 名 十 6 十 二 


“很 不 可 能 "一 — 5 十 0, 7 十 


“很 可 能 ”(0.7) 中 的 0.7 是 Fuzzy 集 “ 很 可 能 ”的 元 素 , 也 是 被 模糊 化 的 经 典 
概率 . 
将 逻辑 运算 与 Fuzzy 语言 算 子 ( 见 $ 10. 2) 运算 施 于 这 些 原 始 单词 时 ,得 到 
一 系列 概率 语言 值 . 
例 13.4.1 逻辑 运算 与 语言 算 子 的 例子 
“不 很 可 能 ”(p) = (< 很 可 能 Cp) 
(“很 可 能 ”或 “很 不 可 能 ”)( pb )= 二 (“很 可 能 ”)( p) V CARA BT AE") C p) 
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“有 点 可 能 ”(p ) = (“FT BE” (p))? 
0, ON pKa 
p-—a a+] 
— 2 (和 5 ax<ps 9 
p-1\* atl 
1—2 (F=) ' 2 SPs! 
“AE Ff BT BE” Cp ) = (“4B J HE” Cp)? 
0， ON pa 
p—a\* a+] 
— 4 (T) , a Zp 9 
—] 2, 2 1 
Q-2(7=3) ). H <e: 
“很 可 能 ”“ 不 很 可 能 ”与 “很 不 可 能 ”如 图 13. 4. 1 所 示 . 
很 可 能 : 不 很 可 能 ; 。 ----- - 很 不 可 能 
图 13. 4.1 
例 13. 4.2 Fuzzy 化 算 子 的 例子 . 
—(z—p)’ _ 
“差不多 是 p” Dre =} ，|z 一 p| Se, € [0,1] 
0, lz—p|>6é 


“差不多 是 0" 一 “几乎 不 可 能 (发 生 )” 
“EREE LP ERE)”. 口 
例 13. 4.3 判定 化 算 子 的 例子 . 

“倾向 很 可 能 "( 思 一 do 5 [很 可 能 ”(p)] 
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7 p> ite 
o, p< lta 
“45H [8] 4B AS A BE” p= dO RART BE” Cp) J 
1, p< 
= ] C] 


因为 概率 语言 值 的 支 集 应 限制 在 L0,1] 内 ,但 是 按 第 10 章 中 介绍 的 语言 值 
的 四 则 运算 ,不 能 满足 要 求 . 


$l 13.4.4 设 
cag urge 05 407,09, 1 1 
很 可 能 OE toa tog tog t 4 
auraen 1 l 109,07,05 
很 不 可 能 +O to tog toa 


则 按 语言 值 的 四 则 运算 ,有 


“oa ae” qaqa aera 0-5 407409, 1 ,1,，1 ,09,07,0. 
很 可 能 ”十 “很 不 可 能 ”一 5 十 7 十 0 十 了 6 十 二 十 二 十 ZER: 


其 中 1.1,1.2,1.3,1.4E [0o,1], 故 “很 可 能 "十 “很 不 可 能 ”不 再 是 概率 语言 值 . 
[L 
为 了 解决 这 一 问题 ,我 们 给 出 下 面 的 概率 语言 值 运 算法 则 . 
定义 13.4.1 Bn; WAR, a; € [0,1J],7=1,2,---,n, Ml 
《ai K] + az no 十 … +a,n,) Cp) 会 
a p ta, p, i ta p,—p 
户 ] 十 如 ?十 … 十 户 =) 


tr CPi) Act Am, Cp, )} 


(13.4.4) 
称 为 {x;) 的 线性 组 合 . 


不 难 证 明 p, € [0,1]>p = 2aip; € [0,1J. HAM p> 1 时 ,对 应 空 集 ， 


则 V @ =o. 特别 地 当 ay =a, =t =a, =a E [0,1] 时 


V (x, Cp) A oes A n, Cpa), pea 
Can, tang 十 … tanx,)(p) = p +p, ttp =l 


0, pHa 


(13.4.5) 
$l 13.4.5 i V=({0,0.1,0.2,--,0.9,13 
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—“ »— 0.7 l 0. 6 
m=? ToTtostos 
0 g» 7, 1 ,0.6 
m= a8 0745.8 109 
令 T =a n Fan, ai 4 È [0,1]. FEE 13.4.1l,x 的 元 素 p 应 满足 
Qpi t+a,p2.=p, pi tp,=1 
O. la; +0.9a,, 0,2a,+0.8a,, 0. 3a, +0. 7a, 
于 是 , 当 ay F ay Ay 
«= 0.7 A 0.6 1A 1l 0.6 A 0.7 
0. la; +0.9a, 0.2a,+0.8a, O. 3a, +0. 7a, 
_ 0.6 4 l 十 0.6 
0. la; +0. 9a)  0.2a,+0.8a, 0.3a +0. Tas 
即 
0.6 l 0.6 
0. la +0.9a, ' O. 2a, +0.8a, | O. 3a, FO. na’ % %2» M242 € L0,1] 
T 一 
4, a = a = a €E [0,1] 
a 


L] 


例 13.4.6 B mm 一 “很 可 能 ”，r? 一 “很 不 可 能 ”, 则 对 于 任意 pE [0,1], 


ne) (p) = 7, (1 — p), 于 是 ,对 任意 ad) Æ dos 有 
(a n Han) (pp)= V Cr CpI) A to (ps)) 


ap ta, p, =P 
$, tp, 一 1 


= V (xi(p1) A xsl1— p,)) 
p 


41 p ta, Op, J= 


= V (Cri Cp) A zı (p,)) 
p 


a p ta, (1 p= 


= V mı (py) 
Pa, 
Pi a a, 
m (二 一 22 ) a, SZ plaz(Ma,< pa) 
一 ay — dy 
0, 其 他 


不 妨 取 a =0.6, 则 
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0 ， 0 委 尹 过 0.6 
p—0.6\’ 
xı (p) = 2 | 0.4 , 0.6< p<0.8 
1 一 2 (25 , 0.8<p<l 


设 a, =0.8, a, =0. 2, 则 当 0. 


(0. 8r, +0. 22) (P= my (2—= =) 


» 0.6 
_ p—0.2 / p—0. 2 
=42 (( 7 0. 6) 0.4) ， 0.6 < E <0.8 
p—o0.2 J p—0.2 
1 2 (( T: 1) /0.4) , 0.8 < je <! 
0, 0.2< p<0.56 
p—0.56\? 
_J2(j or) ， (0:56 <p <0. 68 
B PP—0.8 力 一 0.2 
l 2 (a ) ， 0.68 < 06 S0? 
SOK pmda2Mos<cpcl 
{| 


(0. 8x, +0. 2m.) Cp) =0. 
按 定义 13.4.1 求 线性 组 合 语言 值 , 实 际 上 是 在 线性 约束 条 件 
ai pı Hazp: te Farba SP, pi tp: Heet pa =1 


下 求 函 数 
m1 (pi) A ro pa) 人 … A Tr Pn) 


极 大 化 的 非 线 性 规划 问题 . 
定义 13.4.2 设 L([0,1]) CF (L0.1D, LCL0,1]) 满足 下 列 条 件 : 


(1) pe Lo, ID Cp E [0,1])), “i Ay HE” E L(L0,1]),“ 很 不 可 能 ”E€ 


L(L0,1)); 
(2)r E€ L0, 1 D)>H® (w e LC0O,1),F”’ Cr) e Lo0,1)), 


P® (x) € L(C0,1]); 
(3) Ki €E L({0,1]) (1 一 1,2,:-,2)>Va, Cc [0,1 ,al ri 十 AK3 十 eee + 


a, € L([0,1)). 
We LO, 1D 为 语言 概率 的 值 空间 (Crange space of language probability). 
设 Q=(a, 92 ssw, ) 为 有 限 集 ， Tri; = Plw;) = L([0,1]) »>i~=1,2,°**,n, H 


满足 
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mM +m 十 … 十 rr 一 ] (13.4.6) 
则 对 任意 事件 A E, & 
p(A) = On (13. 4.7) 


w EA 
定义 13.4.3 HK N, L, L0,1),P 为 一 个 诸 言 概 率 空 间 (language 
probability space). p 称 为 语言 概率 (janguage probability) ,或 Fuzzy 概率 . 
容易 验证 事件 的 语言 概率 有 如 下 人 性质 : 
(1) 正规 性 PCM =1; 
(2) 有 限 可 加 性 VAL BE ,有 旦 A 与 B 不 相 容 ( 即 A 人 站 B= 名 ), 则 
P(A U B)= P(A) + PCB) C13. 4. 8) 
这 里 P(A) 十 P(B) 的 意思 是 :大 
PCA) 一 airl Fazno 十 十 Qnr a; 5 ya (wi) 
PCB) 二 Dirt 十 02r2 +t +O, ra, Bi =p Cw; ) 


= 


PCA) + PCB) = (Ca; Tb Dn + Cag +b.) m2 tt + Ca, + 6,)0, 
(13.4.9) 


$13.5 Fuzzy 事件 的 语言 概率 


前 面 讨论 了 Fuzzy 事件 的 概率 和 事件 的 Fuzzy 概率 ( 即 坛 言 概率 ). 但 有 时 
事件 与 概率 都 是 模糊 的 ,如 “明天 下 大 雨 的 可 能 性 很 大 ”. 
定义 13.5.1 R N= {ww ,wa} 为 有 限 集 ,在 语言 概率 空间 (CO, X, 
L([0,1]),P) 上 ,A 是 一 个 Fuzzy 事件, 设 Plw;) = 二 zx;; i 二 1,2,…,n， 则 定义 
PCA) SA lwn + Ala.) mp ++ $Alo,) a, (13.5.1) 
为 Fuzzy 事件 A 的 Fuzzy 概率 (fuzzy probability of fuzzy event A). 
Sj 13.5.1 Q= {a,b,c} 


a=? 1,03 

a b C 
Tq 一 “接近 Ot ae 
x, 一 “接近 0.5" OF Oe 
re 一 “接近 0.2” OO bbe 


则 Fuzzy 事件 A 的 Fuzzy 概率 为 
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P(A)=0. 8x, 十 1r +0. 3x, 
o gf 84 1 10.6), (0.6, 1 0.6 0.6, 1 | 0.6 
=0.8(05togtoa)tigatastoe) to 3loqtoata. 
按 上 一 说 的 语言 值 线性 组 合 的 定义 ,上 式 运 算 应 满足 
0. 8p1 + po +0. 3p; =P, Pı + po + py =1 
Pisposps E {0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6}, 于 是 


0.6A0.6A1 0.6 ALA 0.6 
P(A)= —— PALO AE + -90A-A 人 -0 
(A= Xo +1%0.6 +0.3%0.2 0.8 XO. 241X050 axosat 
1A 0.6/0.6 N LA1A1 N 
08 X0.3+1X0.44+0.3%0.3 | 0.8X0.34+1%0.5 403x02 
1A 0.6 A 0.6 0.6A0.6A1 in 
0.8 X0.3+1%0.640.3%0.1 | 0.8X0.4+1%0.440.3%0.2 
0.6AlA 0.6 


0.8x0.441X0,54+0.3 0.1 


06,06 ,06 , 1 , 0.6 , 0.6 , 0,6 
0.73 0.75 0.78 0.8 0.82 0.85 0,87" L 


Fuzzy 集 理论 ,可 能 性 理论 与 概率 论 是 不 能 相互 替代 的 ,但 是 它们 可 以 相互 
zæ. 可 能 性 理论 与 Fuzzy 集结 合 (CColetti，Vantaggi，2006; Dubois, 2006; 
Dubois, Prade, 1997; 2009) ,得 到 了 广泛 的 应 用 ,如 决策 理论 (Dubois Prade, 
et al. , 2001; Giang, Shenoy, 2005; Kickert, 1978; Zimmermann, 1987), Rl 
br 4p ay Schmucker, 1984) 模式 识别 (Bezdek，1981; Kandel, 1982; Pal, Ma- 
jumder, 1986) .数据 分 析 (Bandemer，1987; Tanaka, Hayashi, 1989). 8€ 4} 
Hf (Negoita, 1981; Zadeh, 1973b)%, 
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“凡事 预 则 立 ,不 预 则 废 ”, 预 测 是 决策 的 依据 . 预测 就 是 根据 过 去 和 现在 预 
言 未 来 ,根据 历史 经 验 、 客 观 资料 和 逻辑 推断 ,寻找 事物 的 发 展 规律 和 未 来 趋势 . 
决策 一 般 是 指 事件 .对策 和 效果 的 总 和 . 解决 某 个 事件 采用 何 种 对 策 , 其 效果 如 
何 , 是 决策 问题 的 实质 . 然而 在 许多 预测 与 决策 问题 中 ,其 目标 .任务 、 对 象 和 和 需 
要 处 理 的 信息 往往 具有 模糊 性 . 面 对 这 些 模 糊 性 ,传统 的 预测 与 决策 方法 就 失 
去 了 作用 . 本 章 介 绍 两 种 模糊 预测 方法 ,Fuzzy 时 间 序 列 预测 和 Fuzzy EVA 
测 ,基于 Fuzzy 聚 类 分 析 的 预测 .Fuzzy 逻辑 与 Fuzzy 推理 的 预测 方法 等 可 以 查 
阅 相 关 文 献 . 决策 一 般 包 括 多 目标 规划 与 多 属性 决策 两 类 ,多 目标 规划 问题 在 
第 9 章 中 已 作 了 介绍 ,下面 主要 讨论 多 属性 决策 ,包括 建立 在 因素 空间 基础 上 的 
Fuzzy 决策 方法 、 变 权 分 析 与 多 因素 Fuzzy RR. 


$ 14.1 Fuzzy 时 间 序 列 预测 法 


14. 1. 1 Fuzzy 平均 值 方法 


Song 和 Chissom (1993a) 在 1993 年 首次 引入 Fuzzy 时 间 序 列 的 定义 ,并 且 
随后 他 们 (1993b,1994) 提 出 了 Fuzzy 时 间 序 列 预 测 模型 . 

HXO 表示 一 个 普通 的 时 间 序 列 , 其 中 上 是 时 间 变 量 , 取 等 时 间 间 陋 的 有 
Meet, tp oe <tr WXO 为 

Xr) rg) ttt yee, 
或 简 记 为 
X(t) 2X, XT 

zi 称 为 第 i 时 刻 或 第 i 周期 的 观测 值 (实数 ), i 一 1,2,…,n. 

定义 14. 1.1 设 有 时 间 序 列 X(CD:zyzz， Tye 1TH ley lg eta hs HF 
且 M 是 T 上 的 一 个 非 空 Fuzzy 集 , 即 M € F(T)\( 名 }). 则 称 
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Tj 一 二 一 一 (14.1.1) 


为 时 间 序 列 XO) 在 Fuzzy 约束 M 上 的 Fuzzy 平均 值 (fuzzy average model). 

定义 14.1.2 (Song, Chissom, 1993a) i YG ÆR (一 1 2，…， 7 )， 工 ;一 
E(t) € FCY(,)), Wl 

KU): ŽŽ, 

称 为 一 个 Fuzzy 时 间 序 列 Cfuzzy time series). 

下 面 我 们 取 天 (i 二 1,2,…,n ) 为 R 上 的 三 角 Fuzzy 数 (参见 $3 2.6). 

定义 14.1.3 设 Fuzzy 时 间 序 列 XO :2 F200 žno HP Ži =lat ,Bi) 
(i=1,2,… 5nd, T= {ty tts) ME F(T) \i OD}. WH 


SVMC 。 Ý; 
i=] 


Z = 二 (14. 1. 2) 
> MQ;) 
i=l 
为 Fuzzy 时 间 序 列 X(t) 在 Fuzzy 约束 M 上 的 Fuzzy 平均 值 . 
由 推论 2. 6. 2 得 到 XC.) 在 Fuzzy 约束 M 上 的 Fuzzy 平均 值 为 
DMa: SMOG) rz; >) MGP: 
元 一 ( 二 一 一 一, 一 一 一 一 (14.1.3) 
YM) DMa) D Ma) 
i=] i=] i=] 
特别 地 当 M=T BY, Wl 
元 = (aE, p) (14.1.4) 
其 中 a= ee z=> Dx, B 一 一 L De. 


我 们 可 以 利用 Fuzzy 时 间 序 列 的 平均 值 对 下 一 时 刻 序列 值 Ze 进行 预测 . 
例 14.1.1 设 有 一 Fuzzy 时 间 序 列 ( 如 表 14.1.1 所 示 )， 对 于 任何 :4 一 1]， 
25: on), x, EM R= A Fuzzy Mz; = (x; ,c;). 


10 10.5 | 10.8 10.6 10. = = 9 上 3 11. = 10.9 
0.1 0. 2 0. 29 0. 2 0. 15 hen 0.25 | 0.35 


536 eee ren 
BEAT Ta) eB T= (1,2,+,10}) 上 ,“ 近 期 "概念 对 应 的 Fuzzy 集 为 
十 一 十 


%2, 04,06,08, 1,1 
J 5 + 6 7 8 T 9 T 79 
10 
i=] 
10 
SIG)? 1 10 ] 10 
H Zi, 一 工 / 一 zL =( FDU DIG | 
> IG) = =? 
i=] 
= (10. 885,0. 2225). L 


14.1.2 Fuzzy 滑动 平均 方法 


滑动 平均 法 (也 称 移动 平均 法 ) 是 一 种 最 简单 的 趋势 外 推 方法 . 为 引入 
Fuzzy 滑动 方法 , 先 介绍 传统 的 请 动 平 均 方 法 . 
设 普通 的 时 间 序 列 为 XX(D) ay ,zz，… ,7X，， 称 新 的 时 间 序 列 XP? CO sz", 
和 pz W XO 的 一 次 滑动 平均 序列 ,其 中 
z=, =Ujl4+1y5n (14.1.5) 
LA 委 ! 委 2) 称 为 滑动 步 长 . 
fy BS CLAY, XO 的 一 次 滑动 平均 序列 就 是 XC() 自身 ; 当 ln, 
XO) 的 一 次 滑动 平均 就 是 其 平均 值 . 滑动 平均 在 一 定 程度 上 起 到 了 削弱 数据 
随机 波动 的 影响 .平滑 数据 以 及 描述 序列 变化 趋势 的 作用 . 但 是 , 当 数 据 波动 较 
大 时 ,往往 一 次 平滑 不 能 很 好 地 消除 波动 .因此 ,可 以 在 一 次 滑动 平均 序列 的 基 
础 上 再 进行 一 次 滑动 平均 ,相应 的 序列 XO) 称 为 XGO 的 二 次 滑动 平均 序 
A. 类 似 地 可 以 得 到 N 次 滑动 平均 序列 XS a). 
利用 二 次 滑动 平均 ,可 以 建立 序列 外 推 的 线性 预测 模型 
ma =a, +b,k (14.1.6) 
其 中 上 为 正 整 数 , 称 为 外 推 步 长 或 外 推 周期 . 而 
(1) 


a, = 225? — rP 


2 
一 一 一 Cann 一 rP ) 


ba = Tq 
Ll 二! 二 nn ) 称 为 滑动 步 长 . 

经 典 滑 动 平均 预测 中 ,滑动 步 长 :的 选取 是 个 关键 . 但 是 ,无 法 兼顾 对 波动 
消除 以 及 使 新 数据 反应 都 达到 最 优 . 另外 ,在 求 任何 部 分 数据 均值 时 ,都 是 只 考 


虑 前 期 效应 , 即 仅仅 利用 了 某 时 刻 之 前 的 数据 . 这 也 是 使 得 滑动 平均 序列 产生 
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滞后 偏差 的 主要 原因 . 

假定 时 间 序 列 XO :x1 cos zc, 仅 存 在 着 随机 波动 ,而 没有 周期 变化 . 我 
们 可 以 借助 滑动 平均 的 思想 ,并 在 求 均值 过 程 中 考虑 到 数据 前 期 与 后 期 ( 即 某 时 
刻 左 右 ) 的 影响 ,给 出 Fuzzy 滑动 预测 法 (fuzzy moving-average model). 

定义 14. 1.4 设 有 时 间 序 列 XO :ziyzz，…zn 及 了 一 (2 上 的 
非 空 正规 Fuzzy BM E F(T MØ) (i 二 1,2,…,n)， R Xy Ozi, 
$Y yee cP WX) 在 约束 M, 下 的 一 次 Fuzzy 滑动 平均 序列 . 其 中 


M; Qx; 
wB, iongn TERS 
SM; (t;) 
j=l 


类 似 地 ,对 于 一 次 Fuzzy 滑动 平均 序列 X% O, 利用 式 (14. 1.7) 可 以 求 出 
其 二 次 Fuzzy 滑动 平均 序列 . 同 理 , 可 以 得 到 任意 N 次 Fuzzy 滑动 平均 序列 . 

例 14.1.2 考虑 表 14. 1. 2 中 的 数据 , 取 工 上 的 Fuzzy 集 M, 为 对 称 三 角 
Fuzzy 数 (7,4), Bp 


| z— i | . 
] 一 一 一 -一 一 ， 1 一 4 之 1t 达 1 十 4 
M.(t) 一 4 
0, 


其 他 


po tetete ts ts tris} e 


15 8 20 10 16 18 20 22 
12.10 | 12.62 | 12. 87 | 14.00 | 14. 69 | 16. 12 | 17. 88 | 19. 07 | 20. 46 | 21. 20 
12.60 | 12.93 | 13.40 | 14.13 | 15. 14 | 16. 35 | 17.66 | 18.71 | 19. 58 | 20. 22 


为 了 对 下 一 时 刻 序列 值 zt 进行 预测 ,利用 一 次 Fuzzy 滑动 平均 方法 ,可 
AR 2,4. = 25) 作为 zol 的 估计 值 . 
我 们 可 以 利用 二 次 Fuzzy 滑动 平均 序列 的 平均 变化 速率 作为 趋势 变化 率 ， 


Xi) 
X 0) 


Xy ©) 


Bp 


— 1 n 
b= a? = 2) 


但 是 ,当时 间 序 列 很 长 时 ,上 述 定义 的 6 不 能 反映 近期 的 序列 变化 趋势 ， 进 而， 
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我 们 可 以 在 论 域 了 = {ty tgs ,i,) 上 建立 一 个 表示 “近期 ”概念 的 Fuzzy 集 J, 
FOR IR RBA JG), 则 二 次 Fuzzy 滑动 平均 序列 的 “近期 ”变化 速率 平均 值 为 


> aP — rJ) 
—_ i=? 


bj = - 
DJa) 
i= 2 


对 于 给 定 的 正 整 数 k (外 推 周期 ), 取 zx， 作为 预测 的 初始 值 , 则 时 间 序 列 zx 
的 预测 值 为 
Ème =S ok (14.1.8) 
j 14.1.3 SHP 14.1.2 及 表 14. 1. 2 中 的 数据 ,并 设 时 间 论 域 工 = (1, 
2,…，10} 上 的 “近期 "概念 对 应 的 Fuzzy 集 为 


_ 9.2, 0.4 
J=- 6 


十 


0.6 , 0.8 l l 
$284 aa 
10 
W Sj I) =4, 二 次 Fuzzy 滑动 平均 序列 的 “近期 ”变化 速率 平均 值 为 
i=2 


by= [015,14 — 14. 13) X 0. 2 + (16. 35 — 15, 14) X 0. 4- (17. 66 — 16. 35) X 


0. 6 + (18. 71 — 17. 66) X 0. 8 + (19. 58 — 18. 71) + (20, 22 — 19.58) ] = 0. 9555 
X rP =21. 20, 由 式 (14. 1.8) 得 
2 一 21.20 十 0.9555 xX 1 =22. 1555 
fi 一 21.20 十 0.9555 X 2 =23, 111. O 


$14.2 Fuzzy 回归 预测 


Fuzzy 回归 首先 是 由 Tanaka, Uejima 和 Asai Æ 1982 年 提出 的 ， 以 后 国内 
外 一 些 研 究 者 在 此 基础 上 建立 了 一 些 Fuzzy 线性 回归 方法 并 由 此 建立 预测 模型 
(Heshmaty, Kandel, 1985 等 ). 


ENX 14.2.1 Bă žy RG 二 1,2,…,n), 则 称 线性 关系 
YHA 十 生产 HAZ ++ +4, Z, (14.2.1) 
为 多 重 线性 Fuzzy 回归 方程 (fuzzy linear regression equation). 
特别 地 ,有 
一 如 十 人 zl 十 人 zz ++" +4, 2, (14. 2, 2) 
或 Y=Po 十 Bi the 十 … +B, Ez, (14. 2. 3) 
其 中 xy xo, x, An 个 自 变量 , Bo Bi Bort Bn 是 实 参数 . 
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值得 注意 的 是 ,由 定理 2. 6. 10 和 定理 2. 6. 11 知 定义 14. 2. 1 中 的 方程 式 是 
有 意义 的 . 

在 Fuzzy 线性 回归 方程 中 一 般 考 虑 特殊 的 Fuzzy 数 , 如 LR 型 Fuzzy 数 
(Yang，Liu，2003) 、 对 称 Fuzzy 数 (Nasrabadi, et al. ，2004)、Gaussian Fuzzy 
žr (Hong, Hwang, et al. ，2004) 和 和 (对称) 三 角 Fuzzy 数 (Tanaka，Uejima，et 
al. ，1982) 等 ,这 些 Fuzzy 数 的 概念 风 8 2. 6. 


14.2.1 对 称 三 角 Fuzzy 数 线性 回归 模型 


it A,BER, 则 A 与 B 的 内 积 A。B= V {A(z) A BC(z)) ( 见 定义 1.4.9) 称 
TER 


为 A 对 B 的 拟 合 度 (the degree of the fitness),Dubois，Prade(1983) 将 其 记 为 
Pos (A =B). 
定理 14.2.1 设立 = 二 (aya) flb=(b6.—2) 为 对 称 三 角 Fuzzy 数 , 则 


~ 7 __ a—b 
à e b=L( >) (14. 2,4) 
其 中 L(x) = max{0,1—|2z|}. 


证 明 不 妨 设 < <b. 
(1) 4ata<b—Bitt,a°b=V (GCCz) A b(x)} =0, 这 时 


ER 
a— b a—b\ | 
ates I, a T6) 7 
、 加 Z—a\  _,({b—-2z\, _ aß -+ ab 
(2) Sata>b pat th L{ - )=L( 3 ) 得 zx = EO 
aß + ba | 
~ ro ~ ~ _ a! _, (6=a\_, fa—b 
ä e B= V (Äl) A B(x) =L a+ LI Ta) 工作 二 有 
~ 7, fa—b 
因此 让 口 
WA m 个 样本 ,样本 为 
(Ti sE "Lin ; y;) (i =1,2, sm) 


其 中 (Zi Tig ott Lin) 为 自 变 量 ， y 为 因 变 量 . 
设 因 变量 y: 对 应 的 Fuzzy 因 变 量 yi 为 对 称 三 角 Fuzzy 数 《y;,e;),e; WE 
际 情况 确定 其 值 . 假设 因 变量 预测 值 y: 满足 下 述 Fuzzy 线性 回归 方程 
Ve 一 Go 十 的 Ti 十 GTiy He FAT (14.2.5) 
其 中 国 归 系数 4 = ajc) (二 0,1,2,…,n ) 为 对 称 三 角 Fuzzy 数 . 则 由 推论 
2.6.5 有 : 
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, l, r= Yajrs 
Ar% p=] 
当 De ley }=ORf y (x)= a 
p =0 
? 0, LAF Sa; 25 
jal 


当 > ci Ear | Æ 0 时 
j=0 


1— |z— ai [Seles |. Es Dj 42 5 
j=0 j=0 j=0 
0, 其 他 
其 中 zy =1,1=1,2,°+5m 
由 定理 14.2.1 知 ,y 对 yi 的 拟 合 度 为 
Ly. — Daza 


h* S35, 。 >; =] 一 一 一 一 /一 一， i =1,2,.…,m 
了 ci EF | +e, 
对 任意 给 定 的 常数 户外 (0,1), Fuzzy 线性 回归 问题 就 是 确定 Fuzzy 参数 
dosd; 满足 (Yi Sh) 并 且 使 得 yi 的 模糊 度 最 小 (i 二 1,2,…,m ). 这 时 间 
题 可 以 转化 为 下 述 线性 规划 问题 求解 . 


< De EF 


yi (x) = 


min J = >) (ca +c | za | +c, | zj2 | Hee te, |En) 


i=] 


t. Djaja +a De lx, | Z y; — OA — he; i=1,2, om 


一 之 oz ry + (hye car | >— y; —Cl—Ade;, i=1,2, e,m 
jo 


7=0 
(14. 2. 6) 


14.2.2 对 称 Fuzzy 数 线 性 回归 模型 (Nasrabadi et al. ,2004) 


下 面 考虑 对 称 Fuzzy 数 ， R, 为 对 称 Fuzzy 数 集 ( 人 参见 》2.6). 


对 普通 乘法 的 扩张 运算 lasa), + (658), = 二 (ab ro, 不 一 定 成 立 . 例如 ,对 
于 例 2.7.1 中 两 个 对 称 三 角 Fuzzy 数 A 与 B,A.B 是 Fuzzy 数 ,但 不 是 对 称 
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Fuzzy 数 . ATER, 上 讨论 一 般 方程 (14. 2. 1) ,由 此 引入 下 面 的 定义 . 


定义 14. 2.2 设 Casa); (6,8), Cc R,, 则 定义 
Casa) © (6,2), = Cab aB); (14. 2.7) 


l, z= 


~ 二 上 
由 定义 得 到 ,车 k= (k,0), € R;, HIES k(xX) = | x b 时 ， kO (asa); = ka. 


9 X 
这 时 方程 (14. 2.1) 可 以 重 写 为 
Y=a, +4, O07, 二 OF, +++ +4, 0%, (14, 2.8) 
im 个 样本 ,样本 为 
(Tis Zig Ling Vj) (t= 1,2,.,m) 
其 中 (ziyzz，…zn) 为 自 变量 , y 为 因 变量 . 
设 日 变量 工 对 应 的 Fuzzy 自 变 量 X; 为 对 称 Fuzzy 数 (zj ,rj)L， 因 变量 y; 
对 应 的 Fuzzy 因 变 量 Y; 为 对 称 Fuzzy RM Oyie e; 依 实际 情况 确定 其 值 . 假 
设 因 变量 预测 值 六 满足 下 述 Fuzzy 线性 回归 方程 
Yo =a) +4, OF, +4,0%,. t+ +4, On (14, 2.9) 
FE RA FR a; = (a; a), G@=051,2,°°5n ) 为 对 称 Fuzzy 数 . 则 
L(y, ~az] )/arj), r; 40 


yi (yi) =41, r; =0,y; =0,xz; =0 (14. 2. 10) 
0, 其 他 
其 中 T; 5 (l, EiT Tin) 
ri = (lr risa) 


a = Caga] sassa) 
a 一 (ao >a} 199° Ay). 
zi ,ri 分 别 为 向 量 zor WHR. 
定理 14. 2. 1 可 以 推广 到 对 称 Fuzzy 数 , 其 证 明 是 类 似 的 ， 
定理 14.2.2 A=), B=, E R, W 
_/a—b 
Ae B 一 工人 +5) 
ye My, HUGH yf o Yi WA hf ; Fuzzy 线性 回归 模型 对 所 有 数据 y, 
Sor Ym 的 拟 合 度 定义 为 minfi }. 
由 定理 14. 2. 2 ,我 们 有 


hr Ad? £3, =L : (14. 2.11) 
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模糊 理论 基础 
Fuzzy 线性 回归 问题 就 是 确定 Fuzzy 参数 io ,2 WE CVD! >) IF 
使 得 > ， Car? 一 ei)* 最 小 , 这 时 Fuzzy 线性 回归 问题 可 以 转化 为 下 述 问题 求 


t=] 


解 . 


min D(A) = >} Car} —e;)’ 


i=] 


S.t. S ajz; +{L7! Ch) | Xar; = y; —| L7? Ch) less 1= 1,2, “ gir 
1 二 0 J=0 


— Dajti +|L™ h) | aj" y S— y; |L (A) |e;, 2=1,2, «5m 
J 一 0 j=0 


ajaj € R, 7 一 1,2，…，71， OKAI 


(14. 2.12) 
定理 14.2.3 对 于 所 给 数据 rir) Ls isei) L), 151,2, m, 问题 
(14.2.12) 30 A <1 ARRE ù, = (laja; Lj =50,1,2 an. 
值得 注意 的 是 ,如 果 疡 =1, ML (Ch) 一 0, 因此 下 列 方程 必然 成 立 
y; =a, + ajta Hee Fa, Ep, 7 一 1]，2，…，770. 
一 般 而 言 ,所 给 数据 不 一 定 满足 这 一 方程 ,这 时 问题 (14. 2. 12) 无 解 . 
定理 14.2.4 MRA, Sh, MEEA. 2.12) 5K) Ape AA 
Dhi) > Dlh). 
证 明 只 要 注意 到 S = {la| 问题 (14. 2. 12) 中 含 h HAR) CS, = 
{(a,a), | 问题 (14. 2. 12) 中 含 A, 的 约束 } ,我 们 即 证 . 口 


为 了 评价 Fuzzy 回归 模型 ,可 以 利用 观察 值 与 预测 值 的 隶属 度 的 绝对 差 
(Kim, Bishu, 1998) 


E=] ， ly; Cy) — 3:0) dy (14, 2. 13) 
Suppy, USuppy 


换 名 话说, E 是 估计 误差 , E 越 小 表明 Fuzzy 线性 回归 模型 拟 合 数据 越 


为 了 确定 Fuzzy 参数 使 估计 误差 最 小 , 现 给 出 如 下 算法 : 
(DE h=0, h; =0, hy = l; 


(2) 求 解 问题 (14. 2. 12) ,其 最 优 目 标 函 数值 为 zw ; 
(3) 置 一 全 并 如 ,并 求解 问题 (14. 2. 12) ,其 最 优 目标 函数 值 为 ". 更 新 
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h, 和 hw 的 值 如 下 :如果 z* =z; , M h =h, BAJ hy =h; 
(4) 如果 两 个 连续 的 h 值 之 差 小 于 e > 0, 则 算法 结束 并 且 Fuzzy 参数 被 确 
定 ,否则 返回 (3). 这 里 es > 0 为 事先 给 定 的 允许 误差 . 
在 下 面 的 例子 中 ,Fuzzy 观察 值 是 对 称 三 角 Fuzzy 数 laa), = asa), 这 时 
L(x) = max{0,1—|2z]}. 
B) 14.2.1 5 对 观察 值 如 表 14.2.1 Pras. Bee =0. 00001, 利用 上 面 的 算法 
获得 h =0. 0000076294 与 Fuzzy 线性 回归 模型 


Y = 3.9000 + 2. 3000z 
其 估计 误差 如 表 14. 2.1 所 示 . 


表 14. 2.1 数据 与 估计 误差 
] (8. 0,1. 8) 1. 8000 
2 (6.4,2. 4) 2. 4000 
3 (9.5,2.6) 2. 6000 
4 (13.5,2. 6) 2. 6000 
5 (13.0,2. 4) 2. 4000 
总 误差 11. 8000 


例 14.2.2 8 对 观察 值 如 表 14. 2.2 所 示 . W e=0. 001, 利用 上 面 的 算法 获 
48 h =0. 00097656, D = 0. 2321 ( H ty pA A) 5 Fuzzy 线性 回归 模型 
y = (0. 8008,0. 9553) + (0. 855141. 0714) OF 
其 估计 误差 如 表 14. 2. 2 所 示 . 


表 14. 2. 2 数据 与 估计 误差 


(2.0,0. 5) (4.5,0.5) 
(3.5,0. 5) (5.5,0.5) 
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续 表 


3 (5.5,1. 0) (7.5,1.0) 2. 6760 
4 (7,0,0.5) (6.5,0. 9) 1.0325 
9 (8.5,0. 5) (8.5451. 0) 0. 7950 
6 (10.5,1, 0) (8.0,1.0) 2.9123 
7 (11, 0,0. 5? (10.5,0. 5? 1.0347 
8 (12.5,0. 5) (9,5,0.5) 1. 9910 


13. 9828 


$14.3 因素 空间 与 Fuzzy RR 


因素 空间 理论 是 一 种 建立 在 模糊 数学 基础 上 的 新 型 知识 信息 表示 方法 ,由 
汪 培 庄 教授 提出 . 其 新 颖 之 处 是 将 可 测 的 自然 信息 作为 知识 概念 的 表现 外 延 ， 
如 此 可 以 对 概念 进行 量化 描述 ,从 而 可 以 用 一 系列 数学 手段 进行 处 理 , 这 就 为 智 
能 系统 的 在 线 自 适应 提供 了 基础 . 因此 ,因素 空间 在 故障 诊断 .优化 决策 和 专家 
系统 自 适 应 方面 均 有 良好 的 应 用 前 景 . 

称 (U ,Vj 为 一 个 左 配 对 ,如 果 咒 与 V 分 别 是 由 一 些 对 象 和 由 一 些 因 素 组 
成 的 集合 ,并 且 对 任意 的 x CU, 一 切 与 4 有关 的 因素 都 在 了 中 . 设 RE PCU 
xV) 


DrD &{u €e UR. f) =1} (14.3.1) 
Veru) A(f Ee V|Ru, f) =1} (14. 3. 2) 
因素 f EV 可 以 视 为 一 个 映射 ,作用 在 一 定 的 对 象 w € U 上 可 以 获得 一 定 
的 状态 fC) 
f:Der Of) ~ XCF) uf lu) 
这 里 X SS |u € US RA f 的 状态 空间 , XA 中 任何 一 个 元 素 称 为 S 
的 一 个 状态 . 
定义 14.3.1 给 定论 域 U,F={f|f:U > XA) 是 U 上 的 一 族 映射 , 称 
{X()) cer 为 可 上 的 一 个 因素 空间 (actor space) ,如 果 满 足 公 理 : 


(Fl1) F=(F, V > À ,C,0,1) 构成 一 个 完全 的 布尔 代数 ， 
(F2) YTCE, 若 (Vs,t:E€ T)G AL 一 0)， 则 
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v 和 = [7 (14. 3.3) 


JET FET 
这 里 “ [| ”表示 映射 的 直 积 . 下 称 为 因素 集 , / € 下 称 为 因素 , XN KASH 
状态 空间 ,0 称 为 零 因 素 ,1 称 为 全 因素 , XO) 称 为 全 空间 . 
显然 , 0 一 Vf 对 于 TCF， 若 工 满足 公理 (F2), 则 MV SU XN, 
TE € 


JET 
从 而 
xey = [lx (14, 3,4) 
JE 了 FET 
特别 地 ,对 于 零 因 素 0, 有 
XO = [| X(N = 00: Ø > D) (14.3.5) 
fED 


称 0 为 空 状态 . 实际 上 , 0 = 2. 
不 难看 出 ,对 于 任何 f € 下 , 有 


X(0) XxX Xf =Xf XXO)= [[ XSEX (14.3.6) 
gE DUS} 

现代 控制 论 中 的 状态 空间 ,模式 识别 的 特征 空间 和 参数 空间 ,现代 物理 学 中 
的 相 空 间 ,医疗 诊断 中 的 症候 空间 等 都 是 因素 空间 的 特殊 情形 . 

由 定义 可 以 推出 下 列 性 质 . 

定理 14.3.1 设 {X( 有 )),yep 为 避 上 的 一 个 因素 空间 ， 则 

(1) 对 任意 f,g E€ F, fSge>f=eX(f—-#2,8 AU 一 8) 一 0 

(2) 对 任意 Se FL,I=fxK f'; 

(3) 对 任意 fog € F, XO V g)=X(f/—g)X X(f A 2X Xe-Sf/ 
其 中 , f—-g=f Ng. 

证 明 (1) 对 任意 fog € F, MRS Se. 

f=/V ge=eV (/~g),gA(f— 8)=gA(fAg')=0; 

(2) 对 任意 fEF,1=fVf'; 

D 对 任意 f,g EF,fVe=(f—g)yV OFAN &V (sg— Hf). O 

假定 要 讨论 一 组 概念 = {a,8,Y,…) ,它们 的 论 域 记 为 U. RARKV 使 
U 与 V 组 成 一 个 左 配 对 (U,V]. BRAKE FCV, fE F3 U 是 充足 的 , 即 满 
足 条 件 

(Wu, su, E UCAS E Pn) Æ fCuz)) 

这 时 , 称 三 元 组 (U,% , PRU, E, (XP) gem) 为 多 的 一 个 描述 空间 (de- 
scription space). 


定理 14.3.2 设 (U,,F) 为 邹 的 一 个 描述 空间 ， 则 全 因素 1 是 一 个 
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证 明 因为 (U,% ,下 ) ABP IRS IA, PPO FE Rou ,us E U, 
存在 一 个 因素 E F, 使 得 f(a) £ fu). 再 由 定理 14.3.1(2), 我 们 有 

lui) =C fluids f Cu)? £ SClu), f “(us)) =1Cu;). 

这 说 明 1 是 一 个 单 射 . = 

20 ke ARETE U,C, FD) ER PRR ae %% a ÆU 中 的 外 延 是 U 
上 的 一 个 Fuzzy k AE FU). MEE ,每 个 状态 空间 XCD 都 称 为 表现 论 域 ， 
XO 称 为 完全 表现 论 域 . 实际 上 ,上 的 一 个 因素 空间 (XC(/)) ,ye rp) 就 是 B 的 
表现 论 域 族 . 

根据 扩张 原理 芒 参 见 定 义 2.4.1) ,我 们 给 出 定义 : 

定义 14.3.2 给 定 描述 空间 (U,%, F), Wac ,其 外 延 为 A € FU), 
VfEF, it 

f(A): XP — [0,1] 
zPef(AMa)#® V Aw) (14.3.7) 


fiu)= x 


f(A) 是 表现 论 域 XO 的 Fuzzy E, f(A) EY9(CCXC 户 )， 称 之 为 概念 c 在 
KRME X CA 中 的 表现 外 延 (representation extension). 
定义 14.3.3 给 定 描述 空间 (U ,和 , F),a€ 名 ，f/ EF. 已 知 概 念 a ER 
现 论 域 X(f/) 中 的 表现 外 延 BC). id 
f *(BCf)).U > [0,1] 


uf TBD Cu) SBCA Cftur) (14. 3. 8) 
f (BOP) € F(U), 称 为 概念 a 关于 因素 /的 反馈 外 延 (feedbaueck extension). 
定理 14.3.3 (1) 给 定 描 述 空 间 (U,, F): HaC €, ËI EAE 
FU) YP, 我 们 有 
f PGA) DA (14, 3.9) 
4 厂 是 单 射 时 ， 上 式 等 号 成 立 . 
(2) @EHBRSMUL, Mc CC ，/E€ 下 .已 知 概念 a 在 表现 论 域 
XM 中 的 表现 外 延 BCA, 那么 


ff (BCA) CS BON) (14. 3. 10) 
当 /是 满 射 时 ， 上 式 等 号 成 立 . 
证 明 由 定理 2. 4. 10 直接 得 到 . O 


定理 14.3.4 给 定 描述 空间 (U,%, FF), a E€ ,其 外 延 为 A E€ FU), W 
(1) 1 1(1(A))=A; 
(2) OT! COCA) Cu) = ht (A) (hi(A) 是 A 的 峰值 , 参见 定义 1.4. 10). 
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证 明 (1) 这 是 定理 14. 3. 2 和 定理 14. 3. 3 的 直接 结果 . 
O100(A)) (uy) =00M)000) = VY Au SNV AC’) =At(A). O 
My 


Olu = 0x) u 
定义 14.3.4 给 定 描 述 (U,, 下) 空间 ,a EE ,A 为 a 的 外 延 , GCF, G 
中 因素 相互 独立 , 记 


ALG] & N S FGA) (14. 3.11) 
SEG 


称 ALG] AAR G 反馈 外 延 包 络 , 简 记 G - 包 络 ;特别 地 ,当下 为 原子 因素 集 时 ， 
称 ALxj 为 A 的 原子 反馈 外 延 闭 包 , 简 称 x - 闭 包 . 

he PIR lal (U.S, PEREX: 

U 一 一 一 组 策略 , 称 为 策略 集 ; 

E 与 策略 有 关 的 概念 , 即 策 略 的 分 类 命名 ,如 “上 策 ”“ 中 策 ”“ 下 策 ” 等 
名 称 ; 

下 一 一 与 策略 有 关 的 因素 集 . 

决策 问题 相当 于 在 描述 空间 中 寻找 台中 概念 的 外 延 . 要 想 求 出 这 些 外 延 ， 
只 需求 出 它们 的 反馈 外 延 . 而 这 些 反 馈 外 延 又 可 以 由 G- 包 络 (或 关闭 包 ) 来 实 
W. 我 们 称 这 样 的 决策 方法 为 基础 反馈 外 延 的 决策 方法 ,简称 为 DFE 决策 方 
法 . 

DFE 决策 方法 可 以 细 分 为 三 种 类 型 . 

类 型 1 :排序 型 DFE 决策 (Orderable) 

这 时 ,% 二 {a) 为 单 点 集 , 比 如 a 二 “ 优 策 略 ”. 若 求 出 G - 包 络 ALG] (或 x- 闭 
包 ALrj), 则 ALGJ]:U 一 [0,1] (或 ALx]:U > [0,1] ) 便 把 U 中 诸 策 略 在 
[0,1j 中 作 全 序 排列 ,从 而 确定 最 优 策略 . 

类 型 2. 竞 争 型 DFE H (Competitive) 

IERT, U= (u) 为 单 点 集 ,至少 包含 两 个 概念 ,比如 © 一 (al ,az ott seg) ， 
k 之 2, 其 外 延 分 别 为 A;, 1Sick. ER G-E ALG], 1 Si<k, (或 x 
闭 包 A;Lxj,1 达 i 过 有), 则 可 以 用 最 大 隶属 原则 判断 对 象 u 相对 隶属 于 
AASI SL) PH. 

类 型 3: oe HEF RY DFE 决策 (Competitive/Orderable) 

此 时 , U 与 B 均 非 单 点 集 ; 比 如 U= {uj sussun} m > 2, B= ia), 
as) sk 2. 先 用 “竞争 "法 将 可 分 类 ,如 su ootu; > p < 加 ,归属 要 
Rap q Lk. 再 将 wu ou, otu, 用 G - 包 络 Ai[G] (或 x 闭 包 As[x] ) 排 序 , 确 
ERT a, 的 最 佳 策略 . 如 此 ,对 每 个 概念 oj， lick, 均 有 一 个 最 佳 策 略 , 根 
据 需 要 选择 其 中 之 一 ,或 其 中 某 几 个 策略 . 
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KF DFE 决策 的 实际 操作 ,我 们 总 结 出 以 下 几 个 步骤 ,为 了 叙述 上 的 简便 ， 
以 类 型 1 为 例 加 以 说 明 : 
ORERE U = {uiu ,um)， 根据 实际 情况 ,U 可 以 是 一 组 策略 ,也 
可 以 是 一 类 具有 某 种 含义 的 对 象 . 
DME E 二 {a} 中 的 概念 a, 即 给 其 命名 ,如 “ 优 策略 ”, 该 概念 以 UU 为 论 
域 . 
(3) 选 定 与 U 有 关 的 原子 因素 族 x={( 广 ,， /2 ，… 广 } ,并 且 确 定 它们 的 状态 
空间 A(f;), j} =1,2,.,n 
ME F=? a), V&U, A 会 门 , c4\,0490,125, 0 (F, V, Ase, 
0,1) 构成 一 个 完全 的 布尔 代数 ,从 而 (UD, ,下 ) 构 成 一 个 描述 空间 . 
(5) 采 用 一 定 的 方法 (如 和 集 值 统计 ) 作 出 a 在 诸 表 现 论 域 X(f;) G3=1， 
2,…,n ) 中 的 表现 外 延 BCf;), jj 二 1,2,*…,n 
(6) 取 适当 的 nn 维 t 模 T, C Fn) (参见 1.3.4), H T, MIB BCS) 来 构筑 
全 因素 表现 论 域 ( 即 全 空间 ) XO 中 的 表现 外 延 BA) 
刀 (1)(Zzlyzz，Zn) ST, (BCS, ) (Cr), BUS, Cr,)). 
(7) 对 每 个 原子 因素 /; ,二 1,2,…,n, 确定 关于 诸 策 略 的 状态 
fj (ui) ,i=1,2, 7 一 1 2 
于 是 便 得 到 全 因素 1 关于 诸 策略 的 状态 
LCu;) = Cfy Caz) s fo Cu dors fn Ud), i=1,2,°,m 
1 是 个 向 量 值 映射 . 
(8) 确 定 概 念 a 的 反馈 外 延 1 CBO), 将 a 的 外 延 近似 地 取 为 
1 一 (B(1))， 于 是 对 任何 u, € U, A 
Au) OT (B01) Cu) = BO) Au, 
= BUD CF Caz) s fo uy) ots fn Cuz) 
=T, CBC £1) CA, ui) BC fa) Cfo uj) a0 BC nd) CF, Gui) 
然后 , 按 最 大 隶属 原则 找 出 最 优 策略 (或 最 佳 对 象 ) u; . 
例 14. 3. 1 人 才 优 选 问 题 . 考虑 在 三 个 “优秀 学 生 ” 候 选 人 张 三 . 李 四 、 王 五 
中 决定 最 后 的 中 选 者 . 
(DR u 5E, uy =F, uy = LA, THU = {uy susu); 
(2) 设 a 二 “优秀 学 生 ”, 则 B= {a) 三 {优秀 学 生 ); 
(3) 设 fy = BS fo DR, f ,== 化学, fr =I Mn= (fio fesfar fads 
& XC f;) =L0,100], 7 =1,2,3,4; 
(4) 置 下 == 儿 (x),(U,% ,下 ) 构 成 一 个 描述 空间 ; 
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(SIRTF 7 =1,2,3,4, RX 


l, 90< z < 100 
BCf;) (2) = ee 80 < r< 90 
Q, O< 2xr< 8&0 


(6) 取 4 HE ti Fee BF I) (BL 81.3080 


4 
Il (2x4 sT ;Xa »X4) = || z; XI * Zz * X3 * T4 
j=l 
从 而 有 
BCI) Cx, 9X9 9X4 »X4) = [[ (BCP) (21), BCS) (x2), BC fs) (23), BCS) (24 )) 
= BC fi) (a) + BCS, Crs)» BC Sz) (23) > BC f 4) Cry) 


(DIRE uis uz, u; 的 学 习 成 绩 如 表 14.3.1 所 示 . 


表 14. 3. 1 
a t o f s l o o 


由 表 14. 3. 1 不 难得 到 隶属 函数 BOCS; (wu;)) 如 表 14. 3. 2 所 示 . 


表 14.3.2 


n 


= 
—_ 
© 
m= — " ~ 
an 
“> 
-J 
— 


a` 
=> 


bo 


tts 


—_— 


再 根据 表 14.3.2 我 们 得 到 
llu) = (€0.5,1,1,1) 
luz) =(1,0.9,1,1) 
1Cu3;) =(1,1,0.7,1) 
(8) 计 算 Atu;), i=1,2,3 
Au) ~ BOOD =BCD Cf, (uti) fo Curd, fa (us fa Cu) 
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=H (BCA Gad) BOS) fa Gn) BCS) fs Ga D BO fa a) 
= BCS) Cf, Cu) ° BC f2) Cfo (ui)) . BC f3)Cf3Cu,)) . BCfa)d Cf, Cu) 
=0,5X 1X1X1=0.5 

类 似 地 有 Alu) ~ 0.9, ACu,) = 0.7. 因此 u ( 即 李 四 ) 为 最 后 选中 的 优秀 学 

生 . LI 


$14.4 变 权 分 析 与 多 因素 Fuzzy 决策 


所 谓 决 策 是 针对 某 些 既定 的 目标 将 多 种 可 能 采取 的 策略 加 以 比较 , 选 定 最 
优 策 略 。 在 实际 问题 中 ,大 部 分 决策 问题 都 是 多 目标 决策 (Multiple Objectives 
Decision-Making). 事实 上 ,目标 在 一 定 意义 下 就 是 准则 或 判 据 , 故 这 样 的 决策 
常常 称 为 多 判 据 决策 (Multiple Criteria Decision-Making). 多 判 据 决策 大 致 可 
以 分 为 两 类 ,一 类 是 多 目标 规划 (Multiple Objectives Programming) ; 另 一 类 是 
多 属性 决策 (Multiple Attributes Decision-Making) , 简 记 为 MADM. 前 者 的 决 
策 变 量 连 续 且 蕴涵 于 约束 条 件 所 决定 的 区 域内 ,多 用 于 优化 设计 ;后 者 的 特点 是 
其 策略 集 有 限 ,多 用 于 方案 择优 . 按 因素 空间 的 观点 ,上 述 所 有 的 决策 问题 均 是 
多 因素 决策 ,下 面 给 出 其 一 般 模型 . 

设 U 为 策略 集 或 称 备 择 方 案 集 , /1,f2，…,f/ 是 与 U 有 关 的 基本 因素 , 假 
定 它 们 相互 独立 ,它们 的 状态 空间 为 X(f;) 二 1,2,…,n). $ 


nel fisforrrsf,} (14.4.1) 
视 x 为 原子 因素 族 , 置 下 会 9 (x) ,再 令 
VAU,A#AN.,.—-=\,0=9G.,l=x (14, 4. 2) 


M (F，V，A,c,0,1) 为 一 个 完备 的 布尔 代数 . 因 下 是 一 个 原子 格 , 故 对 任何 因 
Ke F, 一 定 存在 因素 族 (fj,) aeo Snl Lr <n ESV f A 
此 可 以 规定 

x = TEX, (14.4.3) 
于 是 IXA) en 便 构成 一 个 因素 室 间 ,其 全 空间 为 


X01)= || X) (14. 4. 4) 
j=l 


对 干 每 个 策略 x EU, u 由 状态 
ICu) = (f, Cu), folu) stts fa Cu)) 
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完全 确定 . 1(u) 称 为 决策 变量 . 这 时 ,状态 空间 (全 空间 ) X(1) = [|[ XY) 称 
j=l 


为 决策 变量 空间 . 每 个 因素 fC FF 称 为 一 个 目标 (或 准则 、 判 据 ); 特 别 地 当 
SE r 时 , 称 之 为 基本 目标 (或 基本 准则 、 基 本 判 据 );1 称 为 全 (总 ) 目标 (或 全 
(总 ) 准则、 全 (总 ) 判 据 ). 
对 每 个 基本 目标 /;, 应 有 一 个 基本 目标 函数 
pi: XC f) > R” 王 {全体 非 负 实 数 } (14.4.5) 
实际 上 R” 可 以 变换 为 [0,1j], 故我 们 认为 
pg;:X(f) > [0,1] 
TEES & A tp 


o:X(1) = [| XG) 一 [0o,1]” 
j=l 


X= (4, T7977 Z,) Pa) = pT) po (eg) stg, Tn) O14. 4. 6) 
g(x) Æ— A m E fÉ eX. 

这 样 ,决策 问题 就 变 成 在 (p。1)(DU) 中 的 寻 优 问题 . 然而 pad) Cu E U) 
EU 中 不 是 全 序 ,这 给 排序 带 来 了 困难 ,因此 要 将 其 全 序 化 ,最 直接 的 方法 是 使 
用 Fuzzy 综合 函数 (参见 § 6.3) 将 wp(1(o) 向 [0,1] 中 投影 ,如 图 14. 4. 1 所 示 ， 
由 1,p, ME 可 以 确定 一 个 决策 函数 DD， 

D, M° 9° 1:U > [0,1] 


XD=TIKD 
jel 


[0,1] 


如 果 策 略 up E U 满足 条 件 
D, (up) = max{D, Cu) u € U} (14.4.7) 
则 uy 便 是 所 求 的 最 优 方案 . 
在 36.3 中 所 介绍 的 Fuzzy 综合 函数 中 权重 是 常数 ,在 某 些 实际 问题 中 会 
出 现 不 合理 现象 . 
例 14.4.1 考虑 某 项 工程 设计 方案 ,该 方案 是 否 可 以 实施 与 两 个 重要 因素 
AX: 六 三 可 行 性 ，/ = 必要 性 . 假定 这 两 个 因素 同等 重要 , 则 它们 的 权 回 量 为 
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W = (w w) = (0.5,0,5) 
于 是 ,加权 平均 型 Fuzzy 综合 函数 为 
fs Lti sz) =0. 5z, +0. 5x3 
对 于 状态 X=0.1,0.9 EXCAP)XXCF) MURA X =(0.5,0.5) © XCF.) X 
XC fo), 按 和 常识 状态 X 的 Fuzzy 综合 值 远 小 于 状态 X 的 Fuzzy 综合 值 , 但 按 上 
面 的 常 权 综合 有 | 
fy CX) =0.5 X (0.1 +0.9) =0.5 =f (X") =0.5 X (0.54 0.5) 
1X 5 SE AAT. C] 
为 了 克服 常 权 的 缺点 , 汪 培 庄 (1985) 提 出 了 变 权 的 思想 ， 下 面 给 出 变 权 的 
公理 化 定义 . 
定义 14.4.1 所 请 一 组 Cn HE) ER (variable weights) 是 下 述 n 个 映射 G= 
1,2, n) 
w;:L0,1]” — [0,1] 
X = (21223 En) ow; (X) =w, (rT, Ta, £,) 
满足 三 条 公理 : 


n 


(W. DH— H: 2 w; Cry 909 2° 5 Z,) =]; 


j=l 
(W.2) 连 续 性 : w; (xy 9Xo 9% 9X, ) 关于 每 个 变 元 连续 ,j= 二 1,2,…,n; 
CW. 3) HEF E: wW; (Gan 9X2 sta) 关于 Ti 单调 下 降 ， J 一 1，, 2 ，… 71， H 


fs (X) = Dy wr Trsa); (14. 4. 8) 
j=l 
关于 每 一 个 变 元 是 单调 增加 的 . 


由 定义 6.3.1 易 知 fs X= Dw; (E1 s E233 X,)2; 是 n 元 Fuzzy A A 
j=l 


例 14. 4. 2 设 (a, 929 s**t 5a, ) 是 既定 的 归 一 化 常 权 向 量 , 置 
ay, 


Ti 


Ft 


Wy (£: 909 °°" oe) 一 


人 


1 


y 


ao 
Tə 


n 
5 aj 
j=) “3 


Ts 《Zi 之 2 9 Ep) 一 
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Gn 
w, CT} sTo stt T) 一 Zn 
na 
j=] 
不 难 验 证 (vw (2x, sTo sn) ) (7 =1,2, n ) 满 足 变 权 公 理 (W. 1), (W. 2), 
(W. 3). = 
例 14.4.3 如 果 将 例 14. 4.2 中 (vw; (£; LR ) )) (j=1,2,.…,n ) 改 为 
Gy 
zi 
Wy (XT1 Tee En) = n 
a; 
rs 
az 
x? 
Wa (ZI1，Z2 En) = m 
ai 
jT =; 
ay 
2 
w, CT] 9X9 ptt Tp) 一 Žu 


,二 ] Tj 


J 
不 难 验证 (w; (x, 9X5 ott 5x, } (J = 1] ,2,.… »71 ) 满 足 变 权 公理 (WW. 1) » CW. 2) H. 
wj (ZX1，T2，"… En) 关于 zi 单调 下 降 , 但 fy (X) = 》) wj laitt, Dr 关于 
j=l 


每 一 个 变 元 不 一 定单 调 增加 .如 取 n 一 2, a) 一 az =F, 则 fy (myx) = 


bad 
7 > BHR 0.5 <0.8, 但 
ee 
fy (0.5,0.2) =~ > £ = fh (0.8,0.2) 口 
uo 297 17 /2 ae 


下 面 讨 论 变 权 的 计算 ， 

设 对 总 体 而 言 , 涉 及 n NAR A A An, 分 别 获得 单 因素 评估 指标 为 
LyX sty. Xi 可 以 被 解释 为 对 总 体 而 言 因 素 A; (i 二 1,2,…,n ) 的 功能 完善 
程度 ,并 约定 zi 值 越 高 A; 越 好 (相反 的 情形 可 以 类 似 地 讨论 ). 不 妨 设 
x, € [0,1j (车 不 然 可 以 作 相 应 的 变换 ), 当 zz, 二 1 时, 说明 因素 A 十 分 完善 ; 当 
zi 一 0 时 ,说 明 A, 已 完全 失去 了 应 有 的 作用 . 
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设 A; 相对 总 体 而 言 的 权重 为 


Wi (TT 一 2 
记 

we =w,(l,lo,l), i=l 2,0 yn (14. 4,9) 
wi” 表示 总 体 功能 十 分 完善 时 因素 A; 所 占 的 权重 ,并 称 为 基础 权重 , wl” 可 以 
通过 层次 分 析 法 等 方法 而 得 到 . 又 令 

we? =w; ly 1;0, ,1), i1—=1,2,.…,n (14. 4. 10) 

w” RRA; 的 功能 完全 丧失 ,其 他 功能 则 十 分 完善 时 A 所 占 的 权重 . wi? 可 
以 由 专家 评定 或 按 下 式 计算 


Cm) 
(0) — i 


i 1 二 1],2,.…,n (14.4.11) 


w Cm) } ? 


min {wi™ }+ max {vw; 


l<j<in layin 

为 了 能 简单 且 比 较 直 观 地 获得 wi (2, 220° ,Ts)， ASIA BR Ae) G = 
1,2,…,n), 使 之 满足 条 件 : 

(1) 4:《z) 在 [0,1] 上 非 负 有 帘 ; 

(2) A; (x) 是 定义 在 [50,1] 上 不 增 的 可 微 函 数 , 即 1;(z) 委 0CzE [0,1]); 

(3)ic A; CO) =as? Aa G Sa a RAL” 4H EA, Co) 在 [0,1] 上 的 最 
大 值 和 最 小 值 . 

现 设 对 于 给 定 的 一 组 单 因 素 评 估 值 tists, CARAT A; l; G= 
1,2，…… 2) MS 


w,; (x Lo yt yL,) =, i 二 1],2,"'",n (14.4.12) 


下 面 给 出 计算 4; (x) 的 三 种 方法 : 
设 对 于 某 个 问题 ,已 经 给 出 了 基础 权重 w wi”? wl?) 和 Cw”, 


ws” r Ti sw” ) 9 Mj S 


MM =w, i=1,2, yn (14. 4.13) 
再 由 w” Mw 的 定义 及 式 (14,4.12) 、 式 (14.4.13) 可 得 
7 
(0) — t 一 eee 
s TO Sm 十 Sw 5 1 1.2, sn 
J 天 1 
故 
w S w 
MO 一 Ti i 一 1 2 7 (14.4.14) 


(Q) ` 


] 一 TY 
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A 
Asi = Dw A = DAs” 
pee 7 天 ft 
ALA? 
(1) A (a) = — 2=1,2,+%5n (14. 4.15) 
A” exp (1 一 
其 中 =a” 
i=] 
A 
APAI wee) 
n A* wih” 
A, A 
(2) As) 二 一 一 一 一 一， 1 =1],2, n 
ay? +A. exp (> ath ) aO 
(14. 4. 16) 
其 中 
k; 一 ] 一 Ari 3 i=1,2, 371 
A: 
at In ——42 
wie (AT +A.) 
1 _ 
DO A) =a exp(— a), 2, 
(3) A, (x2) =å; exp kJ i 二 1],2 n (14.4.17) 
其 中 
k.=1—- L, ~—=1,2,°°°,n. 
Avs ln oy 


现在 讨论 多 因素 的 Fuzzy 决策 方法 . 

设 有 茶 项 工程 ,涉及 因素 A A20 An 并 有 Pye Pasty Pm (人 或 单位 ) 
参与 决策 . 现 提出 Q ,Q;,…,Qi Hl 个 方案 ,希望 能 对 这 /个 方案 进行 排序 ,以 
便 找到 合理 的 方案 . 

先 设 第 i 个 决策 者 了; 对 第 上 个 方案 Q; 所 涉及 的 第 7 TARA; 的 评价 为 

Cu? u], i =1,2, mj =1,2, ,nk =1,2,.…,! 
其 中 vi? ELI Rup 过 wv， 上 述评 价 表明 决策 者 P 认为 方案 Qi P 
及 因素 A; 的 优越 程度 介 于 wi” 与 vy¥" 之 间 . 又 记 
l, r€ Cut uP ] 
E rE UP vP] 


HP z € [0,1], 再 令 
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Ck) _ i ~ ¢ 
ps (2) =F 2a xs) (14. 4.18) 


1 
| au? odz 
TOE: 


x; 1 (14.4.19) 
| ps? (Cx) dx 
0 
1 
总 假设 | E dz Æ 0. 
由 此 得 到 评估 向 量 
XP = (r 工人 pe E), kR=1,2,°%,1 

使 用 变 权 法 ,并 记 


Ck È È k Ck _ — — 
wi = wit (2? ay preg ree), J =] 2 My k=1,2,°:,1 


得 
DË = ow k=1,2,.…,! 
将 DE) 按 大 小 顺序 排列 , 即 可 得 /个 方案 的 排序 . 
例 14.4.4 HERMIE, H (PiP P3 Pa Ps) 5 个 单位 对 已 提出 的 
(Q QQ 3 个 方案 的 节省 投资 Ai, 缩短 工期 AL, 优雅 美观 A 等 3 个 方面 
进行 了 评估 ,具体 结果 列 于 表 14. 4. 1. 


表 14.4.1 


(0.85,1.00] (0.90,0.95] | (0.85,1.00] 
Q, (0. 60,0. 65] (0. 50,0. 60] (0.50,0.55 | 
(0. 20,0. 25] (0.25,0.35] | (0. 20,0. 25] 
(0. 10,0. 20] (0. 15,0. 20] (0. 10,0. 20] 
Q; (0. 90,1. 00] (0.85,1.00] (0. 90,1. 00] 
(0. 50,0. 65] (0. 50,0. 60] (0. 45,0. 55] 
(0. 50,0. 60] (0.45,0.55] | (0.45,0. 60] (0.55,0. 60] 
Q; (0. 10,0. 15] (0. 10,0. 15 (0. 10 ,0. 20] 
(0. 90 ,1.00 (0. 90,0. 95 | (0. 95,1. 00] 


HW xt (14. 4. 18) 得 


ov 
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LE 
6 «re 
8 zE 
LE 
LE 
8 xe 
6 x#eE 
2 xe 


py (zx) = 


uy (x) = 


(ap 


x E€ 
zE 
8 xzrĒ 
8 «rE 


uss (x) = 


Co o OO OO 
im 


TE 
LE 
xE 
xz E&E 
TE 
z 和 
2 TE 
8 «rE 
.4 rE 


ue? (x) = 


Co oo Mm e 


uy (x) = 


soo cs ses = 


使 用 式 (14. 4.19) ,对 于 任意 ksj, WB, 


[0,0. 85 | 

(0. 85,0. 90] 
(0. 90,0, 95 | 
(0. 95,1. 00] 
[0,0. 20] 

(0. 20,0, 25 | 
(0. 25,0. 30] 
(0. 30,0. 35] 


[0,0. 85 | 

(0. 85,0. 90 | 
(0. 90,0. 95] 
(0. 95,1. 00 | 


[0,0. 45] 

(0. 45,0. 50] 
(0.50,0.55] 
(0. 55,0. 60 | 
(0. 60,0. 65 | 
[0,0. 85] 

(0. 85,0. 90] 
(0. 90,0. 95] 
(0. 95 ,1. 00] 


UD (x) = 


ui? (x) = 


u? (2) = 


pe? (x) = — 


从 而 得 


O OO e O O O me O OO O OO O OO 


wv o o e 


X 一 (0.9250,0.5750 ,0. 2563) 
X 一 (0.1688,0. 9350,0, 5417) 
XY = (0, 5432,0. 1563,0. 9321) 


又 在 对 于 因素 A ,A: ,A; 已 知 基础 权 向 量 为 


Cwi™ ,ww 


Cm) 


ws” ,ru ) = (0. 50,0. 35,0. 15) 


oO Oo Oo 一 


D9 


LE 
rE 
KE 
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„X < LO »O. 50 | 


(0. 50,0. 55 
(0. 55 ,0. 60] 
(0. 60,0. 65 | 


x € [0,0.10] 


LE 
LE 
LE 


《0. 10,0. 15] 
(0. 15,0. 20] 
(0. 20,0. 25 


LE 
LE 
LE 
LE 


(0. 45,0. 50] 
(0. 50,0. 55 | 
(0. 55,0. 60 | 
(0. 60,0. 65 | 


KE 
HE 
KE 


由 式 (14.4. 11) 式 (14.4.14) 及 4” ,的 定义 ,分 别 可 以 计算 出 


(w$ 9 


CAs? as”, 


ws, 


(Au) An? sÀ x3) 一 (0. 50,0. 65,0. 85) 


ws ) = (0. 769,0. 538,0. 231) 
AS?) = (1. 667,0. 758,0. 255) 
CAN Any Ah) = (1. 013,41, 922,2. 425) 


(0. 10,0. 15] 
(0. 15,0. 20] 
(0. 20,0. 25] 
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再 利用 式 (14. 4.15), 即 可 计算 出 方案 Qi ,Qi Q 对 因素 A A,A; 的 变 权 值 、 
综合 值 以 及 以 基础 权 向 量 为 常 权 数 的 “ 常 权 综合 值 ”, 如 表 14. 4. 2 所 示 . 


表 14.4.2 


由 表 14. 4.2 可 知 , 按 变 权 法 综合 值 ,3 个 方案 的 排序 应 为 Qi Q Q ; 而 按 
常 权 综 合 值 排序 则 应 为 Qi Q Q. 因为 Q@, 关于 Ai 的 评估 值 很 低 ,而 基础 权 
重 则 表明 我 们 是 特别 重视 节省 投资 的 , 故 将 Q 排 在 最 后 是 必然 的 ,也 是 正确 的 . 
O 


Fuzzy 时 间 序 列 预测 方法 主要 包括 普通 时 间 序列 的 模糊 分 析 与 模糊 时 加 序 
列 的 分 析 , 这 些 方法 的 详细 研究 可 以 参考 相关 文献 (Chen,1996; Hong, 2005; 
Huang, 2001a, b; Hwang, Chen, et al. ,1998; Li, Kuo, et al. , 2009; Singh, 
2007, 2008, 2009; Song, Chissom, 1993a, b, 1994; Song, Leland, et al., 
1995; Yu, 2005a). 对 于 Fuzzy 时 间 序 列 的 研究 还 有 Fuzzy 随机 的 Fuzzy 时 间 
序列 分 析 (Song，Leland，et al., 1997)%. Fuzzy 时 间 序 列 分 析 方 法 应 用 于 许 
多 方面 (Chen,， Hwang, 2000; Cheng, Chang, et al. , 2006; Hsu, Tse, etal., 
2003; Huarng, Yu, 2005; Huarng, Yu, 2006a,b; Yu, 2005b). Tanaka 等 人 
(1982,1987,1991,1995) 和 其 他 研究 者 (Kim，Bishu，1998; Pan, Lin, et al. , 
2009; Peters，1994) 在 Fuzzy 回归 分 析 上 进行 了 许多 研究 ,可 以 查阅 他 们 的 论 
X. Fuzzy 回归 模型 被 应 用 于 许多 方面 ,如 预测 (Chang，1997; Chen, Wang, 
1999; Heshmaty, Kandel, 1985; Modarres, Nasrabadi, et al., 2005; 
Sanchez, 2006; Tsaur, Wang, et al., 2002; Tseng, Tzeng, 2002) #1 & 
(Chang, Konz, et al. , 1996; Lai, Chang, 1994). 基于 Fuzzy BASHA 
测 和 Fuzzy 逻辑 与 Fuzzy 推理 的 预测 方法 等 可 以 查阅 相关 应 用 文献 . 

因素 空间 理论 与 Fuzzy 决策 (Kandel, Peng, et al. 1990; Li, Huang et 
al. , 1993; Li, Phillip Chen, Yen, et al. , 2000; Li, Phillip Chen, Lee, 2000; 
Li, Wang, et al., 1998; Li, Yen, et al., 2000; Luo, 1993; Wang, 1990; 
Wang, 1993; ESR FE ,1996) MBM OHH Fuzzy 决策 (Li，H, 1990,1996; 
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Li, Li, et al. , 2004; 李 洪 兴 ,1988; 汪 培 庄 ,1985; 汪 培 庄 等 ,1996) 是 本 章 讨 论 
的 重点 . 关于 Fuzzy 决策 的 另 一 类 问题 一 一 Fuzzy 多 目标 规划 和 Fuzzy HAM 
划 可 以 参阅 第 9 章 和 相关 文献 (Bellman，Zadeh，1970;，Yoshida，1998)， 如 果 
想 系统 地 了 解 模 糊 多 准则 决策 理论 与 应 用 ,可 以 阅读 李 荣 钧 (2002) 的 专著 . 
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15 Fuzzy 集 理论 的 右 干 相关 理论 


为 了 处 理 不 确定 性 问题 , Fuzzy 集 的 概念 应 运 而 生 . 从 此 以 后 ,围绕 不 确定 
性 问题 提出 与 Fuzzy 集 相 关 的 新 理论 和 新 方法 一 直 没 有 间断 过 . 最 具有 代表 性 
的 有 粗糙 集 理论 和 可 信 性 理论 . 本 章 简单 介绍 粗糙 集 理 论 .可 信人 性 理论 和 不 确 
定理 论 的 基本 思想 和 方法 . 


$15.1 粗糙 集 理论 


粗糙 集 理 论 作 为 一 种 处 理 不 精确 (imprecise) 不一致 (inconsistent)、 不 完 
整 (incomplete) 等 各 种 不 完备 信息 的 有 效 工 具 , 一 方面 得 益 于 该 理论 的 数学 基 
础 成 熟 .不 需要 先 验 知识 ; 另 一 方面 在 于 该 理论 的 易 用 性 . 下 面 先 从 Pawlak 粗 
糙 集 开始 ,对 各 类 粗糙 集 进 行 简单 的 介绍 . 


15.1.1 Pawlak 粗糙 集 


Fuzzy 集 的 隶属 函数 可 以 在 L0,1j] 的 财 区 间 内 取 值 ,允许 元 素 部 分 属于 该 集 
A. Zadeh 提出 Fuzzy 集 后 ,不 少 理论 计算 机 科学 家 和 逻辑 学 家 试图 通过 这 一 理 
论 解决 G，Frege 的 含糊 概念 . 但 是 ,Fuzzy 集 是 不 可 计算 的 ,没有 给 出 数学 公式 
描述 这 一 含糊 概念 , 故 无 法 计算 其 边界 线 上 具体 的 含糊 元 素数 目 . 1982 年 ， 
Pawlak 针对 这 一 问题 提出 了 粗糙 集 的 概念 . 

定义 15.1.1 (Pawlak,1982) 设 XX 是 一 个 有 限 非 空 论 域 ,并 且 R 是 X 上 
的 等 价 关 系 , 则 关系 系统 民 二 (X,R) 称 为 一 个 近似 空间 (approximation space). 
mR r, ye X, FAG, WER, 那么 x 和 yy 属于 相同 的 等 价 类 ,这 时 说 工 和 
y 在 上 是 不 可 区 分 的 (indistinguishable), 关 系 R 也 称 为 一 个 不 可 区 分 关系 
(indiscernibility relation). [z]p RAR BENA r 的 等 价 类 (也 称 为 RR 或 K 的 
EEE), X/R 表示 R 的 全 体 等 价 类 或 基本 集 . KRACK, FA 能 表示 成 为 一 
t R 的 基本 集 的 并 , 则 称 A AK 上 的 精确 集 或 可 定义 集 或 RR 可 定义 集 , 否 则 称 
AWK 上 的 粗糙 集 (rough set) 或 R HIER. 

为 了 描述 粗糙 集 ,Pawlak 引进 两 个 精确 集 : 上 近似 集 (upper approximation 
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set) 和 下 近似 集 (lower approximation set), 
定义 15.1.2 (Pawlak, 1982) 设 (X, WMS, AS X BETH, 
则 有 
下 近似 集 RA = {x € X|[r]r ZA) RRA =U {B € X/R|B Z A) 
(15.1.1) 
即 根据 关系 R 肯定 属于 A 的 X 中 的 元 素 的 集合 . 
上 近似 集 RA 一 {rz € X| [r]r NAF Ø) MRA=U (BE X/RIBN AFD} 
(15.1.2) 
即 根据 关系 R 可 能 属于 A 的 X 中 的 元 素 的 集合 . 
集合 bng(A) =RA\RA RH A 的 R 边界 ; posg (A) =RA 称 为 A WR E 
it; negr (A) =X\RA RAA WR 负 域 . 
上 近似 集 、 下 近似 集 的 形象 表示 如 图 15. 1. 1 Br. 


15.1.1 A 的 上 近似 集 与 下 近似 集 


例 15.1.1 给 定 一 玩具 积木 的 集合 XX 二 {x1 12257 zg), 并 假设 这 些 积 木 
有 不 同 的 颜色 ( 红 、 黄 、 蓝 ) ,形状 ( 方 . 圆 .三 角 ) ,体积 (小 ,大 ). 因此 ,这 些 积木 都 
可 以 用 颜色 形状、 体积 这 些 知识 来 描述 . 例如 一 块 积木 可 以 是 红色 .小 而 圆 的 ， 
或 黄色 、 大 而 方 的 等 . 如 果 我 们 根据 某 一 属性 描述 这 些 积木 的 情况 ,就 可 以 按 颜 
色 形状、 体积 分 类 . 
按 颜色 分 类 : 
TX] ;Xa ;XI 一 一 红 ; 


W; 


To T4 
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Z5 ,Te 28 一 一 黄 ， 
按 形 状 分 类 : 
Xx) »x5~—— [a]; 
Lz ,XT6 一 一 方 ; 
Xx3，X4，XT7，T8 一 一 二 角 . 
按 体积 分 类 ， 


Ho 3X7 ,7 一 -一 大 :; 


Ti 了 之 3 9 45 之 5 Tg 小 . 


换言之 ,我 们 定义 三 个 等 价 关 系 ( 即 属性 ) :颜色 Ri, ÉR R: MER R, iÑ 
过 这 些 等 价 关 系 , 可 以 得 到 下 面 三 个 等 价 类 


X/R, = { {x} 9033127 } {Xo 9X4 } , {Ts sT ,Ta }} 
X/R, = { {x} 905 } , (2 9X6 } EE 9X4 9T7 »Xg}} 
X/R; = { {T7 9X7 Zgo (T) 903 Z4 T5 Z6)? 


Æ A = {22,2426} M 
RIA= {zx Ta)’ R A = (201X405 Lg Tg? 
bng (A) =R, A\R, A = (zs ,ze Tg} 
PosR CA) =R A= {Losa}, neg R, (A) =X\ R A= LXi Z3 £7}. L 
定理 15.1.1 设 ASX 是 任 一 子 集 , 尺 是 和 上 的 等 价 关系 , 则 : 
(1) A 是 R 可 定义 集 当 且 仅 当 RA SRA; 
(2) A ÈR HMR HRA ÆRA. 
以 上 是 经 典 的 Pawlak 意义 下 的 粗糙 集 . 但 由 于 其 核心 总 在 下 近似 、 上 近似 
的 概念 上 讨论 ,所 以 我 们 常常 用 下 近似 、. 上 近似 构成 的 偶 对 (RCA) ,RCA)) 称 为 
A 的 粗粮 集 . 
定理 15.1.2 BCX, R) 为 近似 空间 , 则 YA,B CC X: 
(1) RACACRA; 
(2) RCA‘) = (RA)*, RCA) = (RA)’; 
(3) RO =RØ =Ø, RX =RX =X; 
(4) R(A U B) =RA U RB, R(A N B) =RA (NRB; 
(5) A G B>RA CRB,RA C RB; 
(6) RCA U B) DRA URB, RAN B) CRAQR 
(7) RCRA) =R(RA) =RA, RCRA) =R(RA) =RA. 
证 明 (1) xz ERA 二 zt €E [2], CA. 因此 ， RAGA. 


x E A~>[zrjr NAA Gx € RA .LEA 


第 15 


所 以 


RØ, 


因此 
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(2) 因为 x ERA © [r] S AS [r] NA=D 
Or E R(A)Gz € (R(A)), 
RA‘ 一 (RCA)) 7 . 
在 上 式 中 用 AS 代替 A , 即 得 RAS = (RA). 
(3) HCDH,ROCD,MURG=S .假设 RB 关 名 , 则 存在 x 使 得 x E 
即 [z]R N SAS, 这 是 不 可 能 的 . Alb, RZ =Ø. 
由 RZ =RØ =Ø 与 (2) 得 到 RX 一 RX =X. 
(4) x E RCAU BOLrlIiN(AUBAG 
Srle N A) U (rls N DAS 
S [r]r 站 A 名 或 [zjk N BÆ Ø 
Sr E RA Mae RB 
Sx E RA LJ RB 
R(A U B) =RA URB. 
由 RCA U B) =RA U RB 与 (2) 得 到 R(A fn B) 一 RA NRB. 
(5) AC B>A N B=A=>R(A N B) SRA. (4) #1, RA NRB =RA, 因此 
RA CRB. 
AC B>A U B=B>R(A U B) = RB. (4) 41, RA U RB =RB, 因此 
RA CRB. 
(6)ACAU B,BCAU B>RA CRIA U B),RB CRA U B) 
>RA URB CR(A U B). 
ANBZA,ANBZBSR(ANB) € RA,R(A (1) B) C RB 
>RA () RB CRA () RB. 
(7) 由 于 上 近似 集 、 下 近似 集 是 精确 集 , 所 以 结论 是 直接 的 . C 
15.1.2 Dubois 和 Prade 意义 下 的 粗糙 Fuzzy 集 


如 果 考 虑 有 限 非 空 论 域 X 上 的 Fuzzy Æ, Mj Pawlak 意义 下 的 粗糙 集 可 以 


推广 . 


定义 15.1.3 (Dubois and Prade, 1990) 设 尺 是 有 限 非 空 论 域 X 上 的 等 


WER., 对 于 Fuzzy 集 AEYZ(CX)，A 的 下 近似 与 上 近似 分 别 定 义 为 两 个 Fuzzy 
集 RCA) ARA), 它们 的 隶属 函数 为 


称 下 


R(A)(z) =A (AQ) |y € [zxjg) (15. 1. 3) 
R(A)(z) =V (A(y)|y € Erde} (15.1.4) 
uzzy Æ AXİ (RCA) ,R(A)) 为 粗糙 Fuzzy Æ (rough fuzzy set). 
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定理 15.1.3 WX, R) 为 近似 空间 , 则 VA,B SX: 
(1) RA CACRA; 
(2) AS B=>RA CRB,RA C RB; 
(3) RCAS) = (RA), RCA‘) = (RA); 
(4) RØ =RØ =Ø, RX 一 RX =X; 
(5) RCA U B) =RA U RB, R(A f B) =RA f RB; 
(6) RCA U B) DRA URB, R(A N B) CRA N RB; 
(7) RCRA) =R(RA) =RA , R(RA) =R(RA) =RA. 
证 明 (1) RCAC) =A (AQ) |y € [zle} KC ACD) KV (A(y)ly € 
[zjJg} =RC(A) (2). 
(2) A CS B=>R(A)(z) =A {AC ly € [zlr} <A (BO) ly € [zjr) 
R(B)(x)=>RA CRB. 同 理 A C BRA C RB. 
(3) RAD) =A (ASC ly € rjr} =1—-V (AC ly € Erde} 
(RA) (x). 
RCA) Cæ) =V {ASC ly € [zlr} =1-A (AC) ly € [Lrjr) 
(RA) (x). 
(4) RCDD) =A (Sy) |y E [zlr) =0, RØ) =V (WO |y € 
[zl]r} =0. 
由 RØ =RØ =Ø 与 (2) 得 到 , RX =RX =X. 
(5) RCA U B)(x)=V ((A U By) |y € [r]r) =V (AC) V BO ly € 
[zjk} = (RA U RB) Cx). 
由 RCA U B) 一 RA U RB 与 (3) 得 到 R(A N B) =RA NRB. 
(6) 由 (2) 直 接 得 到 . 
(7) 注意 由 yE Lxjr 可 知 [Lzxjr 一 Lyjr， 于 是 由 式 (15. 1.3)、 式 (15.1.4) 得 


到 
R(RA)(z)=A {A {A(z)|z € Lyle} ly € [zje) 
=A (A(z)|z € [r]r} SRA (2). 

即 RCRA) =RA, 同 理 可 证 RCRA) =RA #1 RCRA) =R(RA) =RA. 口 

定理 15. 1.4 设 (X,，R) 为 近似 空间 ，(R(A),RC4A)) 为 A 的 粗糙 Fuzzy 
集 ,那么 我 们 有 下 列 a -水 平 性 质 , Va E [0,1]. 

(1) R(A,) =(R(A)),» ROA) = (ROAD) 53 

(2) R(A,) = (R(A)),» R(Az) = (R(A));. 
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证 明 (1) Va € [0,1], 2 € (RIAD), © A (Ady) ly € [x]e} >a 
(Vy E [r] AO) Sa) 
OC(Vy E [rlr) (A,(y)=1) 
SA (Aœ) ly E Lrjr}=1 
Or ER(A,). 
(2) Va € [0,1], z € (RAD), V {A)| y € Ex]e} >a 
S( dy E Llr] (Aly) >a) 
(Jy E Lalp, (A, O) =1) 
Ə V {A,(y)|y € [xjg} =1 GER X BARE) 


Er E R(A,). 
(1) 和 (2) 中 的 第 二 个 等 式 可 以 用 类 似 的 方法 证 明 , 但 我 们 必须 注意 Ai =O 和 
R(D)=R(BD) =Ø. 口 
推论 15.1.1 BCX, 尺 ) 为 近似 空间 ，(R(CA),RC4)) 为 4 的 粗糙 Fuzzy 
集 . 则 : 
COD RC(A)= [J aR(A,) = (J aR(A;); 
a€{0,1] a€[0,1] 
(2)R(A)= |} aR(A,)= |] aR(A;). 
a€ [0,1] a€[0,1] 


15.1.3 Dubois 和 Prade 意义 下 的 Fuzzy BRE 


如 有 果 还 考虑 有 限 非 空 论 域 上 的 Fuzzy 等 价 关 系 , 则 粗糙 Fuzzy 集 可 以 推广 . 
， 定义 1$.1.4 (Dubois and Prade, 1990) 设 尺 是 有 限 论 域 X EW Fuzzy 等 
RER, M KK 二 CX，R) 称 为 一 个 Fuzzy 近似 空间 (fuzzy approximation space). 
如 果 A 是 X 上 的 Fuzzy 集 , EX X ERRA Fuzzy Æ RCA) 和 RCA) 并 且 

© RAG) =A ê R (r) = A (AW) V (1—R(z,y))},z EX 


(15.1.5) 
RCA)(z) =Ao R(x) =V {ACy) A Ret,y)},2 ER (15.1.6) 
yEX 


则 RCA) 和 RCA) 分 别称 为 Fuzzy 集 A 的 下 近似 和 上 近似 (lower and upper ap- 
proximation), (RCA) ,RCA)) PRA Fuzzy 粗糙 集 (fuzzy rough set). 
例 15.1.2 (Pawlak, 1982) MRREAMICMX 上 的 经 典 等 价 关 系 
(crisp equivalence relation) ##H AC X, 则 
RCA) (a) =1 Wy E€ X,A(y) V (1— R(r,y)) = 1 
OVyE X, (RCz, y) =1—ACz) = 1) 
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SLrle ZTA 
RCA)(Cz) =1 24 y € X,ACy) A R(z,y) =1 
SlalkNAA®@ 
于 是 
R(A) = {xz € X|[z]p GA) 

R(A) ={x € X| [zl NAF Ø) 

(R(A),R(A)) 即 为 定义 15.1. 2 中 的 Pawlak 粗糙 集 . 口 
例 15.1.3 (Dubois and Prade, 1990) WẸ R REAREA X 上 的 经 典 等 

价 关系 (crisp equivalence relation) 并 且 AE F(X), MI 

R(A)(x) =A {ACy) |y € Cr]r? 


R(A) (2) =V {Aly ]y E [z]p} 


Fuzzy 集 偶 对 (RCA), R(A)) 即 为 定义 15.1.3 中 讨论 的 粗糙 Fuzzy 集 . 口 
例 15.1.4 (Dubois and Prade, 1990) WR R ARER X 上 的 Fuzzy 
价 关 系 并 且 A SEX, 则 
RCA) =A {1—Rasy)} 
加 yEA 


R(A)(z) =V (R(x, y)}. 
yEA 


下 面 讨论 Fuzzy 粗糙 集 的 性 质 . 

定理 15.1.5 在 Fuzzy 近似 空间 (X,R) H, (R(A),R(A)) 为 式 
《15.1.5)、 式 (15.1.6) 所 定义 的 Fuzzy HER, XERA, BE FX), AFINE 
im: e 

(1) R(A) CAC RIA); 

(2) AS B=>R(A) CR(B), R(A) C R(B); 

(3) RCA) = (R(A))*, R(AS) = (R(A))'; 

(4) ROD) =R( OD) =H, R(X) =R(X) =X; 

(5) RCA U B) DR(A) UR(B), RCA N B) =R(A) 1) R(B); 

(6) RCA U B) =R(A) U R(B), RCA N B) GC RGA) N RB). 

i (1) Vz E X, RIA (2) = A AO) V A= RG, y))} SAG) V 
(1 一 RCzzr)) 一 ACz)， 

RCA)(z) = V AO) A Rory} SAG) A Rz) =A). 
y 


(2) 由 定义 直接 得 到 . 


(3) RCADCI= A (AAG) VAR, yD} 一 1 一 V {A(y) ARG, 
yEX ye X 
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y)} = (RC(A))'(z). 
TE RCA‘) =(R(A))° 中 A 用 A“ R RCA) = (RA). 
(4) 由 (1) 知 , ROD) SE AERD). LRG) =V (DO) A Ra, 
yEX 


y)) 一 0. 因此 (4) 中 第 一 式 成 立 , 又 由 R) =R) = 好 与 (3) 得 到 
R(X) =R(X) =X. 
(5) Vz € X, RAUB) = A (AG) V BO) V (1— Rr,y))) 
yE 
=A {((ACy) V (1— Rr,y))) V (BO) V (1 一 RCzyy)))) 
yEX 


之 A {ACy) VaR. yD V A (Bly) V (1 Re, y))} 
yEXx 


yEX 


= (R(A) UR(B))(z) 
RCA N BaS A (AOW) A BOÐ V —Rlax,y))} 
yEX 


= A (AG) V (1—Rz,y))) A (By) V A-RG,y)))} 
yE 


= A (AG) V G—Rla,y))} A ( A (By) V Q —R(x,9)))) 
yeXx 


yEX 
= (R(A) ()R(B))(z). | 

(6) 由 (5) 与 (3) 直 接 得 到 . [ 

定理 15.1.6 (Hu, Xian, 2006) 设 (R(A),R(A)) 是 Fuzzy 近似 空间 
(X.R) 中 的 Fuzzy 粗糙 集 ， 则 对 任意 c E 0,1] 都 有 下 列 等 式 成 立 . 

(1) Ri (A,) = (R(A)),, Ry, (Ag) = (R(A));; 

(2) R- (A;) =(R(A));, R,(A,) = (R(A)),. 

证 明 (1) 对 任意 z € [0,1], x ERG (A, ORCA, (x) =1 

© A. (A, V (一 Ri 一 (Czyy))) = 1 


S(Vy E XA, O) 一 1 或 1 一 Ri 一 (zyy) 一 1) 
Vy E XAO) Sa RR(z.y) <1 —-a@) 
S(VyEe XNA) V 1 一 下 (zyy)) Sa) 
= A (A V C1—R(2z,y))} >a 
vEX 
Or € (R(A)),. 
Bl, Ri (A,) =(R(A)),. 第 二 个 等 式 类 似 可 证 . 

(2) 对 任意 a € [0,1j, 由 (1) 我 们 有 RCA) i-a) = (RAD)... 再 由 
Fuzzy 集 的 截 集 与 补 集 的 关系 和 定理 15. 1.5(3) 得 到 (R-(A-)) 一 ((RCA))-). 
因此 Rj (A;) =(R(A)),. 第 二 式 同 理 可 证 . C] 

由 Fuzzy 集 的 分 解 定 理 立 即 可 得 下 面 的 推论 . 
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推论 15.1.2 (Hu, Xian, 2006) 设 (R(A),R(A)) 是 Fuzzy 近似 空间 
(X.R) 中 的 Fuzzy 粗糙 集 ， 则 
WORA) = |] aRTtA,)= () aR, (A); 
a€ [0,1] aE [0,1] 


(2) RCA) = |] a@R,(A,)= |] aR;(A;). 
a€(0,1] ag [0,1] 


Æ 15.1.7 (Hu, Xian, 2006) 设 (R(A),R(A)) 是 Fuzzy 近似 空间 
(X,R) 中 的 Fuzzy 粗糙 集 ， 则 
(1) RCA) = U aR(A,) = J ak (A;); 


a&(0,1] a€ [o.l] 
(D RCA) = |] aR(A = |] aR(A;). 
ac [0,1] a€ [0,1] 


( U RAD) = AN, @ ARADO) 


a€ [0,1] 


= y (aA (A, (AG) V —RG,y))>)) 


ae [9,1] 


| 


AA( LY, G@AAG)) v (V @AA-RG@»») | 


ye X a€& (0,1 
(注意 X ARK) 
= A (AG) V G—RGay))) = RAG), 
€E 


y 


即 RCA) = U oRCA,). 类 似 可 证 其 他 等 式 . 口 


a€[0,1] 
上 述 概念 还 可 以 推广 到 Fuzzy 相似 关系 、 自 反 关 系 和 一 般 Fuzzy 关系 (包括 
不 同 区 域 ). 


15.1.4 广义 粗糙 Fuzzy 集 


如 果 考 虑 两 个 论 域 上 的 一 般 关 系 , M Pawlak 意义 下 的 粗糙 集 和 Dubois 与 
Prade 意义 下 的 粗糙 Fuzzy 集 还 可 以 推广 . 

定义 15.1.5 (Wu, Mi & Zhang, 2003) 设 X 和 Y 是 两 个 非 空 论 域 , RB 
X 到 Y 的 任意 关系 , 一 个 集 值 函 数 下 :XX >? (Y) 定 义 为 


F(x) =(y EY|(z,y) ER)zEX (15. 1.7) 

对 于 任意 集 AE 多 (Y)， 一 对 下 近似 与 上 近似 RCA) 与 RC(A) 分 别 定义 为 
R(A) =(z € X|F(z) CA} (15.1.8) 
R(A) ={x E€ X|Fla) NAF BD} (15.1.9) 


偶 对 CRCA),RCA)) 被 称 为 广义 粗糙 集 (generalized rough set). 
对 于 任意 Fuzzy E ACF (Y), 一 对 下 近似 RA) 与 上 近似 RCA) 分 别 定 
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义 为 
R(A) (2) =A (AQ) |y € F} (15.1.10) 
R(A)(z) =V {A(y)|y € F(z)) (15. 1. 11) 
偶 对 (RCA) ,R(A)) 被 称 为 广义 粗糙 Fuzzy # (generalized rough fuzzy set). 


15.1.5 广义 Euzzy 粗糙 集 


1. 基于 Fuzzy 粗糙 的 广义 下 uzzy Ft E 
定义 15.1.6 (Wu and Zhang, 2004) 设 X 和 YY 是 两 个 有 限 非 空 论 域 , 民 
Æ X BY W Fuzzy KA. MF Fuzzy RAC F(Y), A 的 下 近似 RCA》 和 上 近 
似 RCA) 是 X 的 Fuzzy 集 , 其 隶属 函数 为 
RCA) =A LAW) V —R(z,y)) | 9 EY) (15. 1.12) 
RCA) (x) =V (AW) A R(z,y) |y € Y} (15. 1. 13) 
三 元 组 (X,Y,R) 被 称 为 广义 Fuzzy i 3 lt BR RCA), RCA)) 被 
BRAT SL Fuzzy FRE. 
ea Hh 24 X=Y MR 为 X 的 Fuzzy 等 价 关 系 , 则 RCA), RA) 是 一 个 
Fuzzy 粗糙 集 (Dubois and Prade, 1990; Radzikowska and Kerre, 2002; Wu, 
Mi and Zhang, 2003). 
定理 15.1.8 在 广义 Fuzzy 近似 空间 (X,Y,R) 中 ,对 任意 A,B E 
FY), A PIER: 
ORD) =Ø, RY) =X; 
(2) A S B=>R(A) CR(B), R(A) € R(B); 
(3) RCA) =(R(A))*, RCA) = (ROAD); 
(4) RCA U B) DR(A) UR(B), ROA N B) =R(A) 1) R(B); 
(5) RCA U B) =R(A) U ROB), R(A N BD S R(A) N RB). 
证 明 类 似 定理 15.1.5 的 证 明 可 证 . 口 
定理 15.1.9 (Hu, Xian, 2006) 设 (RCA) ,RCA)) 是 关于 广义 Fuzzy 近 
似 空间 (X,Y,R) 在 式 (15. 1. 12) . 式 (15. 1. 13) 中 定义 的 任意 广义 Fuzzy 粗糙 
集 . WA TIFA, Ya € [0,1]. 
(1) Ri (A,) = (RC(A)),, Rig (Ag) = (R(A));; 
(2) Rs (A;) = (R(A));, R,(A,) = (R(AD),. 
证 明 ”类 似 定理 15. 1.6 可 证 ,只 需要 注意 证 明 中 y € Y. C 
推论 15.1.3 (Hu, Xian, 2006) 设 (R(A),R(A)) 是 关于 广义 Fuzzy 近 
似 空间 (X,Y ,R) 在 式 (15. 1. 12) 、 式 (15. 1. 13) 中 定义 的 任意 广义 fuzzy 粗糙 
集 . 则 有 下 列 等 式 . 
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DR(A) = |] aRT3z(A,)= |] aR CA); 


ae [0.1] 2€[0,1] 
(2)R(A)= |] aR (A= |] oR;(A;). 
a€ [0,1] a€&[0,1} 


定理 15.1.10 (Hu, Xian, 2006) 设 (R(A),R(A)) 是 关于 广义 Fuzzy 近 
似 空间 (X,Y,R) 在 式 (15.1,12). 式 (15. 1.13) 中 定义 的 任意 广义 Fuzzy 粗糙 
R. 则 有 下 列 等 式 . 


(1) RCA)= |] aR(AD= |] aR(4;); 
aE[0,1] a€ [0,1] 


(2)R(A)= |] aR D= |] aRCA;). 
a€ [0,1] aE[0,1] 


证 明 ”类似 定理 15.1.7 可 证 . C 
2. 基于 分 解 定 理 的 广义 Fuzzy 粗糙 集 
WR EX 到 Y 的 任意 Fuzzy KA. 定义 映射 F; X>F (Y) 
FCr)lCy) =SRCz,y), (rT,y) E XXY. 
Va € [0,1], 映射 FLX > PCY) 被 定义 为 
F (x)=~={y E Y|Flr)(y) Sa}, cE X. 
WF, 诱导 出 一 个 Crisp 近似 空间 (X,Y, F). 
对 于 任意 AE PCY), XF (X,Y, Fo 的 上 近似 .下 近似 定义 为 
F(A) ={x € X|F, (x) CA} (15.1.14) 
F (A= {rE X|F,(2) NAK Ø) (15.1.15) 
很 容易 验证 
F (AS) 一 (FA)) CF, (AS) 一 (F (ADS. 
定义 15.1.7 (Wu, Mi & Zhang, 2003) 4 R € FCX XY )B Fuzzy 关 
R. ZEHA (X,Y, R) KRAT X Fuzzy 近似 空间 . 对 于 Fuzzy RAC FY), K 
于 (X,Y,R) 的 上 .下 广义 Fuzzy AMAT RAR 分 别 定义 为 


RCA) = |] Fi (Az) (15.1.16) 
aE[o,1] — 


RCA) = |] CF, (A, (15.1.17) 
a€[0,1] 
很 容易 证 明 RCA)= Uo Fia (AD = |) (CeF (AD)) 
aE [0,1] a€EL0,1] 


和 


RCA) = |) GFA.) = U) F(A) 
a€ [0,1] a€(0,1] 
并 且 还 很 容易 验证 (参见 分 解 定理 ) 


RCA) (x) = A Ca V Fie (Az) Cx)) C15. l. 18) 
ac|o,l 一 
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R(A)(x) = A (aV F,(A,)(z)) (15. 1. 19) 


aeE[L0,1 

Fuzzy 集 偶 对 (R(A),R(CA)) 称 为 广义 Fuzzy 粗糙 集 ， 

定理 15.1.11 (Wu, Mi & Zhang，2003) 在 广义 Fuzzy 近似 空间 (X，Y， 
R) 中 ,对 任意 A,B € FY) 有 下 列 性 质 : 

(1) RCD) =Ø, RY) =X; 

(2) R(AS) =(R(A))*, RCA) = (ROAD); 

(3) RCA U B) =R(A) U R(B), R(A N B) =R(A) NR(B) ; 

(4) A Z B=>R(A) CR(B), R(A) CS R(B); 

(5) RCA N B) © R(A) N RB), R(A U B) DR(A) UR(B). 

WEAR (1) 由 式 (15.1.14)、 式 (15.1.15) 和 式 (15.1. 16)、 式 (15. 1. 17) 直 接 
得 到 . 

(D (RCAW = ( V la A Fia CAD) 


= A la) V (Fi CCA) Cx)) 
a€&[0,1) — 


(注意 定理 2.1.6(2)， (A); = C(A)" ) 


= A (1~a) V (F(A ,)(7x))) 
a€[0,1] 


= A (a V (F,(A,)(2))) 
a€&[0,1] 


= yV (A F(A))) 
a&[0,1] 


= |]J CF,(A,)) (xz) =R(A)(z) 


a€& [0,1] 
BI RCA‘) =(RCA))*. 在 此 式 中 A 用 A“ (RRR BIR CAD = (RA). 


(3) RCA UB)= [J (aF,((AU B),)) 
a€(0,1] 


= |] GF,(A, U B,)) 
a€ [0,1] 


=U ((F,(A,) U F,(B,))) 
a&[0,1] 


=( U aF, AD) U( U F,(,)) 


a€ [0,1] aE [Lo,1] 
=R(A) U R(B) 
由 (2) 进 一 步 可 以 得 到 R(A N B) =R(A) 站 RC(B). 
(4) 由 式 (15.1.16)、 式 (15.1.17) 直 接 而 得 . 
(5) 由 (4) 直 接 推出 ， 口 
3. 基于 还 辑 算 子 的 广义 Fuzzy 粗糙 集 
定义 15.1.8 (Mi & Zhang, 2004) if X ALY 是 两 个 有 限 非 空 论 域 ,R 是 
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X BY 的 Fuzzy RR. XIF Fuzzy Æ A € F(Y), A 的 下 近似 RCA) 和 上 近似 
R(A) Æ X 的 Fuzzy 集 ,其 隶属 函数 为 
RCA) (a) 一 人 OCRCz，y)，A(27) (15. 1. 20) 
€ 


y 


R(A)(z) =V oA —R(z,y),A(Cy)) (15. 1.21) 
€ 


yEY 
(X, Y, R) 称 为 广义 Fuzzy 近似 空间 并 且 Fuzzy 集 对 (RCA) ,RC(A)) 称 为 广义 
Fuzzy 粗糙 集 ， 其 中 olr, y) =sup{a E L0,1]| T (2,4) Sy}, o(z,y) =inf{A E 
[0,1]| | (AD Sy} M| (zx,y)= 二 1 一 TT(1 一 zx,1 一 y). 和 | 分别 是 [0,1] 
上 的 t- 模 和 +- 余 模 . 

定理 15.1.12 (Hu, Xian, 2006) 在 广义 Fuzzy AMF ECX, Y, RPP, 
对 式 (15.1.20)、 式 (15.1.21) 定 义 的 近似 算 子 有 下 列 性 质 , Y A,B E FY): 

(1) RØ) =Ø, R(Y) =X; 

(2) A © B>R(A) CR(B), R(A) S R(B); 

(3) RCA) =(R(A))*, RCA‘) = (ROAD); 

(4) RCA U B) DR(A) UR(B), R(A N B) =R(A) NR(B); 

(5) RCA U B) =R(A) U R(B), R(A N B) C RA) N RB); 

(6)R Æ Serial ( 即 Vz € X, IVEY, fH R(x, y) =1) @R(A) T RA) 
=>R(Ø) =Ø SRY) =X. 

证 明 ”性质 (1), (2) 和 (C3) 直接 由 式 (15. 1.20) . 式 (15.1. 21) 得 到 . 

(4) VYZzrEAXRGAUB)Cz) 一 人 60GRCzy)， (A U BXCy)) 


yEY 


=A @CR(z,y),ACy) V BCy)) 


y€EY 
=A sup{A € L0,1]| TCR(z,y),A) < Aly) V BCy)} 
yEY 
= A supl{à € L0,1]| TCR(2z,y),A) < ACy)} V supia € [0,1]| 
yeY 
TCRGCzyy) sÀ) < BCy)}) 
一 人 (OCR(z,y),ACy)) V 6CRCz,y),BCy))) 


yEY 


> ( A IR y) AOD) V (A ORG, y), BO))) 
yEY yEY 


=R(A) (<) V R(B) (x) =(R(A) UR(B))(z) 
所 以 R(A U B DR(A) UR(B). 
RCA N B)= A 6(R(z5y)s(A N B) Cy)) 
EY 


= A, sup{à € L0,1]| TCR(az,y),A) < (ANBO)? 
y€ 


= A, sup{à € [0,1]| T(R(z,y) AÐ < Aly) A BCyy} 
yE 
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一 A, sup({à € [0,1]| T(RCz,y), àA) <S ACy)} A supla € [0,1]] 
¥ 


TCR(2,9)5A) < BCy)}) 


yEY 


=| A 90(RCz,y) AC) ) A ( A 9 (R(x,y) 1B)? ) 
yEY yeY 


=R(A) (x) AR(B)(r) =(R(A) NR(B)) (x) 
所 以 R(A N B) =R(A) NRB). 
(5) 类 似 可 证 . 
(6) (3) A RCD) = DER) =X. 
下 面 我 们 将 证 明 R 是 Serial SR(A) C R(A), VA € F (Y). 
R Æ Serial S Vz € X, Jy € Y, FB Rez, y) =1 
全 VzEXRA)Cz) < O(R(2,y),ACy)) =A (y) 
=o(l —R(z,y),A(y)) < R(A) (x), YA € F (Y) 
>R(A) C R(A), VAE F (Y), 
R 不 是 Serial > Jx € X, Vy EY, 使 得 0 过 R(z,y) <1 
>WTAECF(YRMEO< Aly) S1 — R, y);y EY, 
RCAC) = A ORCI, y) AOD S A AO) >00 #HRA) C) =V o(— 
o y€EY yeY y€Y 


R(z,y),ACy)) =0 
> 存在 A © F (Y) ERA) SRA 不 成 立 . 
下 面 证 明 RCA) C RA), VA E FY) 
>Y z € X,R(D)(z) < RØ) C) = V, loQ — Rz, y), Bly))} =0 
=>R(D) =Ø. l E 
R(A) CR(A), VAE F(Y) BRE RO) =Ø 得到. 下 面 的 例子 可 以 说 
BA IX — eh. 


$1 15.1.5 设 
0 0.6 0.1 
X=Y~({1,2,3}, R=|0.7 0.9 0.1],A=(0.5,0.6,0. 8). 
0.2 0.3 1 


T =min, | =max. M 
R(A)(1) 一 6(0,0.5) A 0(0.6,0.6) A 0(0.1,0.8) =1 
R(A)(1) =6(0,0.5) V a(0.6,0.6) V c(0.1,0.8) 一 0.8 
于 是 R(A) CRA) 不 成 立 . AARØ) =D. 口 
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定理 15.1.13 (Hu, Xian, 2006) 在 广义 Fuzzy 近似 空间 (X,Y, R) 中 ， 
对 于 式 (15. 1.20)、 式 (15.1.21) 中 的 近似 算 子 具有 下 列 性 质 , V A,B € F(Y). 
(1) RCA) |] aR(A,), RCA) D |] «R(A;); 
ac lo,1] a€[0,1] 
(2) RCA.) D CR(A)),, R(A;) D (R(A));. 
WERK (G) Vee X, U aR(A)(r)= V Ca AK(A,)(x)) 


aC [0t] a€ [0.1 


=A( v ,Ca A 0(R(z,y),A。(y)))) (注意 Y EARE) 


yey a€& [0,1 


<aA( y ,ORCx sy) 40) A RCE, y) ACY))) ) 


yEY ‘a€[0,1 


=A ( V (CCRCz DaA A,Cy)))) 


yEY ‘oa€EL0,1) 
<A (Ray), V aN A,(y))) 
yEY a€L0,1] 


=A (OCR(2,y),ACy))) SRCA) (Zz) 


yey 


由 此 得 RC(A) D U aR. 类 似 可 以 证 明 另 一 式 成 立 . 


a€L0,1] 
(2) Vz EX, Ll) aR(A) (= V aC A R(A,)(2)) 
a&(0,1] 


a&[0,1 


“edn (eA (Yer? A?) 


=y ( V (a AolR(r,y),A,(y)))) 
yEY ‘ae[0,1] 


>v ( y RCE) a) A cCRCz,y),A。(y))) ) 


yer a€&[0,1 


=y ( V (CRGzy) ,ec A A,()))) 
yEY ‘a€El0,1] 


= V (o(R(xsy), y (a A A,(y)))) 
yEY r€ 69,1] 
=V (6(R6~,y),ACy))) =RCA) (2) 
y€EY 
因此 RAYS U aR(A,). 类 似 可 以 证 明 另 一 式 成 立 . 口 


aEL0,1] 


15.1.6 ( 上, 丁 )- 广 闵 Fuzzy 粗糙 集 


对 于 从 XX 到 Y 的 Fuzzy KAR, 我 们 记 及 xR(y) =V R(z,y) 和 


TEX 
ltyR(wW= A Rasy), Yy € Y; htyR(r) =V Reryy) 和 LvyRGz) 一 人 天 (rr， 
xE X yEY yEY 
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y), Yz € X. 
mRREFCXXY)AEC FY), PMARNEXR:  ACD=V (RG, 


yer 


y) T ACy)} 和 R OEN A(z) 一 A (R(x,y) 上 ACy)}, Vz = X. 


yEY 


引 理 15.1.1 设 REZF(XXY), 则 . 

(1) FAE FY), (Re, A =R 3, A, AE tT Mt RR | 是 对 
偶 的 ; 

(2) FAE FY), R» A) =R; Az C(R° A), ZR,” A,» 

(R è A), =R, ? A, D (R? A); DR; °? A; 
对 所 有 a € (0,1) 成立 , FH 4Y 是 有 限 集 时 , (Re A), =R, ° A, MCR °? A) = 
R; è A; 对 所 有 a E [0,1j 成 立 ; 

(3) 对 于 SEZF(YXZ) 和 和 AEZ(Z),Roi(So, A)=(R°, S), AF 
AHR? (S6? ASR? S)? A; 

(4) *FSEF(CYXZ)MAECF(2Z),YRZ BARE, HA CMT A 
-RE | 是 可 分 配 的 . WR htyR=1, MRS? ASRS), A. 如果 
hiyR =0, W R| (Se-A)=(R?, S) 。 Ai; 

O) MFACF MHRA CRT 和 t- 余 模 上 是 可 分 配 的 , 则 
aT (Re AS ReilaT A)= QTR) ~ Asa T(R*, A= QTR)? | (aT A) 

证 明 由 定义 直接 得 到 . 口 

引 理 15.1.2 BAY E FOY) (CAEA4,A 是 任意 指标 集 ) 并 且 尺 EGF(CX 
XY), MXF t- 模 T A tae |: 

DR. (U AP )=U Re. AM), R? (NN AY)=N R? A®); 

AGA AG A 


AEA AC A 


WR (NN A®) EN (Re, AV), RI (UAP) CU (RIL AD)， 


AGA ACA ACA AGA 


当 Y 是 一 个 有 限 集 时 ,(2) 的 等 式 成 立 . 
证 明 O) Yre X, (Roe ( U A® )) 


ACA 


Ree TY, APO) 
(Vv (RC, y) TA® (y))) 


(V (R(z,y) T A® (y))) 
yeY 
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(2) YE X, (R (Na) =V (Ree T( A A® Gd) 


AGA 
<A (V (Roxy) TA® (yd) Cx) 
AEA yEY 


=( N R» A®)) a), 


AEA 
对 于 。， 直接 由 引 理 15. 1. 1(1) 验 证 得 到 ,并 且 当 Y 为 有 限 集 时 式 (* ) 中 等 式 
成 立 . o 
下 面 通过 t+- 模 下 和 t- 余 模 | 推广 广义 Fuzzy ARES CHu, Huang, 2009). 
在 本 节 的 讨论 中 我 们 总 假设 t- 余 模 | 和 tc 模 T 是 对 偶 的 . 
定义 15.1.9 (Hu, Huang,2009) i X MY 是 两 个 有 限 非 空 论 域 ,R EX 
BY 的 Fuzzy 关系 . 对 于 Fuzzy RAC F(Y), AM | -下 近似 和 T- 上 近似 , 用 
R; (A) 和 R'(A) 表示 , BX 的 Fuzzy 集 其 隶属 函数 为 
R, (A)(z)=in{f{A(y) | (1 一 RCzyy))|yEY) (15.1.22) 
R™(A) (2) =sup{A(y) T R(z,y) ly E€ Y} (15. 1. 23) 
三 元 组 (X, Y, R) 被 称 为 广义 Fuzzy 近似 空间 并 且 Fuzzy 集 对 (R, (A), 
R' (A)) RA CL, TD- X Fuzzy Mee. 特别 地 , 如果 | =v AT =A. 
(R (A),R'(A)) 记 为 (RCA),RCA))， 即 为 广义 Fuzzy MRR. 如 果 X=Y, 
那么 (R, (A), R CA)) 称 为 ( L, T)-Fuzzy HUBER. 
定理 15.1.14 由 式 (15.1.22) 式 (15.1.23) 定 义 的 A 的 | -下 近似 和 TT- 
上 近似 RI (A) MR CA) 能 分 别 等 价 地 表示 为 R, (AWSR 3| A=(R。 A 
AR (A) =R °, A. 
下 面 的 推论 可 以 直接 验证 . 
推论 15.1.4 设 X,Y AMZ 是 三 个 有 限 非 空 论 域 ,R 是 X BY 的 Fuzzy K 
Z, SHY BZ 的 Fuzzy KA. AM | -下 近似 和 T- 上 近似 由 式 (15.1. 22) 、 式 
(15.1.29 Æ X. 则 对 于 Fuzzy Æ A € F (2). 
G) R»; S, (A) =(R °; Se, AD; 
(2) R o; S (A) =R °; S o, A. 
推论 15.1.5 设 (RC(A),RCA)) 是 由 式 (15. 1. 22), (15. 1. 23) 定 义 的 任 
意 广 义 Fuzzy MRR ,那么 有 下 列 等 式 ，Ya E [0,1]: 
(1) RE (A) = (RA), > Rie (Ag) = (ROAD) 5: 
(2) R,(A,) =(R(A)),, R (4:) = (ROA). 
推论 15.1.6 i (RCA), RCA)) 是 由 式 (15.1. 22) C15. 1. 23) 定 义 的 任 
意 广 义 Fuzzy FARES ,那么 有 下 列 等 式 : 
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DRA) = |] a TRAD = VU aTR CA。); 


ae[o,1] a€&[0,1]} 
(DRA) = |] a RCA.) = U aTR;(A;). 
a€ [0,1] a€ 10,1} 


定理 15.1.15 BCR, (A),R'(A)) 是 由 式 (15. 1. 22), KS. 1. 23) 定 义 
的 任意 广义 Fuzzy ARES IFA -RTA -RE | 是 可 分 配 的 , 则 有 下 列 等 式 : 
(DR, (AD |] aTR, (A), RI AD UU aTR, (Az); 


a€(0,1] a€[0,1] 
(2) R' CA)= Lo a TRAD) = |] aTR' (Az). 
a& (0,1) a&[(0,1] 
证 明 (1) (jj vcTR (AD = VU oa TORS? A D) (定理 15.1.14) 
a€[0,1] ag [0,11 
= [J CaT(R*)) (CaTA。)) ( 引 理 15. 1. 1(5)) 
aE [0,11 


c U U TRD? GTA,) 
2&(0,1]pe [0,1] 


=U aT(R' °, ( U BTAs) (注意 Y 是 有 限 集 ) 


a€[0,1] pelei] 
=R°?, A=R, (A); (分 解 定理 2. 2. 4) 
BR, ADU aTR, AD. 类 似 得 到 第 二 式 R (AD U alTR, (AD. 
7 a€ [0,1] a€ [0,1] 
2) U aTR A, ) = U aTRe, A) (定理 15. 1. 14) 
a€ [0,1] a€ [0.1] 

=U (Re @TA,)) ( 引 理 15. 1. 1(5) ) 

a€!0,1] 

=R% ( U (TA) =R. A=R A). 

a&(0,1] 
(5| BH 15. 1. 2101) A EM 2. 2. 4、 定 理 15. 1.14) 口 


定理 15.1.16 设 X 和 YY 是 两 个 有 限 非 空 论 域 ,R 和 S$S 是 XX 到 Y 的 Fuzzy 
KR. AM | -下 近似 和 T- 上 近似 由 式 (15.1.22)、 式 (15. 1.23) 定 义 . 则 对 于 
Fuzzy Æ A C F(Z): 

(DORUS, WSR, WNS, CA) RNS, CA)=R (AUS, A); 

(2) RUS (A)=R' (A) US (A), RNS (A) =R (A) N S (A). 

证 明 RUS, (A)=((RUS) >; AÐ =R» A US. AD) 

=(Re, AD N (Se. A) =R, (A) N S, (A); 

其 他 式 子 类 似 可 证 . 口 

定理 15.1.17 设 X,Y 和 2Z 是 三 个 有 限 非 空 论 域 ,R 是 X BY 的 Fuzzy 
KR, SHY BZ 的 Fuzzy 关系. AW | -下 近似 和 T- 上 近似 由 式 (15. 1. 22), 
式 (15.1.23) 定 义 . 则 对 于 Fuzzy Æ A € F(Z), 有 下 列 性 质 . 
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CDR, (S| (A)) =Re, S| (A), R (S (A))=R., S'(A); 
(2) 设 TA RE | 是 可 分 配 的 , 则 当 MyR =0 时, R(S(A)) = 
Re si， SCA). 当 hyR=1 时 , R(S(A)) =R° ?| SCA). 
证 明 CDR, (S, (A)) =R eS] (ADES CR ei (Se, AND) 
一 ((R。 S) 。 AS)’ =R °- S, (A) 
R'(S' (A)) =R °, (S°, A) 一 (RS) o, A=Re, S$'(A). 
(2) 如 果 hlyR =0, 则 
R, (S'(A))=(R °; (S .er A) =R? | (Se, A) 
=(R°2, S)e, A [hlyR =0] 
=R°?, S'(A) 
如 果 hyR =1, MI 
R (S, (A))=R (S°; A) =R (S° ?| A) 
=(R», S)? A [htyR =1] 
=R? S, (A). C 
Hit 15.1.7 设 X 和 Y 是 两 个 有 限 非 空 论 域 , 尺 是 X BLY 的 Fuzzy KA. 
则 对 于 Fuzzy RAC FY), 有 下 列 性 质 : 
(ODR, (R, (A)) =R Ry (A), RCRA) =R" RCA); 
(2) 设 t 模 T A -ARR | 是 可 分 配 的 . AalyR=0, WRI, RAD = 
R< è, R'(A). # htxR =1, M RIR] (AÐ =R“ 2, R, (A). 
推论 15.1.8 设 X 和 Y 是 两 个 有 限 非 空 论 域 ,R 是 X 到 Y 的 Fuzzy 关系 . 
则 对 于 Fuzzy 集 A € F (Y), 有 下 列 性 质 : 


(1) R (RCGA)) =R? o RCA) CA YU htxR), R? R™(R(A)) =R" > RCA) 
DA f) AtyR; | 


(2) R (R(A)) D (A N xR) ULxR’, R? (R(A)) S CA U (ht xR) N 
li xR. 
证 明 等 式 由 定理 15.1. 14 直接 得 到 . 下 面 只 证 明 不 等 式 . 
OD) Vy EY, RIRA) Cy) =A {RA)) V (1— RY (Cy,7x)))} 
~ xEX . 
=A | A (AC) V (1— RY V (1 一 Rzyy))| 


EX ‘tEY 


<A {ACy) V 1 —R(z,y))} 
tE X 
一 AGy) V a— V (Ra,y)}) 
rE X 
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YyEY， RIRA) 一 V (RA) A RTCy, x)) 
rex 


一 V V {ACt) A R(z,t)} A RCzr,y) | 
xzEXx 


IEY 
IEX 
(2) Vy EY, RIRA) SA {RC(A)Cz) V (1 — Rl(y,7))) 
xex 
=A | V AMW) A RC, D} V (1 — R(xz,y))) 
Y 


IEX 全 


> A (AW) A R(z,y)) V R (xr,y)) 
工区 其 


=((A NUxR) U lxR') Cy). 
Vy €Y,RU(R(A))(y) = V {RCA)Cz) A Ry, 2)} 
zE X 


=V [| A {AWD V A= R(2,1))} A RGz,y)) 


xEX EY 


工区 其 


一 (ACy) V (1—Y, LRCr A (V {R(z,»))) 


=((A U Cht xR) ) N AtxR) Cy). C 
推论 15.1.9 i Xi, Xo, °°, X, FLX, 4, ARIES ICOM. FFA RBM X; 
AX, .,Ci=1,2,°:,n) BW Fuzzy KR. WHEE Fuzzy BAC F(X,.,), AF 
列 性 质 : 
(1) Ry, (Rey (…(R (AD) =R; os Rz oy tte Ray (A); 
(2) RCR Ce R, (A))) =R; or Ry eyo oo R, (A). 
定理 15.1.18 ie X AY 是 两 个 有 限 非 空 论 域 ,R 是 X 到 Y 的 Fuzzy 关 
系 ， 则 对 于 Fuzzy 集 A,B E FY), 有 下 列 性 质 : 
(DR; AUB DR, (AUR, B), R, AN B=R, ANR, B); 
(2) R' (A U B) =R' (A) U R' (B), R'(A N B) GR (A) N R'(B). 
FEE 15.1.10 设 X,Y 和 2 是 三 个 有 限 非 空 论 域 ,R 是 XX 到 YY 的 Fuzzy 
KA, SIA SHY BZ W Fuzzy KAR. WRF Fuzzy RAC F(Z), 有 下 列 性 
JE: 
(1) Re: (S; U S), (A) =R °; S, (A) N Re- S, (A), 
R°,(S, N S), (A) DRe, S, (A)U Re; S, (A); 
(2) Re; (SU SDA) =R >; S1 (A) U Re; S; (A), 


580 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 模糊 理论 基础 
R°,(S; (\ Ss) (A)CR., 8, (A) N Re, S, A). 
证 明 (1) R -CS U S), (A) =R, (S, US (AD) 
=R; (Si, ANAS, CAD) 
=R; (S, (AD) NR, (Sz) A) 
=Rer S$, (AVM Res S; A) 
R (Si N S), (A =R; (8, N Sz, (AD) 
=R; (S11 (A) U S2, (AD) 
ƏR, (S1 A) UR, (S2, (AD) 
=R»; Sı, (A) UR °; Sz] (A) 
(2) 类 似 (1) 可 证 . C 
ÆJ 15.1.19 设 (R (A),R' (AD) 是 由 式 (15.1.22)、 式 (15. 1. 23) 定 义 
的 任意 ( 上 ,下 )- 广 义 Fuzzy MBER, 则 有 下 列 性 质 , VA,BE FY). 
(DR, (A) =(R A), R'(A)=(R, (A‘))'; 
(2) AS B>R, (A) SR, (B), R (A) G R' (B); 
(3) R Ap =R( zy), Y y) E XXY, R, Oyy) =1- RC, 
y), Y(z;y) E XXY; 
(4) R Æ Serial OR, (Ø) =Ø R (Y=YOR, (A CR' (A). 
证 明 (1) (RADD =R e AD =R, (A); 
(D AT BSR, CA) 一 (R AS)’ CR e BO =R, (B); 
(3) Y Cz, y) E XXY, R Qiy) (x) =sup{ l} OTR, D |t E Y}=R(z, 
y); 
(4) WR R Æ Serial, 则 对 所 有 zE X, 存在 一 个 ye E Y, E4 RC, yo) = 
1. RAR, (好 )(Cz) =inf{S(y) | ARa, yDlyEe Y} MOL A—R(z, 
y))=0, WR, (0D) =Ø. MER, (ZI) = 多, 则 由 (1) 的 对 偶 性 得 到 
R'(Y)=Y 
如 果 R Y) =Y, 则 对 所 有 zE X, R OYN) =inf{Y(y) TA — R, 
yoly EY})=inf(1 一 R(z,y)|y € Y) =1. 于 是 由 Y 的 有 限 性 得 到 存在 y。E€ 
Y, 使 得 R(xz,yo) =1. 因此 
R (A)(z)=in{{(A(y) 上 (1 一 RCzyy))1y EY) 
< Aly) | (一 RGzyyo)) 一 AGyo) T R(X, yo) 
< sup{ACy) TRCzy)lyEY) Z R (A) C) 
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即 R (A) TRA). 

MRR, A) GCR CA 对 任意 A € FCY), 那么 对 所 有 EX, 
R, (Ox) =inf{ Sly) | (1— Rr,y)|y EY}=inf(l— Rlz,y)} < R' 
(J) =sup( Sly) TR, y) |y E Y)=0. 于 是 由 Y 的 有 限 性 存在 yo CY, 使 得 
R(x,yo) 二 1, 即 R Æ Serial. [ 

定理 15.1.20 设 (R (A),R'(A)) 是 由 式 (15.1.22)、 式 (15.1.23) 定 义 
的 任意 广义 Fuzzy 粗糙 集 , 则 有 下 列 性 质 : 

G)RBAR OR, ASTA, VAE F(X), 

SASTRA), VAE F(X); 

(2) RARER, Ux yy IG SR, Ax Os Vr we XXX, 

SR ADOD ER Aya), Vay) © XXX; (14 参见 定 义 1.1.2) 

(3) R Æ max- T ER OR, AWSR, R (A)), VAE F(X), 

SR (R (AD) CR (A), VAE F(X); (max-T 传递 参见 定义 3.6.1) 

(4) R ARAM max- 本 传递 过 RI (A) =R]; (R, (A)), R'(R' (A)) = 
R (A), YAE F(X). 

证 明 CG) 如 果 尺 是 自 反 的 ,; 则 YA € FX), 

Ri (A)(z)=in{f{AC(y) | (1 — R(x,y)) lye X) 
<A(a) | (1—R(24,27)) =ACx), Vx € X 

即 R (A) CA. 

WRR, (ACTA, YAE F(X), WAR (A), VAC F(X). MRA 
Z R' (A), VAC F(X), M Vee X,1=1 (2) SR Cy) (2) = Ra, x), 
即 R 是 自 反 的 . 

(2) Y (x,y) E XXX, 

R Anay) =infll ayy, @ L A—R(z,t)) |t E X} 一 1 一 RCzyy) 
R, Owad O 一 inftlxt D L A-—Ry.t)) |t E€ X}=1— Ry, z) 
所 以 R 是 对 称 的 等 价 于 R |， Ond =R, Axa) O: Yay EXXX. 

类 似 还 等 价 于 R' 1) Cy) = Ry) (2), Vay) EXXX. 
(3) 如 果 R 是 max 一 工 传递 的 , 则 
R, (R, (ADSR? (R3, A) 
=(R è R), A=(Re, R? ADR °, A=R, (A) 
mR, (ASTR, (R, A)), YAE F(X), WR CR (A)) ER (A), 
VA € F(X). 


582 一 人 一 模糊 理论 基础 


如 果 R (R (A)) S R (A), VAE F(X), WHARA rsy € X, Re, (Re, 
lip) S (Re, 1p (xe), BP Re, RC £, y) SRC,y). TE R E max- T RB 
的 . 

(4) 这 是 (1) 和 (3) 的 直接 结果 . C] 


15.1.7 区 净值 粗糙 Fuzzy $ 


如 果 考 虑 有 限 非 空 论 域 X 上 的 区 间 值 Fuzzy 集 ， 则 Dubois 和 Prade 意义 
下 的 粗糙 Fuzzy 集 可 以 推广 . 为 了 不 与 粗糙 集 的 上 近似 .下 近似 符号 混淆 ,本 节 
HX EE Fuzzy Æ A H [A,A] 表示 . KEMA Fuzzy 集 的 并 U Z N . 补 … 
与 序 关 系 CA 1.5.2. 
定义 15.1.10 (Gong et al. , 2008) 设 尺 是 有 限 非 空 论 域 X 上 的 等 价 关 
A, WFR Fuzzy 2 ACF (CX), A 的 下 近似 与 上 近似 分 别 定 义 为 两 个 区 
间 值 Fuzzy 集 RCA) 和 RCA), 它们 的 隶属 函数 为 
R(A)(z)=A (AQ) |y € [xjr) 
=[A {A7 Cy ly © Erde}, A (At (y)|y € Code} ] 
(15.1. 24) 
RCA (TY (Aly) |y E [z]R) 


=[V {A (y)]y E [zlk}, V {AT wy € Leder} ] 
(15.1. 25) 

称 区 间 值 Fuzzy 集 侦 对 (KCA) ,R(A)) 为 区 间 值 粗糙 Fuzzy 集 (interval-valued 
rough fuzzy set). 

区 间 值 粗糙 Fuzzy 集 有 下 面 的 性 质 . 

定理 15.1.21 (Gong Sun, etal. , 2008) 设 (X, 民 ) 为 Pawlak 近似 空间 ， 
(RCA), RCA)) 为 式 (15.1.24) . 式 (15.1.25) 所 定义 的 区 间 值 粗糙 fuzzy 集 , 则 
VA,BE F(X): 

(1)RA CACRA; 

(2) RCA‘) =(RA)*, R(A‘) 一 (RA) 

(3) RCA U B) =RA U RB, R(A N B) =RA NRB; 

(4) RCA U B) DRA URB, R(A N B) CRA N RB; 

(5) RCRA) =R(RA) =RA, R(RA) =R(RA) =RA. 

证 明 D BI RCA) (a) =A (AC) lye Llr] =LA {A (y)|y€ Lede}, 
A {At (y)|y € [zjk)], 并 且 A(z) =[A™ (2), At (zx)], 我 们 有 

A{A Cw ly © Lala} SA (zr) 
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A {AT (y|yE€E Lx}<A (2) 
Mitt LA {A (yyELzjpgp) A {AT Oy | y © Cr des} ]<p[A (x). At (x) ] 
(区 间 序 关系 <r 参见 § 2.5.3). 
于 是 , RACA. 同 理 可 证 AC RA. 
(2) RA) = LA {1-A ly E lehr? AUSA Wy © Cele} 
=[1—V {A*t (y)|y € [r]r};1—V (AW Cy ly © [r]r?}] 
=1— [V {A (yw ly € [r]r}; V A% Cy ly € Cade} ] 
= (RA) (z) 
PÆ RA) = (RA)“. 同 理 可 证 R(AS) = (RAYS, 
(3) (RA) U RBD) Co) =[ V {AT Oly © Exley}, V (AT ply e€ 
Lejlo] V LV IB (lye Lrirg}s V {BE ly € Larder} ] 
=[(CV {A (ly Ee Late} V CV iB Gly € [rjr)), 
CV {A* Cy) |» © lr] V OV (BY Cw ly © Carder} 
=[V {A a VB (ly € [zlr}, V (A  V BT (y)|yE€ 
[zjg}j=R(A U B)(z) 
即 RCA U B) = RA U RB. 交换 上 面 证 明 中 的 V 和 人 易 证 明 
R(A N B) =RA NRB. 
(4) (RCA) UR(B)) (2) =LA (A~  (y)|y€E [zlk}), A At IV E€ 
Lejr} ] V LA (B7 Gly € Lae}, A {BY Cy ly € Lrjr}) 
=[(A {A (ly E [lrir DP V CA {BT (y)|y € [lr], 
CA {AT (Cy ly E Lrj) V (A (B Cw ly € Cr]rR))] 
注意 CA {A Cwly elr] VA BE Oy) ly € [zjr}) 
<A (A (WV B (why € [Lx]r) 
(A {A Cy ly € [zlr}) V (A (B? (y)|y € [zjg)) 
<A {AT œ) V BY (Oy) |» € Cr]p} 
因此 CRCA) UR(B)) (2) SLA (A (Oy) V BT Oy) | 9 € Lxle}s A {AT V 
B Cy) ly € [rde}] 
=R(A U B)(2). 
BI RCA U B) DRA URB. 同 理 可 证 RCA N B) CRA fN RB. 
(5) BH C=R(A), NI 
C(x) SRCA) (2) =[ A {Am (Cy) ly E lrir}, A {AT Oly € [r]e}] 
ROCD SALAA Glu € Lyle} ly E Lele}, NLA SAT Glue 


584 一 一 一 一 一 一 一 模糊 理论 基础 


Lyle} ly € [xz lr} 
=LA (A Cw ly € Lala}, A LAT Cw) ly € Lzxjr)})=C(x) 
=RCA) (Cx). 
即 RCRA) SRA. 同 理 可 证 RCRA) =RA, RCRA) =R(RA) =RA. 口 


15.1.8 区 间 值 Fuzzy 粗粮 集 


如 果 考 虑 有 限 非 空 论 域 X 上 的 区 间 值 Fuzzy 集 和 区 间 值 Fozzy 关系 ， 则 
Dubois 和 Prade 意义 下 的 Fuzzy 粗糙 集 可 以 推广 . 

定义 15.1.11 (Sun Gong, et al. , 20083) 设 尺 是 有 限 论 域 X 上 的 区 间 值 
Fuzzy FARR, M K=CX, RORMA—TPEBA Fuzzy 近似 空间 (interval- 
valued fuzzy approximation space). WR A Æ X EKE Fuzzy Æ, 定义 XX 
上 的 两 个 区 间 值 Fuzzy Æ RCA) MRA) HA Yre X 

RCA) (a) = A {(ACy) V A— Rz, y))} 


=| A {A (y) V AR? (x,y))}; 
yE X 


A {At (WV O-R (z, y))) | (15. 1. 26) 
yEX 


R(A)(@D=V {ACy) A R(z,y)} 
yEX 


=| V {A7 ©) AR GD V {AT O) A RY (æy) 


yEXx yEX 
(15.1. 27) 

则 RCA) 和 RCA) 分 别称 为 区 间 值 Fuzzy $ A 的 下 近似 和 上 近似 (lower and 
upper approximation), (R(A),R(A)) RA X (al (A Fuzzy #4 $i Æ Cinterval- 
valued fuzzy rough set). 

区 间 值 Fuzzy 粗糙 集 有 下 面 的 性 质 . 

定理 15.1.22 在 区 间 值 Fuzzy 近似 空间 (X,R) P, (RCA) RAD 为 式 
(15. 1. 26) 、 式 (15. 1. 27) 所 定义 的 区 间 值 Fuzzy 粗糙 集 , 对 任意 A,B € FX), 
有 下 列 性 质 : 

(1) R(A) SASRA); 

(2) RCA) = (R(A))', R(A®) = (R(A))’; 

(3) RCA U B) =R(A) U R(B), R(A N B) S RCA) N RB); 

(4) RCA U B) DR(A) UR(B), R(A N B) =R(A) NR(B). 


证 明 (1) 因 RCA)Cz)=| A (AT Gy) V OSR y), A LAT GD 
yEX 


yEX 
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V (1 一 民 Cz1y))) , 并且 A(z) =[A (1), A+ (zx)j, 我 们 有 
A (A Cy) V G — Rt (zy))} <A CH) V (1 — R? (z,xz)) =A’ (r) 
A、 (At OD V ASR (ry)} LAY Ce) V AR (zr,7r))=A (2) 


从 而 


LA. yEX 


<R[A" (2), At (x)] 
于 是 , RACA. 同 理 可 证 AC RA. 
(2) RAO) 一 | A {Ar O)) V (Rt (zr,y))}, 
yEX 
A (O-A VU-R- (z,y))) | 


yEX 
=|1 — V {At AR’ (Cary},1-V {A DAR (2.9) | 
yEXx yEX 
=1 一 | V {A Cy) AR (zr,y))}, V ATO A RT (x,y) | 
yE yEX 


=(RA)‘ (x) 
于 是 R(AS) =(RA)*. 同 理 可 证 RCA) 一 (RA) 
(3) (ROAD U R(B))(x) =| V {AT (Cy) A R Cary} V {AT (y) A 
yEXx yEXx 


RH Gay IV | V (BG) AR Gy}, V {BY O) AR (y) | 
yEX yEX 


=| ( v (a Cy) A RT (aay)}) V (v (BT (y) A RT (zyy)))， 


( V {At (Cy) A RT (x,y)}) V ( V {Bt Cy) A RT (x,y)}) | 
yEX 


yx 
=| v CAT Cy) V BT ODAR (ayy), V (CAT Cy) V B+ (y)) A 
yEX 
Rt Cr) 一 RCA U B) Cx). 
BN R(A U B)=RA U RB. 交换 上 面 证 明 中 的 V 和 A 易 证 明 
R(A N B) =RA NRB. 


(4) (RCA) UR(B))@) = | A {A WY (1—R* Gay}, A (APG) VC 一 
y yExX 


R- zy) 
(B= O V ASR? GD) A (BY WV A-R (2.90) | 
yt 


yEX 
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一  ( A {A WV G—R?* Gy))}) V (A {BT WV OSR? (ry))), 


yEX ye X 


(A {AT O V OTR Gay) V (A (BY OV aR a) 
EX yEX 


y 


注意 (A (A O V G-R* æD) V (A BTO) V G-R* (zr))) 
ye 


?生生 
< A A (y VB ODVAR? (rx,y)))}, 


yE 


(A {Ab O) V G—R™ yd)) V (A BTO V ART (zy)))) 


yEX yEX 
<A (Ay)YV B* O V G—R™ (zr,y))) 


yEX 


因此 (RCA) URCB))(z) <ir| A {Ay OVE OVAR (zr,y))}, 
X 


yE 


A {Ay (yyVB Cy) VY (Il—R Cesy))) | 


yEeXx 


=R(A U B)(2). 
BI RCA U B) DRA URB. 同 理 可 证 R(A N B) CRA fN RB. 口 
上 面 所 讨论 的 粗糙 集 之 间 的 关系 如 表 15. 1. 1 所 示 . 


表 1S.1.1 各 类 粗糙 集 的 关系 
ET VERA 
广义 粗糙 Fuzzy Æ 一 般 关 系 RR Y 的 Fuzzy 子 集 A 
广义 Fuzzy 粗糙 集 Fuzzy XK R Y 的 Fuzzy F$ A 


区 间 值 粗 糙 Fuzzy 集 ENER R X 的 区 间 值 Fuzzy FÆ A 
区 间 值 Fuzzy 粗糙 集 。 | XX X | 区 间 值 Fuzzy 等 价 关系 RIX 的 区 间 值 Fuzzy T A 


$15.2 可 信 性 理论 和 不 确定 理论 


为 了 度量 Fuzzy 事件 ,Zadeh(1978) 提 出 了 可 能 性 测度 (参见 定义 13.1.2). 
可 能 性 测度 被 广泛 应 用 , 但 刘 宝 秦 认为 可 能 性 测度 不 满足 自 对 偶 性 ,从 而 提出 
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了 可 信和 性 测度 和 不 确定 性 测度 的 概念 . 可 信 性 理论 由 刘 宝 三 于 2004 年 建立 并 
在 2007 年 重新 定义 , THERE h NERE T 2007 年 建立 ,这 一 理论 是 研究 模 
糊 现象 的 一 个 数学 分 支 . 


15.2.1 WAS 


议 9 是 非 空 集 ,9?(@) E OKRE (MONRKe -代数 ). FO 中 每 一 元 
素 称 为 一 个 事件 (是 可 测 集 ,参见 定义 12. 1. 1). 

定义 15.2.1 (Liu and Liu, 2002) BRET Cr: 98(9) 一 [0,1] 称 为 8 上 的 可 
信 性 测度 (credibility measure), WẸ Cr 满足 下 面 四 条 公理 ， 

公理 CR1. (正规 性 ) Cr (8) =1. 

公理 CR2. (单调 性 ) Cr(A) 牵 CCB), 当 ACB. 

公理 CR3.〈 自 对 偶 性 ) Cr (A) 十 CrCA') =1, 对 任意 事件 A. 


公理 CR4.( 极 大 性 ) Cr ( U A;) =supCr(A,), 对 任意 满足 supCr(A;) < 


0.5 的 事件 族 {A;}. 
在 公理 CR3 下 公理 CR4 等 价 于 : 


公理 CR5.( 极 小 性 ) Cr ( N 4A;) =infCr(A;), 对 任意 满足 inf Cr (A;) > 


0.5 的 事件 族 {A;}. 

例 15.2.1 设 昌 =(01,0,)}, 则 F068) = (BS, {01), {0,),B). 我 们 定义 
Cr(O) =0, Cr(01) 一 a € [0,1], C0) =1—a, Cr (8) = 1, 容易 验证 Cr 是 一 
个 可 信和 性 测度 . L) 

Bj 15.2.2 设 日 是 非 空 集 , 定 义 OCD) =0, C0) 一 1, 对 任意 A EC 
PCO\{ S50}, CCA) =0.5, M Cr 是 一 个 可 信 性 测度 . 特别 地 , 当 8 = {0,， 
Oy +++} 时 , 设 A; = (0, 5025°°50,), A; T Aig, J A; =0, limCr (A;) =0.5, 


iG N boo 


Cr(U Ai) =C =1. 这 说 明 Cr 是 9 上 的 可 信 性 测度 ,但 不 是 PC) 上 的 
IEN 


Fuzzy 测度 . L] 
例 15.2.3 W u ÆR EIEN R HHW E supu(x) = 1, 则 集 值 函数 
1 _ 
C(A) => (sup p(x) +1 sup u) 
是 R 上 的 一 个 可 信和 性 测度 . [ 
例 15.2.4 ?9(9) 上 的 Dirac 测 度 ( 见 定义 12.2.2) 是 B@ 上 的 可 信 性 测度 . 
[ 
定理 15.2.1 设 Cr 是 B@ 上 的 一 个 可 信 性 测度 MOCO) —0, 并 且 对 任意 
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AE ?(@®,0<Cr(A) <1. 

证 明 由 公理 CR1 和 公理 CR3 我 们 得 到 Cr (好 ) =1 -CG@) 一 1 一 1 一 0. 
对 任意 AE 9(9), AA STATA, HAR CR? o< < O 

定理 15.2.2 设 Cr 是 9 上 的 一 个 可 信 性 测度 , 则 对 任意 A,BE 2O00, R 
们 有 : 

(1) GCA U B) =CGCA) V CCB), & GCA U BD 0.5; 

(2) CCA N BY =Cr(A) A CCB), CCAP B) 0.5. 

上 述 等 式 对 无 穷 多 个 事件 也 成 立 . 

WRA ODMR COCA UB) 二 0.5, MHAR CR? MCCA) V OCB) 一 
0.5. 这 时 由 公理 CR4 立即 得 到 (1)、 如 果 Cr (A U B) =0.5 并且 (1) 不 成 立 , 则 
Cr(A) V Cr(B) < 0.5. 这 时 由 公理 CR4 有 

Cr(A U B) =Cr(A) V Cr(B) <0.5 
这 一 和 矛盾 导致 (1) 成 立 ， 

(2) Cr(A N B) > 0.5, 由 自 对 偶 性 知 CCAS U BS) <0.5. 于 是 

Cr(A N B) =1—Cr(A‘ N BS) =1— C(A) V Cr (BB) =Cr(A) A CCB). 
C 

定理 15.2.3 设 Cr 是 @ 上 的 一 个 可 信和 性 测度 , 则 对 任意 A,BE ?92(9) ,我 
们 有 : 

(1) C(A U BD) =Cr(A) V CB), % GAD + CCB) <1; 

(2) Cr(A (1) B) =Cr(A) A Cr(B), H GOA) + CCB) > 1, 

证 明 (1) 假设 CCAD + C(B) <1. 则 至 少 在 在 一 项 小 王 0.5， 比 如 
Cr(B) < 0.5. 如 果 Cr(A) 二 0.5 也 成立 ,那么 由 公理 CR4 知 (1) 成 立 . 如 果 
Cr(A) > 0.5, 由 定理 15. 2. 2 得 到 

Cr(A) =Cr(A U (BNM BD) =CrUCAU BN CA U B)) 
=Cr(A U B) A C(A U BY) 
男 一 方面 , RNA 
Cr(A) < 1—C(B)=Cr(B) < C(A U B5) 
由 此 一 定 有 Cr(A U B)=Cr(A) =Cr(A) V Cr(B). 
(2) (RIX Cr(A) +Cr(B) > 1. WGOCAD+GC(B) <1. 进一步 由 (1) 可 以 
推出 
Cr(ANMB)=1—C(A U BS) =1— CA) V CCB‘) 
=0— CA A Q—Cr(B')) =G CA) A C (B). 
定理 证 明 . [ 
定理 15.2.4 (Liu, 2004, 可 信和 性 次 可 加 性 ) 可 信 性 测度 Cr 是 次 可 加 的 ， 
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即 对 任意 A,B € 3 (6) 


Cr(A U B) <Cr(A) +CrC(B). (15.2.1) 
还 是 无 穷 可 列 次 可 加 的 . 
证 明 分 下 面 三 种 情形 讨论 . 
情形 1: Cr(A) <0.5, Cr(B) 一 0.5 


由 公理 CR4 得 到 
Cr(A U B =Cr(A) V OCB) < Cr(A) +Cr(B). 
情形 2: Cr(A) 20.5 
对 于 此 情形 ,由 公理 CR3 ,我 们 有 CCAS) S015. 于 是 
Cr(AQ)=Cr (AS N (B U B))=C((A’ N B) U (AS N BD)) 
=Cr(A Q B) V Cr(A‘S N B) (定理 15. 2. 2) 
KCA NBO NB) 
<Cr(B) 二 Cr(4Ac N B’) 
利用 这 一 不 等 式 , 我 们 获得 
Cr(A) + Cr(B)=1—Cr(At) + Cr(B) 
> 1—Cr(B)—CrCAS N B) +Cr(B) 
=1— Cr(A‘ N BS) =Cr(A U B). 
情形 3: Cr(B) > 0.5 
类 似 情形 2 可 证 . C 
H 15.2.5 i <B; hen CPO, 并且 limG-{B; ) = 0, M YAE PO 
limCr(A U B;) =limCr (A\B,) = Cr (A) (15. 2. 2) 


证 明 由 单调 性 公理 CR2 和 次 可 加 定理 得 到 
Cr(A) <Cr(A U B) SCA) +Cr(B;), i €N 
于 是 由 limCr{B;} =0 得 到 limCr{A U B;} =C (A). 


因为 A\B; S A C CA\B;) U B;, 我 们 有 
CA\B,) 和 CA) 和 过 CrCANB) 十 Cr(B) , i EN 


因此 由 limCr{B;) =0 得 到 limCr (A\B;} = Cr (A). 口 
定理 15.2.6 8B 上 的 可 信 性 测度 是 可 加 的 当 且 仅 当 8 中 存在 最 多 两 个 元 
A MAE EA. 


证 明 设 @ 上 的 可 信 性 测度 Cr 是 可 加 的 . 如 果 9 中 有 超过 两 个 取 非 零 值 
的 元 素 ,那么 我 们 可 以 选 三 个 不 同 的 元 素 0 ,0，0; 使 得 CUAD 守 Cr({0,)) 
= Cr({03}) 0. W Cr ({01)) 之 0.5, 由 公理 CR2 和 公理 CR3 得 到 
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Cr (182 503}) < COG, =1-— Cr CO, 1) 委 0.5 
于 是 由 Cr 的 可 加 性 知 Cr ({0.}) < 0.5,Cr((0;)) < 0.5. 
再 由 公理 CR4 ,我 们 获得 
Cr (409 503)) =CrC{0.}) V Cr (03}) < Cr {0.}) + Cr ({0,}) 
这 与 可 加 性 假设 矛盾 . 如果 OO, }) << 0.5, RACULA) 0.5 


由 公理 CR4 而 得 
Cr (482 583} =Cr((0,}) V Cr((03}) < Cr Cd, }) + Or C03 }) 

这 也 与 可 加 性 假设 矛盾 . 因此 8 中 存在 最 多 两 个 元 素 取 非 零 值 . 

反 过 来 , 设 9 中 存在 最 多 两 个 元 泰 取 非 寒 值 ,比如 091, 9. 设 A,B 是 不 相交 
事件 ,分 两 种 情况 讨论 . 

(1) Cr(A) =0 3 Cr (B) =0. 

由 次 可 加 性 可 以 推出 Cr(A U 8B) 二 Cr(A) 二 Cr(B). 

(2) C(A) > OF#A CCB) > 0. 

ARTE RBI, E A,0, E€ B. 注意 Cr((A U Bo) =0. 由 公理 
CR2 和 次 可 加 性 得 到 

CrAUB=CAUBUCALU B)=C@ =1 

Cr(A) + Cr(B) =Cr<4A U (A U BY) + Cr(B) =Cr(A U BS) +Cr(B) = 1. 
Ai CrcA U BY) =Cr(A)+Cr(B). 可 加 性 得 证 . 国 

定理 15.2.7 设 Cr 是 日 上 的 一 个 可 信 性 测度 , 则 


sup Cr({@}) 20.5 
gee 


Cr<({0* }) + supCr (igs) =1, Cr Ce" 5) Sod 
EAN 
我 们 称 式 (15. 2. 3) 为 可 信 性 扩张 条 件 . 
WERA 如果 sup Cr((@}) < 0.5, 则 由 公理 CR4 得 
GEO 


C15. 2. 3) 


1=Cr((@}) =supCr({o}) < 0.5 
ge e 
这 一 矛盾 导致 sup Cr((0)) S0.5. 假设 9”E€ OFA CrUO J) S05. 由 公理 
IEO 


CR3 而 知 CO) <0.5, 进而 由 定理 15. 2. 2 可 得 


Cr C{@\0" }) = sup Cr((9}) 
O40 


因此 由 可 信 性 测度 的 自 对 偶 性 知 式 (15. 2.3) 的 第 二 式 是 正确 的 . E 
定理 15.2.8 (Li，Liu，2006, 可 信和 性 扩张 定理 ) 设 8 是非 空 集 , Cr (0) 是 
O 上 满足 可 信和 性 扩张 条 件 (15. 2, DHENA, M Cr (09) 有 如 下 唯一 可 信和 性 测 
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度 扩 张 


CR4 


进而 


于 是 


sup Cr ({0}), sup Cr({0}) < 0.5 
JEA gc A 


A) = 
Cr (A) 1— supCr({@}), supCr({@}) 0.5 
GEA 


GEA 


证 明 ”我 们 先 证 明 式 (15.2.4) 定 义 的 Cr EO 上 的 可 信 性 测度 . 


1. 由 可 信和 性 扩张 条 件 sup Cr ({0}) 之 0.5, 我 们 有 
Cr (加 ) =] — supCr({@}) =1—0=—1. 
pE D 
2. WR ACB, MB CA’. 
(1) supCr({0)) < 0.5. 对 于 这 种 情形 , 我 们 有 


GEA 


Cr(A) = sup Cr {9)) < sup Cr({0}) < Cr(B). 
Ge 8EB 


(2) supCr 0) > 0.5. 对 于 这 种 情形 ， 我 们 有 sup Cr (4 0}) > 


GEA 


Cr(A) =1— supCr( {0V <1—- supCr(0)) = Cr (B). 


GEA ge B 


3. 为 了 证 明 Cr(A) + Cr(A) =1, 下 面 分 两 种 情况 讨论 . 
(1) sup Cr({0)) < 0.5. 在 此 条 件 下 我 们 有 supCr({0)) > 


TEN 
), 并 且 
Cr (A) + Cr (AS) = sup Cr 0) 1 — super 6}) =l. 
Je 


GEA 
(2) sup Cr (10}) 之 0.5. 这 时 supCr({0)) < 0.5, 并且 
bE AS 
Cr(A) + Cr (AS) =1— supCr({6}) + supCr({6}) =1. 
GEA SA 
4. 对 于 任意 满足 sup Cr (A; ) <0. 5 的 集 族 {A;}. 我 们 有 


sup sup Cr({@}) < supCr(A;) < 0.5 


i dE A. 


Cr( U A;) = sup Cr (01) = sup supCr (10) = sup Cr (A; ) 


i s UA, GGA 


Cr 是 一 个 可 信 性 测度 . 
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(15. 2. 4) 


0.5, 并 且 


最 后 证 明 唯 一 性 . 设 Cr; 和 Cr, 是 两 个 可 信和 性 测度 并 且 满 足 Crido) 一 
Cr,(0}), YOE O 下 面 分 三 种 情况 证 明 CG, CA) =Cr, (A), YAE PCO). 


(1) Cr, (A) < 0.5. 由 公理 CR4 推出 
Cr, CA) =sup Cr, ((6}) =sup Cr, ((0}) =Cr, C(A). 
GEA GCA 
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(2) Cr, (A) > 0.5. 这 时 Cr, (AS) < 0.5, 于 是 由 (1) 得 CCAS) = 
Cr, (A). 因此 
Cr, (A) = Cr, (A). 
(3) Cr, (A) =0. 5. 这 时 Cr, (AS) =0.5, 并 且 


Cr (A) => supCr,({0}) =supCr, ({0}) =Cr, (A) =0.5 
GEA OEA 
Cr (A) © supCr,((9}) = supCr, ({0}) =Cr, (AS) =0.5 
GEA EAS 
因此 Cr, (A) =0.5=Cr, CA). 唯一 性 证 明 . [| 


定义 15.2.2 RORIZ, PO RONRER, Cr 是 @ 上 的 一 个 可 信 性 
测度 ， 则 三 元 组 ( 9, PCO), Cr) 称 为 可 信和 性 空间 . 


例 15.2.5 如 果 B 一 10; ,0,，…)， CUED = i= 1,25, 由 可 信 性 扩 
张 定理 可 得 可 信 性 测度 
0, A=Ø 
CA)=J!’ 450 
1 
g? 其 他 
三 元 组 (@, 20), Cr) 是 可 信 性 空间 . a 
例 15. 2.6 an R A= {0 0 sett} Cr (C10,}) = Tbe. 由 可 信人 性 
扩张 定理 可 得 可 信 性 测度 
pea 2itl’ AAR 
CrCA) = 
1 sup 一 : » ATR 
JEA 21+] 
zZH (0,20), Cn 是 可 信 性 空间 . O 


例 15.2.7 WR O=O 0) CHU = Sy OO} = i=2,3,0, 


由 可 信 性 扩张 定理 可 得 可 信 性 测度 


sup L, 01,0, EA 
8EA i 
l — — 
Cr (A) =4 7° 0, EA CARO, CA CA 


1 一 sup i 0,50, EA 
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三 元 组 ( 6, 9 (8), Cr) 是 可 信和 性 空间 . C 

例 15.2.8 WẸ E=[0,1];, Cr({9)) 一 上 ,9 € © 由 可 信 性 扩张 定理 可 得 
可 信 性 测度 


+ supe, sup@ < 1 
2 4A JEA 
Cr(A) = 
l= supĝ, sup@=1 
Ge A GEA 
三 元 组 (8, 98(9)，Cr) 是 可 信 性 空间 . C] 
15.2.2 RRAK 


定义 15.2.3 一 个 Fuzzy 变量 是 一 个 从 可 信 性 空间 到 实数 集 的 函数 (当然 
是 可 测 的 ). 
定义 15.2.4 设 上 是 定义 在 可 信 性 空间 (@8, 9(9@9) ，Cr) 上 的 Fuzzy 变量 ， 
则 从 可 信和 性 测度 导出 的 隶属 函数 定义 为 
w(x) =(2Cr(E=7}) A1,V2c ER. (15.2.5) 
Hj 15.2.9 很 显然 一 个 Fuzzy 变量 有 唯一 的 隶属 图 数 . Ril.—TbRBR 
数 可 能 产生 多 个 Fuzzy 变量 . PIM. RR O = {0,02}, CUAD = 二 Cr({0,)) S 
0.5, MCO, 200) ，Cr) 是 一 个 可 信 性 空间 . 我 们 定义 
0, 0 一 0 l, 0 二 0 
60 = 9=0, EP -4 0 一 0， 
很 清楚 & AS, 都 是 Fuzzy 变量 并 且 具 有 相同 隶属 函数 
7 l, 2=0 Kz=1 
cp 其 他 L 
定理 15.2.9 (可 信和 性 逆 定 理 ) 设 8 是 一 个 隶属 函数 为 的 Fuzzy 变量 , 则 
VBCR, RNA 


Cree B) =+(supp(z) 十 1 一 sup p(x) ) (15.2.6) 
2 eh eb 


证 明 WR CEE BS) 过 0.5, 那么 由 公理 CR2, 我 们 有 Cr({€= 二 xz)) < 
0.5, Vz E€ B. 由 定理 15. 2. 2 得 到 


Cr( {£E €E B})= (supCr({£=x})) A 0.5 
rE€B 


=L (sup(2Cr({¢=7))) A 1) =+ supp (x). (15.2.7) 
2 TEB 2 ZEB 


可 信 性 测度 的 自 对 偶 性 可 以 推出 CUE E B) > 0.5, 并且 supCr {e=z}) > 


rE B 
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0.5( 由 公理 CR4), Ep 


sup p(x) = sup(2Cr({E=2z})) A 1=1 (15. 2. 8) 
EB’ 1EB 


FRC 15. 2. 7) ASKS. 2,8) 可 以 推出 式 (15.2. 6). 
mE Cr({E € BY) S05, PACCKEE BYD <0.5. 由 此 得 到 


Cr({£ E Byo=1—CrClé € B}) -1—=( sup u(x) +1 —supy(x)) 
EB 


= (supp(2) 十 1 一 sup p(x) ) 
rE 下 
定理 得 证 . E 
例 15.2.10 Kh éH—P SIR RA u 的 Fuzzy 变量 ,由 定理 15. 2.9 可 以 
推出 下 列 式 子 


Cr({ẹ=x)) => (u) +1—supu(y)), Vz €R 
?天 工 


CUES 1) = 5 (sup) +1 — supp?) VzxzeER 
yx 


Cr {£> x}) == (supy (y) 十 1 一 supmCy) » YTTER 
YST yar 
特别 地 , 当 关 是 一 个 连续 图 数 时 
CrUe=21}) =E, vreR 
Æ 15.2.10 (RR BRT BA) ARKA aR — [0,1] 是 一 个 
隶属 因数 当 且 仅 当 supe (x) = 1. 
证 明 设 4:R 一 [0,1|] 是 一 个 隶属 晃 数 ,那么 存在 一 个 Fuzzy 变量 6, 其 隶 


JR PA BUEG A u, FA 
sup u(x) = sup Cr GE E=2z})) Al. 


rER 


如 果 存 在 一 点 x E REG OCE=2z}) 20.5, 那么 supp(z) = 1. 否则 ,我 们 有 
Cr({E 二 x)}) 二 0.5,，YxzER,., 如 果 supCGr({£= 二 Tz)) 0.5, 则 由 公理 CR4 得 到 
7ER 
sup(Cr {¢=2))) =Cr( U (€=2)) =C 0) =1 
TER ER 
这 是 不 可 能 的 . 所 以 supGr ({é =z)) =0.5, 于 是 
sup y(x) =sup(2Cr({£=3x})) A 1=2 sup(Cr((€=7x)))=1. 
xER ER ZER 
反 过 来 , 设 suppr(Cz) 一 1. Vz E R, 我 们 定义 


Cr({x}) => (p62) 十 1 — supp(y)) 
YET 
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很 显然 


supCr ({x}) > iq +1—1)=0.5 
ZER 2 


对 所 有 满足 CUr) 0.5 M2" CR, RMA Ka) =1, 并 且 
Cr({z*}) + sup Cr({y}) 
yea 


=> (uz ) 十 sup py)) 十 suP zleo +1— supu(z)) 
yea! yea’ = 天 


Į 1 
一 1 一方 sup KOES 


yE yx 
于 是 CUr) WEA EI KAY HARD Kew Cr({x)) 可 以 唯 
一 扩张 到 乡 ( R) 上 的 可 信和 性 测度 . 我 们 定义 一 个 恒 等 Fuzzy 变量 6:(R,9 (R), 
Cr) 一 R. 于 是 Fuzzy 变量 & 的 隶属 函数 是 
2Cr({€= xz}) = (p(x) 十 1 一 suPACy) A l=pla), Vx ER 
定理 得 证 . 国 
关于 可 信和 性 分 布 . 期 望 , 方 差 等 这 里 一 一 省 略 . 可 以 参阅 刘 宝 碎 的 专著 


(Liu,2007). 关于 可 信和 性 测度 上 的 Fuzzy 积分 可 以 参阅 文献 (Hu, Ip, Wong, 
2009. ). 


sup u(y) =1 


15.2.3 不 确定 性 测度 


刘 宝 古 将 研究 的 对 象 由 最 大 c -代数 PCO) 推广 到 了 一 般 c -代数 ,引入 了 满 
足 正规 性 .单调 性 . 自 对 偶 性 和 可 列 次 可 加 性 公理 的 不 确定 性 测度 ,建立 了 不 确 
定理 论 (Liu,2007). 

设 日 是 非 空 集 ,x 是 8 的 o -代数 . x 中 每 一 元 素 称 为 一 个 事件 . 

定义 15.2.5 (Liu, 2007) BR Un: x 一 [0,1] 称 为 9 上 的 不 确定 性 测度 
(uncertain measure), WR Un 满足 下 面 四 条 公理 ; 

公理 UNI. CERE) Un(@) = 1. 

公理 UN2. (单调 性 ) Un(A) <Un(B), 4 ACB. 

公理 UN3.( 自 对 偶 性 ) Un (A) + Un (AS) =1, 对 任意 事件 A. 

公理 UN4.《〈 次 可 列 可 加 性 ) 对 任意 的 可 列 事件 族 {A;} ,有 


Un(U A < 2 Un (A) (15.2.9) 


例 15.2.11 i O©=(0,,0.,0,). 对 于 A=—FO, 我们 定义 
Un (6, }) =0.6, Un ({O.}) =0.3, Un (63 }) 一 0. 2 
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Un({0 ,02))=0.8, Un({0,03)) =0.7, Un({0,,0})=0.4 
Un(@)=0, Un(@) =1. 
容易 验证 Un 满足 四 条 公理 UN1~UN4, 那 么 Un 是 一 个 不 确定 性 测度 .但 Un 
不 满足 公理 CR 4, 即 Un 不 是 可 信 性 测度 . a 

例 15.2.12 在 例 15.2.2 中 当 @=(g ,0 ,时 Cr 是 可 信 性 测度 ,但 Cr 
不 是 不 确定 性 测度 . 口 

例 15.2.13 AZ PCO) EW Dirac 测度 ( 见 定义 12.2.2) 是 x 上 的 不 确定 
性 测度 . a 

类 似 定 理 15. 2. 1 可 证 . 

定理 15.2.11 设 Un 是 %% 上 的 一 个 不 确定 性 测度 , 则 Un( OS) =0, 并 且 对 
IERA E 8,0 <Un(A) <l. 

E 15.2.12 W Un 是 x 上 的 一 个 不 确定 性 测度 , 则 对 任意 A,BE x 

Un(A,) V Un(A,) <Un(A, U Az) <Un(A,) +Un(A,) 
(15. 2. 10) 
定理 15.2.13 设 Un feo EW—-TARMEEWE WESABE of 
Un(A,) +Un(A,) —1 <Un(A, N Ap) <Un(A,) A Un(A,) 
(15. 2.11) 

证 明 右边 不 等 式 由 单调 性 公理 直接 得 到 . 左边 不 等 式 由 自 对 偶 性 和 可 列 

次 可 加 性 公理 得 到 , 即 
Un(A, N A,)=1— Un(A), N A))=1— Un(As U A5) 
== 1 一 (Un(Ai) + Un(As)) 
=1—(1—Un(A,)) — (1 — Un (A;)) 

不 等 式 得 证 . 

定理 15.2.14 1 AH O= (4, 020°} 的 o- 代 数 , 并 且 (9;} E %,Un E 
的 一 个 不 确定 性 测度 , 则 对 任意 不 相等 的 ;i 和) 


Un ({0;)) HUn <1 < > Un((0,)) (15. 2.12) 


k=] 
证 明 由 单调 性 和 自 对 偶 性 ,对 任意 不 相等 的 和 7 RNA 


又 因 O= {0 10, ETT a 并 上 且 {0.,) € Á, 由 次 可 列 可 加 性 ,我 们 得 到 


1 =Un(@) =Un(U (6.3) < Una). 口 
k=1 


k=l 


Z 15.2.15 设 对 于 x% 中 的 序列 (4;} , limUn(A;) =0, 则 对 于 任意 
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A; E X 
limUn (A U A;) =limUn CA\A,;) =Un (A) (15, 2.13) 


WEAR 由 单调 性 和 次 可 加 性 公理 可 得 
Un (A) < Un(A U A;) < Un(A) 4+ Un(A;) 
因 limUn (A;) =0, 所 以 limUn (A U A;) =Un (A). 又 由 A\A,C AC CA\A;) 


U A; RNA 
Un (A\A,;) < Un (A) < Un(A\A,;) HUn (A; ) 
再 由 limUn (A;) =0, 可 得 limUn (A\A;) =Un (A). a 


Æ 15.2.16 对 于 x 中 的 序列 (A;}), 我 们 有 
(DWR A70, 则 limUn(A;) > 0; 


(DWR ANS, M limUn(A;) <1. 


证 明 (1) 设 A;A6, 因 6==( A;, 由 次 可 列 可 加 性 公理 可 得 
1E N 


1 =Un (0) < $} Un(A;) 


i=] 


1 on 


(2) WR AND, 则 A70. 由 (1) limUn (Ai) > 0. 于 是 由 对 偶 性 公理 我 


们 有 
limUn (A;) =1— limUn (A;). 口 


7—* OO t— o 


定义 15.2.6 KROKR—TIESR WHO LK o -代数 ,Un 是 一 个 不 确定 性 
测度 . 则 三 元 组 A, L, Un ) 称 为 不 确定 性 空间 (uncertainty space). 

关于 不 确定 性 变量 .不 确定 性 分 布 .独立 性 等 这 里 省 略 . 可 以 参阅 刘 宇 码 的 
专著 (Liu，2007). 


本 章 主 要 简介 了 粗糙 集 理 论 .可 信 性 理论 和 不 确定 理论 . 对 于 粗糙 集 有 三 
个 最 基本 的 组 成 要 素 论 域 X KAR 和 近似 对 象 A. 理论 的 推广 主要 是 从 三 方 
面 人 手 :一 是 被 近似 对 象 A 可 以 换 成 非 经 典 集 合 (non-crisp sets), 比如 Fuzzy 
E KEHA Fuzzy 集 、L-Fuzzy 集 ; 二 是 等 价 关 系 R 可 以 换 成 相似 关系 (满足 目 反 
性 和 对 称 性 ) 、 自 反 关系 (满足 自 反 性 ) .任意 的 一 般 关 系 RE€ P(X X X) Fuzzy 
关系 RE FXXX) KEHA Fuzzy 关系 RE F(X XX) .L-Fuzzy 关系 RE 
F (XXX); 三 是 一 个 论 域 X 变 为 两 个 论 域 X .了 , 即 把 XXX 上 的 关系 推广 到 
XXY 上 的 关系 , 详细 研究 可 以 查阅 相关 文献 (Coker, 1998; Dubois and Prade, 


598 
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1990; HW, 黄 正 华 ，2005; Gong, Sun, Chen, 2008; Hu, Xian, 2006; 
Kondo, 2006; Liu, 2008; Liu, Hu, 2006; Liu, Zhu, 2008; Mi 必 Zhang, 
2004; She, Wang, 2009; Sun, Gong, Chen, 2008; Wu, Mi & Zhang, 2003; 
Wu and Zhang, 2004;Yao, 1998a, b; Zhang, Zhang, Wu, 2009). 对 于 可 信人 性 
测度 和 不 确定 性 测度 是 处 理 模 糊 不 确定 性 问题 的 一 种 尝试 ,详细 研究 可 以 参阅 
Xl Se Ge FH (Liu, 2007). 


附录 了 


符号 说 明 


Bit ae I 


属于 


不 属于 

对 任意 给 定 的 

至 少 存在 一 个 
定义 , 记 为 
近似 等 于 
相等 或 同 构 
等 价 关 系 
蕴涵 或 推出 

等 价 或 充分 必要 
实数 集 
非 负 实数 集 
自然 数 集 (1,2,…) 
有 理 数 集 

整数 集 
Lo,1j 上 的 有 理 数 集 
R 上 的 区 间 数 集 
[0,1] 上 的 区 间 数 集 


Fuzzy 数 集 

正 Fuzzy 数 集 

负 Fuzzy 数 集 

LR 型 Fuzzy 数 集 
对 称 Fuzzy 数 集 
Fuzzy 值 集 
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FF OS i BH 


T.A 


Xa CT) 
A(x) 

P(X) 
F(X) 
F (X) 


N CX) 
F(X XY) 


0 VAS. 
LO, 117%” 


sty 


I mx n 


指标 集 

论 域 

经 典 集 A 的 特征 函数 
Fuzzy 集 A 的 隶属 函数 
X WAFER 

X 上 的 全 体 Fuzzy Æ 

X 上 的 全 体 区 间 型 Fuzzy 
集 

X 上 的 集合 套 集 

X 到 Y 的 Fuzzy 关系 集 
n 元 Fuzzy 综合 函数 集 
一 些 命 题 的 集合 

一 些 Fuzzy 命题 的 集合 
TE c- 划 分 集 

Fuzzy c- 划 分 集 

m X n 阶 Fuzzy PRE 
m X n 阶 区 间 值 Fuzzy 4 
阵 集 

mX n BRIA Fuzzy 矩阵 
集 

Fuzzy Œ A Ha RE 
Fuzzy 集 A 的 强 a RÆ 
区 间 数 

区 间 Fuzzy 集 

区 间 Fuzzy Æ 

AR BAAR B 包含 A 
A 被 B 真 包含 或 B 真 包 


= 4H > < > < T 


a> 十 > -| 


© © 


含 A 

A 与 B 的 并 集 

A 与 B 的 交集 

A 与 B 的 模 并 集 

A 与 B 的 模 交 和 集 

A 的 补 集 

A 与 B 的 差 集 

A 与 B 的 对 称 差 集 
在 四 则 运算 中 表示 乘积 ， 
在 集合 运算 中 表示 直 积 
或 笛 卡 儿 积 
逻辑 和 或 上 确 界 
逻辑 积 或 下 确 界 
扩张 极 大 运算 或 MAX 
扩张 极 小 运算 或 MIN 
否定 

t- 模 

t- 余 模 


算 子 T 的 扩张 运算 
代数 和 

代数 积 

有 界 和 

AFAR 

Fuzzy 集 的 内 积 或 Fuzzy 
关系 的 最 大 -最 小 复合 
Fuzzy 集 的 外 积 或 Fuzzy 
关系 的 最 小 -最 大 复合 
Fuzzy 关系 的 最 大 -了 复 


yan 
O 


Fuzzy 关系 的 最 小 - | 2 


pan 
H 


ar 


bnr CA) 
posr (A) 
negr (A) 
V B=0 
A O=1 
LJ 
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Fuzzy 关系 的 最 大 -乘积 
复合 

ay 算 子 或 Fuzzy 关系 的 
最 小 - a; 复合 

Fuzzy 判断 名 

5 -代数 

Fuzzy o -代数 

Fuzzy 测度 

可 信和 性 测度 

不 确定 性 测度 
最 大 -最 小 (V 一 人 ) 型 关 
系 方程 的 解 集 

最 大 -乘积 型 (V 一 . ) 关 
系 方 程 的 解 集 

a 的 伪 补 

Fuzzy 算 子 * 的 清晰 域 
Fuzzy $% A BY Fuzzy fF 
Fuzzy Æ A 5 B 的 贴近 
度 

Fuzzy 集 A 的 支 集 

Fuzzy 集 A 的 核 

Fuzzy BA 的 峰值 

Fuzzy Œ A 的 谷 值 

A 关于 R 的 下 近似 

A 关于 R 的 上 近似 
ARR 边界 

A 的 R 正 域 
ARR fi ki 

空 集 的 上 确 界 为 0 

空 集 的 下 确 解 为 1 

证 毕 或 例子 结束 


MRI ARII 


Pir II 


Archimedean t- 模 15 
Cartesian 乘积 35 
DFE 决策 547 

Dirac 测度 476 
Drastic 和 与 Drastic #4 
Einstein 算 子 16 

FPI 443 

Fuzzy c -划分 207 
Fuzzy 变换 256 
Fuzzy 变量 415 
Fuzzy 测度 473 
Fuzzy #H RES 565 
Fuzzy 测度 空间 474 
Fuzzy 点 6 

Fuzzy 等 价 关 系 165 
Fuzzy 等 价 类 166 
Fuzzy 动态 规划 407 
Fuzzy HE 39 

Fuzzy 分 布 363 
Fuzzy 概率 526,532 
Fuzzy 概率 测度 518 
Fuzzy 格 13 

Fuzzy 公式 435 
Fuzzy 关系 134 
Fuzzy 关系 不 等 式 312 
Fuzzy 关系 方程 281 
Fuzzy 关系 图 139 


Bi BK OR I| 


Fuzzy 恒 假 公式 435 
Fuzzy BAAR 435 
Fuzzy 滑动 平均 序列 
Fuzzy 化 算 子 424 
Fuzzy 环境 371 
Fuzzy 回归 方程 538 
Fuzzy 积分 485 
Fuzzy 极 大 值 373 
Fuzzy 基数 ”122 
Fuzzy 假 454 

Fuzzy 简单 函数 ”486 
Fuzzy 交感 444 
Fuzzy 和 矩阵 137 
Fuzzy 聚 类 中 心 209 
Fuzzy 决策 544 
Fuzzy 可 测 空 间 498 
Fuzzy 逻辑 公式 434 
Fuzzy 命题 434 
Fuzzy 命题 变 元 435 
Fuzzy 模式 识别 ”226 
Fuzzy 拟 序 关系 168 
Fuzzy 判断 句 452 
Fuzzy 偏 序 关系 168 
Fuzzy 平均 值 535 
Fuzzy WA 522 
Fuzzy 商 集 166 
Fuzzy 事件 518 


537 


601 


602 


Fuzzy 时 间 序 列 535 
Fuzzy & 109 
Fuzzy # 182 
Fuzzy RA 443 
Fuzzy Bf 15 
Fuzzy 条 件 语句 461 
Fuzzy 统计 331 
Fuzzy 图 177 
Fuzzy 推理 名 453 
Fuzzy 文法 430 
Fuzzy 线性 变换 257 
Fuzzy 线性 规划 384 
Fuzzy 线性 回归 方程 541 
Fuzzy 相似 关系 165 
Fuzzy AR 371 
Fuzzy BRE 254 
Fuzzy 优越 集 373 
Fuzzy 语言 概率 526 
Fuzzy 语言 算 子 422 
Fuzzy 预 序 关 系 168 
Fuzzy A WMA f 29 
Fuzzy Ayam 438 
Fuzzy H 454 
Fuzzy { 129 
Fuzzy 值 Fuzzy 测度 507 
Fuzzy 自然 数 121 
Fuzzy ORR 261 
Fuzzy c -代数 498 
Gaussian Fuzzy #& 109 
Genuine £ 62 
G-wi 322 

G - 包 络 547 

g, -测度 476 
Hamacher 算 子 16 
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k 次 Fuzzy ARM 318 
k AIRE 318 

L -Fuzzy Æ 59 

L -Fuzzy 关系 175 

L -Fuzzy 关系 方程 285 
LR # Fuzzy% 113 

n 维 t- 模 与 t- 余 模 18 
Q 路 径 299 
QARAT 33 
R-imAF 29 

S 型 Fuzzy 测度 500 
S-A WMA F 32 

S, 型 Fuzzy 测度 500 
s- 模 15 

Shannon K% 42 
Sanchez 算 子 29 

t- 模 l4 

三 - 迹 322 

t- 余 模 15 

TÆ! Fuzzy 积分 495 
T 型 广义 Fuzzy XERE 324 
T- 正 则 324 
Weber 算 子 16 
Yager Wf 16 

Z 型 Fuzzy 测度 500 
Zadeh 表示 法 6 
Zadeh AF 15 

a -# 42 67 

a -水 平 集 67 

a 型 广义 Fuzzy BOS PE 324 
a -正则 324 

a-Aif 29 

A -Fuzzy 测度 476 

o -代数 473 


MRI 4 RK K Fl 


Tn- 包 络 547 
2 型 Fuzzy 集 56 


— 8) = = By 
一 级 综合 评判 269 
二 分 着 183 
二 级 综合 评判 ”270 
二 相 Fuzzy 统计 334 
二 元 对 比 排 序 339 


二 元 (联合 ) 可 能 性 分 布 函数 514 


=f Fuzzy% 110 
三 相 Fuzzy Bit 335 


上 近似 集 561 
几何 平均 型 263 
子 句 435 


广义 Fuzzy 粗糙 集 569 
广义 Fuzzy wisp 322 
广义 粗糙 Fuzzy 569 
下 近似 集 561 


pg E 
边缘 可 能 性 分 布 图 数 514 
边缘 约束 417 
不 确定 测度 595 
不 确定 空间 597 
有 反馈 外 延 547 
RARR 153 
反对 称 的 156 
分 布 数 131 
HAAJ 440 
区 间 目 标 线性 规划 395 
区 间 值 粗糙 Fuzzy Æ 582 
区 间 值 Fuzzy 粗糙 集 584 
区 间 值 Fuzzy Æ 58 


区 间 值 Fuzzy 关系 174 


X {E Fuzzy 关系 方程 284 


区 间 值 直觉 Fuzzy 集 61 
文集 6 
中 心 集 217 


五 图 
必然 性 测度 484 
布尔 代数 13 
布尔 和 矩阵 138 
代数 和 与 代数 积 15 
对 称 的 155 
对 称 闭 包 158 
对 称 Fuzzy 数 114 
对 称 三 角 Fuzzy 数 110 
对 称 差 14 
对 偶 t- 模 23 
对 V 无 穷 可 分 配 29 
加 权 平 均 型 262 
近似 空间 560 
可 分 的 418 
AY iil) 45 473 
可 测 集 473 
可 能 性 测度 484 
可 能 性 分 布 函 数 511 
可 三 角 分 解 303 
可 信 性 测度 587 
可 信和 性 空间 592 
生成 树 179 
m Fuzzy Œ 103 
IE Fuzzy & 109 
正规 Fuzzy 2 6 
IEA HY Fuzzy #& 109 
正则 的 322 


6504 er ee 


主 合 取 范 式 441 


主 析 取 范 式 440 
主因 素 突 出 型 264 
左 配对 544 

7X E] 
并 8 


多 目标 线性 规划 390 
多 目标 决策 550 

多 属性 决策 550 
多 相 Fuzzy 统计 335 
LE Fuzzy 条 件 语句 ”464 
多 重复 合 Fuzzy 条 件 语句 465 
fi Fuzzy 数 109 

合 取 范式 436 

交 8 

连通 强度 177 
连通 图 177 

{SR HEHE 458 

似 然 测 度 482 

zh 21 

因素 空间 544 

有 补 t- 模 (t- 余 模 ) 23 
有 界 Fuzzy 集 6 
有 界 Fuzzy & 109 
有 界 和 与 有 界 积 16 
APR Fuzzy 集 6 

有 限 广义 自然 数 121 
有 效 路 径 299 
优越 支 集 373 
传递 的 158 
传递 闭 包 158 

自 反 的 152 

a RHE 155 


字 组 435 


七 
拟 极 小 解 282 
拟 极 小 G- 逆 ”324 
判断 化 算 子 425 
评判 空间 264 
条 件 可 能 性 分 布 516 
条 件 优越 集 371 
条 件 约束 417 
投影 ”140 
序 对 表示 法 5 
余 集 8 


E| 


八 画 
变 次 Fuzzy 相似 关系 (和 矩阵) 方程 317 
表现 论 域 546 
表现 外 延 546 
补 集 8 
单 因素 决定 型 ”263 
单 因 素 评 判 矩 阵 264 
单字 组 ”440 
单子 句 440 
极 小 解 ( 极 大 解 ) 282 
极 小 G- 道 324 
RRE 1 
RAR 1 
逆序 对 合算 子 21 
软 代 数 13 
Hu 36 
析 取 范式 436 
直觉 Fuzzy 集 60 
Hi, L-Fuzzy @ 62 


附录 Il 名称 索引 
九 画 

保守 路 径 。 301 

保 序 Fuzzy 划分 216 

保 序 Fuzzy 聚 类 中 心 

差 14 

复合 143 

贴近 度 47 

WG UE BE PRA 47 

相对 基数 36 

信任 测度 480 

语气 算 子 442 

语言 变量 418 

语言 概率 526 

语言 概率 空间 532 

语言 真 值 434 


十 画 
复合 Fuzzy 条 件 语句 
格 化 线性 规划 411 
格 贴近 度 53 
格 贴 近 度 函数 53 
格 值 Fuzzy KA 285 
核 6 
SS ARM 152 
55 t-H 33 
FARA 222 
真 Fuzzy 蕴涵 项 438 
真 域 452 


十 一 画 
第 一 种 真 域 454 
第 二 种 真 域 454 
基本 字 组 440 
EEFAJ 440 


217 


465 


基础 图 177 

基数 36 

描述 空间 545 
清晰 域 42 

梯形 Fuzzy 数 111 
粗糙 集 560 

粗糙 Fuzzy Æ 563 
偶 字 组 440 
BTA 440 


十 二 画 
集合 套 75 
集 值 统计 359 
oR a - 截 集 67 
Ra -水 平 集 67 
iE c -划分 206 
最 大 解 ( 最 小 解 ) 282 
最 大 (生成 ) 树 179 
最 大 G- 逆 322 
最 大 -最 小 复合 143 
RA- * 复合 144 
最 大 -十 复合 144 
最 大 -乘积 复合 144 
最 大 隶属 原则 226 
最 简单 析 取 范式 443 
mit, Fuzzy RÆ 204 
最 优 Fuzzy RÆ Pb 209 
最 优 Fuzzy c -划分 209 
最 优 保 序 Fuzzy 划分 217 
最 优 规划 值 376 
最 优 路 178 
最 优 树 183 
最 小 二 分 割 ”183 
最 小 -a 复合 144 


605 


606 
最 小 -最 大 复合 143 


十 三 画 以 上 
概率 测度 475 
概率 可 测 空间 475 
概率 测度 空间 475 
简化 矩阵 308 
MEA 136 
截 矩 阵 139 


AEE 140 

满 标 偶 字 组 440 
满 标 偶 子 句 440 
模 并 28 

模 交 28 

数 积 72 
清晰 度 增强 算 子 245 
整数 基数 ”36 
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